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Vorrede. 


Derjenige Theil der Geometrie, welcher gegenwärtig am meiſten 
die Aufmerkſamkeit der Freunde dieſer Wiſſenſchaft auf ſich zieht, dürfte wohl 
dev fein, welcher die Lehre von den Punktreihen und Strahlbüſcheln, der anhar- 
moniſchen und harmoniſchen Theilung, dev Suvolution, der Verwandtſchaft, 
der Erzeugung der Kegelſchnitte durch Punktreihen und Strahlbüſchel, der Po- 
larität und Reciprocität, u. a. umfaßt. Bereits ift diefer, verhältnißmäßig 
junge, Zweig der Geometrie in größerer oder geringerer Ausdehnung in einer 
wenn auch nicht gerade großen Anzahl anerkannt tüchtiger Werke behan— 
delt, die freilich rückſichtlich der in ihnen befolgten Methode zum Theil 
ſo weſentlich von einander abweichen, daß derjenige, welcher ſich ſelbſt 
eine Meinung gebildet hat, in dieſer Beziehung unmöglich allen zugleich 
beiſtimmen kann, obſchon der Unbefangene, welcher Anſicht er ſei, das 
Einzelne auch da, wo er ſich mit dem Grundgedanken nicht einverſtanden 
erklären fom, zu ſchätzen umd zu würdigen wiſſen wird. Gs ſcheinen mir 
namentlich folgende drei Fragen zu ſein, deren verſchiedene Beantwortung 
den verſchiedenen Charalter dieſer Werke hervorgerufen hat und die den 
Standpunkt beſtimmt, welchen der Lefer ihnen gegenüber einnimmt, näm— 
lich: Ob das Weſen der Geometrie bei der Löſung geometriſcher Probleme 
nur rein geometriſche Betrachtungen und Schlüſſe zulaſſe, oder ob auch 
Sätze der Mechanik, Arithmetik und Analyſis angewandt werden können, 
und in wie weit? Ob und in wie weit der Gebrauch des Zeichenprincips 
in der reinen Geometrie gerechtfertigt und geſtattet fei? Ob es dem Weſen 
der Geometrie entſpreche, bei geometriſchen Unterſuchungen den Begriff 
des Imaginären zu Hülfe zu nehmen, es ſei dadurch, daß man imagi⸗ 
nären und complexen Zahlen eine geometriſche Bedeutung unterlegt, oder 


auf eine andere Weiſe? Ich brauche, um das Gewicht, welches ich gerade 
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auf dieſe Fragen Lege, zu begründen, mm die Werke vow Mobius*), 
Steiner2), Maguuss), Chasles*), Adams), Seydewitze), von 
Staudt’), Paulus*), Witzschel®), fowie vie Abhandlung yon Essen 
in Grunert’s Archiv der Mathematik und Phyfif+°) zu erwähnen, und 











1) Barycentrischer Caleul. Leipzig bei Barth 1827. 

Ueber eine Methode, um von Relationen, welche der Longimetrie angehiren, 
zu entsprechenden Siitzen der Planimetrie zu gelangen. Berichte der kin. Si 
Gesellschaft der Wissenschaften, Mathematisch -physisehe Classe. 1852. Leipzig 
bei Hirzel 1853. 

‘Theorie der collinearen Involetion von 
Raume, Ber. d. kiin, Siiehs. Gesellsch. der 
Classe. Sitzung am 25, October 1856. 

Ueber imaginiire Kreise, Ber. d. kin. Stich sch. dev Wissenschaften. 
Mathematisch-physische Classe. Sitzung am 21, Februar 1857. 

Die Theorie der Kveisverwandtschaft in cher Darstellung. Ab- 
handl. d. kin, Siichs. Ges. d. Wissensch. IV. 

2) Systematische Entwiekelung der Abhiingigkeit geome 
yon einander, Berlin bei Fincke. 1532. 

Die geometrischen Ronstructionen, ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und 
Eines festen Kreises. Berlin bei Diimmler. 1833. 

3) Sammlung von Aufgaben amd Lehrſätzen aus der analytiſchen Geometvie. 
Berlin bei Dunder und Humblot. 1833. 

4) Geschichte der Geometrie, Aus dem Franz 
Sobneke. Halle. Gebauersehe Buchhandlung. 139 

Traité de géométrie supé Paris. Bachelier, 1852, 

5) Die Lehre von den Transverfalen in ihrer Anwendung auf die Planimetvie. 
Winterthur. Steinerſche Buchhandlung. 1843. 

Die harmonifehen Verbiltnijfe. Ein Beitrag zur neueren Geometric. Winter- 
thur. Steinerſche Buchhandlung. 1545. 

6) Das Weſen der involutoriſchen Gebilde im der Chene als gemeinſchaftliches 
Princip individueller Eigenſchaften der Figuren. Geiligenftadt bei Defion. 1846. 

Zahlreiche und werthvolle Abhandlungen deffelben Verfaffers finden ſich im den 
erſten zehn bis zwölf Theilen des Grunert'ſchen Archivs. 

7) Geometrie der Lage. Ni Bauer und Raspe. 1847. 

Beitriige zur Geometri * bei Bauer und Raspe, Erstes 
Heft 18: Drittes Helt (Schlussheft) 1860, 

8) Grundlinien der neucren ebenen Geometric. Stuttgart bei Paulus. 1853 

Ordnungselemente der migen involutovischen Grundgebilde. Grunert’s 
Avchiv. Theil 21. 

Ueber uneigentliche Punkte und Tangenten der Kegelschnitte, Grunert’s Archiv. 
Theil 22. 

Ein Beitrag zum geometrischen Zeichnen. Grunert’s Archiv. ‘Theil 23. 

9) Grundlinien der neueren Geometric. Leipzig bei Teubner. 1858. 

10) Vorschule der neueren Geometric, insbesondere eine elementare Darstel- 


lung der Verwandtschaft und der Kegelschnitte enthaltend. Granert’s Archiv. 
Theil 29. 





ichs. 











Panktenpaaren in einer Ebene und im 
ch. Mathematisch- physische 























cher Gestalten 














ischen tibertragen von 




























nberg (be 
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man wird fich überzeugen, wie weit über die oben genannten drei Puntte 
die Meinungen auseinander gehen. 

Indem ich es daher fiir nothwendig und zweckmäßig evachte, die 
Unfichten, welche mich bei Abfaſſung der vorliegenden Schrift geleitet 
haben, und den Standpunkt anzugeben, vor welchem ich diefelbe betvachtet 
wiffen möchte, bemerke ich Folgendes: Obſchon ich meine, daf unter Umſtän— 
den auch dic Sige der Phoronomie und ber reinen Mechanik zur Löſung geo- 
metriſcher Fragen zu Hülfe genommen werden dürfen, wenn nämlich die Na— 
tur der Aufgabe ſelbſt darauf Hhimnweift! +), umd obſchon ich vollfommen aner— 
ferme, daß es hauptſächlich die Arithmetik und Aualyſis iſt, welche in ihrer 
Anwenduug auf Geometrie allgemeine Geſichtspunkte in letzterer aufzuſtellen 
erlaubt, ja die Löſung mancher Aufgaben überhaupt erſt ermöglicht, ſo 
ſcheint es mir doch bei der Entſcheidung darüber, ob eine Methode na— 
turgemäß ſei, nicht darauf anzukommen, wie viele Lehrſätze ihr zufolge 
zu einem einzigen zuſammengefaßt werden können, oder wie viele Lehrſätze 
ſich aus einem auderen ableiten laſſen, oder ob ein in ihrem Sinne ge— 
führter Beweis kürzer iſt, als der, welchen die Zugrundelegung eines 
anderen Princips erfordert, ſondern darauf, ob die Behandlung eine dem 
Gegenſtande entſprechende, ob der Stoff organiſch gegliedert, ob nichts 
Fremdartiges unnöthiger Weiſe beigemengt iſt. In dieſer Hinſicht glaube 
ich allerdings, daß es angemeſſen iſt, bei Behandlung geometriſcher Fra- 
gen ſich ſo lange als möglich auf dem Boden der reinen Geometrie zu 
halten, aber auch da, wo die Natur der Sache ſelbſt auf ein fremdartiges 
Gebiet hinführt, ohne Scheu daſſelbe zu betreten. Ich habe mich daher 
im Hinblick auf die zwei hauptſächlichſten offen ſtehenden Wege: entweder 
der Analyſis das Uebergewicht einzuräumen und ſomit an Allgemeinheit 
der Reſultate zu gewinnen, an Anſchaulichkeit aber zu verlieren, oder eine 
möglichſt rein geometriſche Darſtellung vorwiegen zu laſſen und ſomit 
zwar an Allgemeinheit der Reſultate einzubüßen, an Anſchaulichkeit aber 
zu gewinnen, ohne Zaudern für den letzteren entſchieden, und hoffe, man 
werde die Berechtigung deſſelben anerkennen, wie auch ich den Werth der 
analytiſchen Methode wohl zu würdigen weit). Zugleich folgt aus 


11) Man vergl. meine Abhandlung; Die Principien der höheren Analysis in 
ihver Entwiekelung von Leibnitz bis auf Lagrange, Halle bei H. W. Schmidt. 
1856. pag. 3. und Rap. J. Ich ſelbſt habe mich ber Phoronomie in meiner Sehrift: 
Die cyclischen Curven. Eisenach bei Birecke, 1856. § 5. zur Erforſchung dev 
gedmetriſchen Eigenſchaften ber Cyeloiden-Arten bedient, umd gerade diefer Theil 
des Buches ‘ft, mehreren mir zugekommenen Beurtheilungen zufolge, beifällig aufe 
genommen werden. 

12) Ich ſchliehe mich in diefer Beziehung gauz dem au, was Studer in jeiner 
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der untergeordneten Stellung, welche ich der Arithmetik in vorliegenden 
Blättern eingeräumt Habe, daß ich auch des Zeichenprincips, auf welches 
eine analytiſche Behandlung der Geometrie nothwendig führen muß, mich 
nicht bedienen konnte, ganz abgeſehen davon, daß die Vorſtellung des Ge— 
genſatzes der Richtung und Drehung im Grunde eine rein phoronomiſche 
iſt. Natürlich iſt jedoch dadurch, daß der Anweundung der Vorzeichen als 
Princip nicht Raum gegeben werden konnte, nicht geſagt, daß auch in 
Rechnungen, welche ſich nöthig gemacht haben, keine Rückſicht auf dieſelben 
genommen werden dürfe, vielmehr ſind ſtets, wo es erforderlich war, die 
Zeichen unter Erwägung des vorliegenden ſpeciellen Falles discutirt 
worden, indem dieß einen nothwendigen Theil des Calculs ausmacht. Wegen 
der Nicht-Aunwendung ves Zeichenprincips endlich war auch zugleich die 
Frage über den Gebrauch der auf daffelbe baſirten geometriſchen Deutung 
dev imagindven und complexen Zahlen bei geometriſchen Unterſuchungen 
dahin entſchieden, daß derfelbe nicht ſtatt haben könne. Ebenſo wenig 
mochte ich mich entſchließen, das Imaginäre im Sinne des Princips der 
Continuität oder der zufälligen Relationen als Beweismittel zu benutzen. 
Obſchon Chasles in einem ſeiner rühmlichſt bekannten Werket*) in 
dieſem Falle den Gebrauch und die Betrachtung ves Imaginären gevedht- 
fertigt findet, fo Habe ich doch meine Bedenken dagegen nicht zu über— 
winden und meine Anſicht nicht zu ändern vermocht, daß allerdings ein 
Unterſchied obwalte, ob man z. B. in einem Polygone, welches einem 
Kreiſe eingeſchrieben iſt, die Anzahl der Seiten ſich ändern und ſoweit 
wachſen läßt, daß das Vieleck als ſolches zu exiſtiren aufhört und als mit 
dem Kreiſe zuſammenfallend gedacht werden muß 14), oder ob man z. B. 
einen Punkt außerhalb eines Kreiſes, von welchem Tangenten an letzteren 
gelegt find, ſich demſelben immer mehr nähern und endlich in das Inuere 
deſſelben rücken läßt, und auch dann noch von den Tangenten ſpricht, die 
ſich von ihm aus an den Kreis legen laſſen. Denn im erſteren Falle 
bleibt immerhin ein geometriſches Object, wenn auch anderer Art, als das 
urſprüngliche, über welches Behauptungen ausgeſprochen werden können, 
im letzteren dagegen verſchwinden die Tangenten fiir die geometriſche Vor— 
ſtellung gänzlich, und über jie dann noch etwas ausſagen hieße, den Sag: 
nihili nulla sunt attributa umſtoßen, dev ſchon dem Des es als die 





vortrefflichen: Einleitung in das Studium der Physik. Bern. Stimpllische Buch- 
handlung und Ziirich bei Schulthess. 1859. pag. 18. über geometriſche Aualyſis und 
Synthefis fagt. 

13) Geschichte der Geometric; iibersetzt von Sohneke. pag. 395. 

14) Geschichte der Geometri ibersetzt yon Solincke. pag. 380, 
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bekannteſte Wahrheit galt. Dagegen ftimme ich vollſtäudig den Gründen 15) 
bei, welche Chasles veranlaft haben, fich in feinem Traité de géométrie 
supérieure des Princips der Continnitat ebenfalls nicht zu bedienen. Denn 
auch ich bin überzeugt, daß ein jeder Sak der Geometvie, der mit Hilfe 
deffelben dargethan wird, fic) auch auf vein geometriſchem Wege beweifen 
Laffer wird, dag cin folcjer Beweis dadurch, daß ex tiefer in die fpecielle 
Natur des vorliegenden Objects einzugehen nöthigt, eine gründlichere Gin 
ficht in das Wefen deſſelben gewährt und daß fich deßhalb die etwa auf 
gewandte Mühe reichlich belohnt. An mehreren Stellen meiner Arbeit 
habe ich die Richtigkeit dieſer Bemerkung zu erproben Gelegenheit gehabt. 

Nachdem ich ſo die allgemeinen Principien, welche mich bei der Re— 
daction dieſer Bogen geleitet haben, dargelegt, habe ich mich noch über 
die Durchführung des befolgten Planes im Einzelnen auszuſprechen: Mein 
Streben ging dahin, die im Eingange erwähnten Lehren und Sätze zu 
einem ſyſtematiſch geordneten, organiſch gegliederten und abgerundeten 
Gauzen zuſammenzufaſſen. Zur Grundlage wählte ich die, ſich durch An— 
ſchaulichkeit empfehlende, von Desargues und Pascal zuerſt 16) ange— 
wandte Methode der Perſpective oder der Projection, ohne jedoch die 
Ebene zu verlaſſen und den Raum zu Hülfe zu nehmen. Denn auch mir 
ſchien es, nach dem Vorgange von Paulus, räthlich, bei dem Umfange 
des Stoffes die ebene Geometrie von der räumlichen zu trennen. So 
habe ich auch die Kegelſchnitte durch rein planimetriſche Betrachtungen, 
ohne auch nur für einen Augenblick die Ebene zu verlaſſen, und ohne, 
wie Steiner und Seydewitz, den Kegel zu Hülfe zu nehmen, ent— 
wickelt und die Theorie derſelben hauptſächlich auf vie von Desargues 
begriindete 17) Lehre von dev Snvolution und auf Pascal’s Gechsed+s) 

15) Traité de géométrie supérieure. Préface VI. pag. XV. 

16) Chasles: Geschichte der Geometric; iibersetzt von Sohneke. pag. 71. 
Anmerkung 26). 

17) Chasles: Geschichte der Geometri ersetzt_ yon Sobneke. pag. 74., 
326. Sergl. auch Chasles: Traité de géométrie supérieure. Discours d’inaugu- 
ration du cours de géométrie supérieure de la faculté des sciences de Paris. 
pag. LXIL 

18) Die Werke Pascal’s (1623—1662) find unter dem Titel: Oeuvres de 
Blaise Paseal. A la Haye. Chez Detune, libraire. M. DCC. LXXIX. veröffentlicht 
worden, ohne daß fic der Herausgeber genannt hi Vermuthlich iſt derfelbe 
Bossut. Weuigſtens ſagt Poncelet in ſeinem berühmten Traité des propriötés 
projectives des figures. Paris, Bachelier. 1822. Introduction pag. xlj: „L'éditeur 
des OEuvres de Pascal, que Yon croit étre M. abbé Bossut“; und aud Chasles 
bezeichnet in ſeiner Geschichte der Geometrie; iibersetzt yon Sohneke. pag. 68 
Rossut als dew, welder die vollſtändige Ausgabe der Werke Paseal’s 1779. beſorgt 
habe. Leider ſind die geometriſchen Werke deffelben faſt gänzlich verloren gegangen, wee 
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Vig. 1. 
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und Brianchon’s Sechsſeit gegründet. Auf dieſe Weiſe konnten die 


nigſtens bis jetzt nicht wieder aufgefunden. Denn ber Herausgeber der Oeuvres de 
Blaise Pascal fagt in dem Discours fur la vie et les Ouvrages de Pascal. pag. 234.: 
wll y a apparence que ces Ouvrages (nämlich die geometriſchen) font p du 
moins, malgré toutes mes recherches, je n’ai pu parvenir & me fes procurer: je 
nen parle que daprés une indication générale que I’Auteur en donne Iui-méme, 
& daprés une Lettre de M. Leibnitz à Yun des fils de M. Périer“. Quy eine 
Hleine Abhandlung iſt erhalten, welche den Titel führt: ,,Elfais pour les coniques“. 
Da die oben genannte Ausgabe ber Werke Pascal’s ziemlich jelten iſt, fo glaube ich 
den Freunden der Geometrie und der Geſchichte derfelben einen Dienft zu erweiſen, 
wenn ich hier eine wortgetrene Ropie dieſer Schrift Pascal’s, fowie zweier auf 
feine geometriſchen Werke fich beziehenden Briefe folgen laſſe, ſammtlich nach dew 
Oeuvres de Blaise Pascal. A la Haye. Chez Detune, libraire, M. DCC. LXXIX. 
Gs heißt dafelbt im Tome quatrieme, pag. 1—7. (wobei id) bemerte, daß unter 
den als Gig. 1., 2., 3. im Folgenden erwahuten Figuren bezüglich die Figuren 201. 
anf Taf. XII; 202. anf Taf. X.; 203, auf Taf. XI. gu verftehen find) folgender- 
mafen: 















ESSATIS 
POUR LES CONIQUES 


Dériniri0n I. 
Uanv plufieurs lignes droites concourent au méme point, ou font toutes pa- 
ralleles entre elles: toutes ces lignes font dites de méme ordre ou de méme 
ordonnance; & la multitude de ces lignes, eft dite ordre de lignes, ou ordon- 
nance de lignes. 
Dérinirion 11. 

Par le mot de Section de céne, nous entendons Ja cireonférence du cercle, 
Vellipfe, Phyperbole, la parabole & angle rectiligne: dautant qu'un céne coupé 
parallélement & fa bafe, ou par fon fommet, ou des trois autres fens qui engen- 
drent Pellipfe, "hyperbole & la parabole, donne dans fa fuperficie, ou la circon~ 
férence d’un cercle, ou un angle, ou V’ellipfe, ou hyperbole, ou la parabole. 

Dérinrrion III, 
Pan le mot de droite mis feul, nous entendons la ligne droite. 








Lexne I. 
‘St dans le plan MSQ (Fig. 1.) du point M partent les deux droites MK, MV, 
& du point s partent les deux droites SK, SV; que K foit le concours des droites 
MK, SK; V le concours des droites MV, SV; A le concours des droites MA, SA 
pw le concours des droites MV, SK; & que par deux des quatre points A, K, mt, V 
qui ne foient point en méme droite avec les points M, 8, comme par les points 
K, V, paffe la circonférence d'un cercle coupant les droites MV, MP, SV, SK 
aue points 0, P,Q, N: je dis que les droites MS, NO, PQ, font de méme ordre. 
Levwe Il. 
Sr par la méme droite paffent plufieurs plans, qui foient coupés par un autre 
plan, toutes les lignes des fections de ces plans font de méme ordre avec la 
droite par laquelle paffent lafdits plans. 
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weſentlichſten Eigenſchaften ſämmtlicher Kegelſchnitte zugleich entwickelt 





Ces deux Lemmes pofés & quelques faciles conféquences d'iceux, nous dé- ris. 1. 
montrerons que les mémes chofes étant pofées, qu'au premier Lemme, fi par les 
points K, 7 paffe une fection queleouque de edne qui coupe les droites MA, MV’, 

SK, SV aux points P, 0, N, Q: les droites MS, NO, PQ feront de méme ordre. 
Cela fera un trofieme Lemme. 

Enfuite de ces trois Lemmes & de quelques conféquences d'iceux, nous 
donnerons des éléments coniques complets: Savoir, toutes les propriétés des dia- 
metres & cdtés droits, des tangentes &e., la reftitution du edne prefque fur toutes 
les données, la defeription des fections de céne par points, &e. 

Quoi faifant, nous énoncons les propriétés que nous en touchons d'une ma- Vig. 1. 
nieve plus univerfelle qu’t Vordinaire. Par exemple, celle-ci: fi dans le plan 
MSQ, dans la fection de cone, PAV, font menées les droites 4K, AV atteignantes 
la fection aux points P, K, Q, 7; & que de deux de ces quatre points qui ne 
font ‘point en méme droite avee le point 4, comme par les points A, V, & par 
deux points NV, O pris dans le bord de la fection, foient menées quatre droites 
RN, KO, VN, V0 coupantes les droites 4V, 4P aux points L, M, T, S: je dis 
que Ia raifon compofée des raifons de la droite PM 2 la droite M4, & de la 
droite 4S A la droite SQ, eft la méme que la raifon compofée des raifons de la 
droite PL a la droite LA & de la droite 4T a la droite TQ. 

Nous démontrerons auffi (Fig. 1.) que s'il y a trois droites DE, DG, DH que vig. 4. 

les droites 4P, 42 coupent aux points F, G, Hf, C, y, By & que dans la droite 
DE foit déterminé le point #: la raifon compofée des raifons du rectangle de EF 
en FG au rectangle de EC en Cy, & de la droite sy a la droite 4G, eft la 
méme que la compofée des raifons da rectangle de EF en EH au rectangle de 
EC en CB, & de la droite 4B a la droite 4H; & elle eft auffi la méme que la 
raifon du rectangle des droites FE, FD, au rectangle des droites CB, CD. Par- 
tant fi par les points £, D paffe une fection de cdne qui coupe les droites 4H, 
AB aux points P, K, R, wp: la raifon compofée des raifons du rectangle des 
droites EF, FC, au rectangle des droites EC, Cy, & de la droite y4 A la droite 
AG, fera la méme que la compolée des raifons du rectangle des droites FR, FP, 
au rectangle des droites CR, Cy, & du rectangle des droites AR, A, au rec- 
tangle des droites 4h, AP, 

Nous démontrerons auffi (Fig. 3.) que fi quatre droites 40, AF, EH, EL vis. s, 
sventrecoupent aux points N, P, M, 0, & qu'une fection de céne coupe lefdites 
droites aux points C, B, F, D, H, G, L, K: la raifon compofée des raifons du 
reetangle de MC en MB, au rectangle des droites PF, PD, & du rectangle des 
droites 4D, AF, au rectangle des droites 4B, 4C, eft la méme que la raifon 
compotée des raifons du rectangle des droites ML, ME, au rectangle des droites 
PH, PG, & du rectangle des aroites EH, EG, au rectangle des droites EK, EL. 

Nous démontrerons auffi (Fig. 1.) la propriété fuivante, dont le premier in- vis. 1 
venteur eft M. Defargues, Lyonnois, un des grands Efprits de ce temps, & des 
plus verfés aux Mathématiques, & entre autres aux Coniques, dont les Eerits fur 
cette matiere, quoiqu’en petit nombre, en ont donné un ample témoignage à coux 
qui auront youlu en receyoir Vintelligence. Je veux biea avouer que je dois Ie 
peu que j'ai trouyé far cette matiere à fes Lerits, & que j'ai tiché d’imiter, 











Vig. 2 
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werden, während fie ſonſt gewöhnlich mur für den Kreis bewieſen und 





autant quil m’a été polfible, fa méthode fur ce fujet quil a traité fans fe fervir 
du triangle par Vaxe, en traitant généralement de toutes les fections de cdne. 
La propriété merveilleufe dont eft queftion eft telle: Si dans le plan MSQ il y 
a une fection de cdue PQV, dans le bord de la quelle ayant pris les quatre points 
A, N, 0, V, foicat menées les droites AN, KO, VN, VO, de forte que par un 
méme des quatre points ne paffent que deux droites, & qu'une autre droite coupe, 
tant le bord de la fection aux points R, 1, que les droites KN, KO, VN, VO 
aux points X, Y, Z, J; je dis que comme le rectangle des droites ZR, Zp eft 
au rectangle des droites YR, yy, ainfi le veetangle des droites JR, dip eft au 
rectangle des droites XR, Xp. 

Nous démontrerons auffi (Fig. 2.) que fi dans le plan de hyperbole ou de 
Yellipfe, ou du cercle AGTE, dont le centre eft €, on mene le droite 4B tou- 
chante au point la fection, & qu’ayant mené le diametre 47, on prenne la 
dvoite 4B, dont Je quarré foit égal au quart du rectangle de Ia figure(1), & qu'on 
mene CB; alors quelque droite qu'on mene, comme DE, parallele à la droite 4B, 
coupante la section en £ & les droites 4C, CB aux points D, F: fi Ja fection 
AGE eft une ellipfe ou un cerele, la fomme des quarrés des dvoites DE, DF fe 
égale au quarré de la droite 4B; & dans hyperbole, la différence des mémes 
des droites DE, DF, égale au quarré de la droite 4B. 
ns aulfi quelques problémes; par exemple, Wan point donné 
mener une droite touchante une fection de céne donnée. 

Trouver deux diametres conjugués en angle donné. 

Trouver deux diametres en angle donné & en raifon donn 

Nous avons plufieurs autres problémes & théorémes, & plulieurs eonféquences 
des préeédents; mais la défiance que mon peu d’exp: 
ne me permet pas d’en avancer davantage avant qu'il ait paflé à V'examen des 
habiles gens qui voudront nous obliger 'en prendre la peine: aprés quoi fi Yon 
juge que la chofe mérite d’étre continuée, nous effaievons de la poulfer jufqu’ ot 
Dieu nous donnera la force de la conduire. 
































Man bemerkt fogleid, dag bas Lemme J. ben Sag über Paseal’s Secheck 
für ben Kreis enthillts deun nach demſelben find die Linien MS, NO, PQ de méme 
ordre, d. §. nad) Définition 1, fie ſchneiden fic) im einem und demſelben Puntte, 
ober find parallel (in ber zugehrigen Fig. 1. ober 201. iff, wie es ſcheint, das lehtere 
angenommen); allgemein aljo ſchueiden fie ſich in einem und demjeiben endlich oder 
unendlid eutfernten Buntie. Gs Liegt alſo der Durchſchnittspuntt von NO und PQ 
auf MS; ober: der Puntt M, dev Punlt S und dev Durchſchuittspunkt von NO und 
PQ Kegen auf einer und derſelben Geraden. Gs find aber in dem eingeſchriebenen 
Seejsect PRNOVE, wenn PK, KN, NO, OV, VQ, QP bezüglich als 1, 2, 3., 4, 
5., 6. Seite angeſehen wird, die Puntte M, S, und der Durchſchnittspuult you NO 
auth PQ beyiiglich die Durdifehuitispuntie ber Lumb 4, 2. und 5., 3. und 6. Seite, 








(1) Par le rectangle de la figure, VAutour entend le produit d’un diametre 
par fon parametre. 
Anmerkung des Herausgebers (Bossut). 
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ſodann in Folge ves Sages, daß alle Kegelſchnitte unter einander, daß 





Es enthilt alſo bas Lemme I. den Pascal’ fejen Sats fiiv den Kveis (idem man 
fich Hier unter dem Kegelſchnitt in Gig. 1. oder OL. einen Kreis vorzuſtellen hat). 
Qn dent auf Lemme I. folgenden Abſehz, der den Inhalt eines dritten Yemma’s ente 
Halt, wird derſelbe dann auf alle Kegelſchnitte ausgedehut. Was die neueren Arbiter 
fiber das hexagrammum mysticum betrifft, fo ift eS mix exft gang vor Kurzem mög— 
Yih geweſen, da ſich dieſelben meiftens in Zeitſchriften nicdergelegt finden, mix genaue 
Gitate zu verſchaffen, fo daß ich fie cinfehen fornte. Mam findet die einſchlagenden 
Sätze außer in Steiner’s Systematischer Entwickelung der Abhiingigkeit geome 
trischer Gestalten yon einander. pag. 311, und 312. 54) und 55), it Gergonne’s 
Annales de Mathématiques pures et appliquées. Tome Dix-huititme. 1827 und 
1828, pag. 339: Steiner: Théorémes sur l'Hexagrammum mysticum; in Crelle’s 
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Band 24. Erstes Heft pag. 40.: 
Hes'se: Ucber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid, und Band 41, Drittes 
Heft pag. 269: Hesse: Binige Bemerkungen zum Pascal’schen Theorem; in Crelle’s 
Journal Band 41, Erstes Heft pag. 66. Cayley: Note sur quelques théorémes 
de la géométrie de position; im Cambridge and Dublin mathematical 
journal. Vol. V. 1850. pag. 185. Kirkman: On the complete hexagon inscribed in 
a conic section, Den Band 5. von Crelle’s Sournal, der eine das Sechseck be- 
treffende Wrbeit Pliicker’s enthilt, habe ich leider nicht einſehen können. Cine Bue 
fammenftelfung der betveffenden Site findet fic) endlich in dem vortrefflichen Werke: 
Analytische Geometrie der Kegelschnitte von George Salmon, Deutsch bear- 
beitet von Dr. Wilhelm Fiedler, Leipzig. B. G. Teubner. 1860. pag. 580.; 
aud wird man bemerfen, daß die Unterfuchungen bes § 11. die Beweiſe mehrever 
Eigenſchaften des Pascal'ſchen Sechsecks enthalten, und daß die der übrigen leicht 
aus ihnen abgeleitet werden können. Es dürfte fid) jedoch die daſelbſt von mix ge— 
gebene Darfiellung nicht unweſentlich vom der in den genaunten Stellen angewandter 
auterſcheiden, wie denn überhaupt die in § 11. enthaltene Betrachtung ganz amab- 
hängig von den angeführten Werken entftanden amd durchgeführt ifts namentlidh find 
hiebei die Eigenſchaften bes myſtiſchen Sechsecks nicht felbft Zwed, ſondern nur 
Mittel zum Zweck, nämlich zur Eutwickelung der Kegelfehnitte. 

Gs mag bier nod) bemertt werden, daß auffallender Weiſe als Titel der obigen 
Abhandlung, fo viel ich weiß, immer entweder: Essai pour les coniques oder Essai 
sur les coniques eitirt wird. So eitirt Poncelet im feinem Traité des propriétés 
projectives des figures. pag. 109: ,,Paseal dans son Essai sur les Coniques. (148. 
note), und in art. 148. note oder Aumerkung zu Seite 79. heißt e8: (*) ,,On doit 
4 Pascal un théoréme qui revient & celui-ci, pour le cas particulier ot l'on ne 
considére que le systéme de quatre droites dans le plan d'une section conique. 
Voyex. son Essai pour les Coniques, qni a parn en 1640, et qui se trouve impri 
parmi ses OBurres. tom, IV, éd. de Lahaye. 1779. 
matischen Entwickelung der Abbiingigkeit geome Gestalten yon einander, 
pag. 150, YUnmerfung*) citivt: Essai sur les Coniques; Gartz in Erſch und 
Gruber’s: Allgemeiner Enchtlopüdie der Wiſſenſchaften amd siinjte. Dritte Section. 
OZ. Zwölfter Theil. Leipzig bei Vrodhaus 1839. Seite 486. giebt als Titel 
au: Essai pour les coniques; Chasles in feiner Geschichte der Geometric, iiber- 
setzt von Sobneke. pag. 68, 74. 85., 343., u. a., und im feinem Traité de géo~ 
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alſo Ellipſe, Hyperbel, Parabel dem Kreiſe collinear find, auch anf letzte- 


motrie supérieure, Piscours, pag. LXII. Dat: LEssat pour les coniques. Es ſteht 
jedoch in ben Oeuvres de Blaise Pascal, A La Haye M. DCC. LXIX. beftimmt, 
ſowohl in dev Ueberſchrift, als auch dreimal im Columnentitel von Seite 2., 4., 6., 
amd im Inhaltsberzeichnig · ,EMais“, nicht ,, Ellais and in dem amen folgenden 
Briefe Leibnigens heißt die betreffende Abhandlung: ,, Ellai des coniques. 

Was die iibrigen auf die Kegelſchnitie bezüglichen Schriften, die Paseal vev- 
faßt Hat, die aber, wie es ſcheint, ſpurlos verſchwunden find, ſowie feine Wbeiten 
fiber Wahrſcheinlichteit u. ſ. w. betvifft, fo ift ein von Pascal jelbft in einem Briefe 
gegebenes Verzeichnißz (daſſelbe, welches der Herausgeber ber Oeuvres de Blaise 
Pascal in dem Discours fur la vie et les Ouvrages de Blaise Pascal. pag. 34. eve 
wabut, ſ. 0.) von Jntereſſe, im welchem er dieſelben aufzühlt. Es heißt namlich in 

Oeuvres de Blaise Pascal. Tome quatrieme pag. 408. bis 411, ſoigen- 





CELEBEPRRIMAL 
MATHESEOS 
ACADEMIA) PARISIENSI (1). 


Ht: vobis doctiffimi & celeberrimi viri, aut dono, aut reddo: veltra cnim effe 

fateor qui non, nifi inter vos educatus, mea feciffem; propria autem agnofeo 
que aded precellentibus Geometris indigna video. Vobis enim nonnifi_ magna 
ac egregia demonttrata placent. Paucis yerd genium audax inventionis, pauciori- 
bus (ut reor) genium elegans demonftrationis, pauciflimis utramque. Silerem ita- 
que, nihil vobis congruum habens, nifi ea benignitas que me a junioribus annis 
in erudito Lyceo fuftinuit, hac oblata qualiacunque fint, exciperet. 

Horum Opufculorum primum, magna ex parte agit de ambitibus, feu peripheriis 
numerorum quadratorum, cuborum, quadrato quadratorum & in quocunque gradu 
conftitutorum; & ided de numericarum poteftatum ambitibus infcribitur. 

Secundum circa numeros aliorum multiplices verfatur, & ut ex fola additione 
characterum numericorum agnofcantur methodum tradit. 

Deinceps autem, fi juvat Deus, prodibunt & alii tractatus quos omnind pa- 
vatos habemus, & quorum fequuntur tituli: 

De numeris magico magicis; feu methodus ordinandi numeros omnes in qua- 
drato numero contentos, ita ut non folim quadratus totus fit magicus; fed, quod 
difficilius fane eft, ut ablatis fingulis ambitibus reliquum femper magicum rema- 
neat, idque omnibus modis poffibilibus, nullo omiffo, 





(1) On doit entendre par le mot Academic, la fociété des Savants qui s‘affem- 
Dloient dans ce temps-1a librement les uns chez les autres, & non pas l’Académie 
des Sciences, qui ne fut fondée qu’en 1666. 

Anmerking des Herausgebers (Bossut). J 

Jn bem oben angefiibrien Bande von Erſch, und Gruber's Eucyllopädie 
Seite 476. Anmertung heigt eB: ,,Diefe Geſellſchaft, beſtehend aus Merjenne, be 
Roberval, Mydorge, Gareavi, Le" Paillene u. Y., wav die Wiege der Hnighteyerr 
Alademie her Wiſſenſchaften, weldje im ahve 1666, höheren Orts beſtätigt wurde’. 
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ven übertragen werden. Sch habe dieſes Verfahren nicht befolgt aus 


Promotus Apollonius Gallus; id ett tactiones cireulares, non folim quales 
veteribus note, & & Vietd repertw, fed & aded ulterius promote ut vix eundem 
patiantur titulum. 

Tactiones fpherice, pari. amplitudine dilate, quippe eddem methodo tractate, 
Utraremque autem methodus fingula earum problemata per plana refolvens ex fin 
gulari conicaram fectionum proprietate oritur, que aliis multis difficillimis proble- 
matibus fwecurrit; & yix unicam adimplet paginam. 

Tactiones etiam coniew: ubi ex quinque punctis & quinque rectis datis, quin- 
que quibuflibet, &e, 

Locé folidi, cum omnibus calibus & omni ex parte abfolutifiimi, 

Loci plani: non folim illi quos & veteribus tempus abripuit, nec folum illi 
quos his reftitutis perilluftris hujus «evi Geometra fubjunxit, fed & alii hue 
ufque non noti, utvofque complectentes, & multd latiis exuberantes, methodo, ut 
conjicere eft, omnind nova, quippe nova praeftante, vid tamen longé breviori. 

Conicorum opus completum, & conica Apollonii & alia innumera unicd feré 
propofitione amplectens; quod quidem nondum fex decimum etatis annum affecu- 
tus excogitavi, & de in ordinem congefli. 

Perfpective methodus, qui nec inter inventas, nec inter inventu poffibiles ulla 
compendiolior elfe videturs quippe que puncta ichnographie per duarum folum- 
modd rectarum interfectionem preeftet, quo fané nibil brevius effe poteft. 

Noviffima autem ac penitis intentate materia tractatio, feilicet de compofi- 
tione alew in ludis ipfi Jubjectis, quod gallico noftro idiomate dicitur (faire les 
partis des jeu): ubi anceps fortuna wquitate rationis ita reprimitur ut utrique 
Tuforam quod jure competit exacté femper aflignetur. Quod quidem eo fortis 
ratiocinando querendum, quo minus tentando inveftigari poffit: ambigui enim fortis 
eventus fortuite contingentiee potius quam naturali neceffitati meritd tribuuntur. 
Tded res hactenus erravit incerta; nunc aulem qua experimento rebellis fuerat, 
rationis dominium effugere non potuit: eam quippe tanta fecuritate in artem per 
Geometriam reduximus, ut certitudinis ejus particeps facta, jam audacter prodeat; 
& fic Mathefeos demonftrationes cum ale incertitudine jungendo, & que contraria 
videntur conciliando, ab utraque nominationem foam accipiens ftupendum hunc 
titulum jure {ibi arrogat: alew Geometria. 

Non de Guomonid loquor, nec de innumeris méfcellancis, quie fatis in prompu 
(jolt jedenfalls beiffen: in promptu) babeo; verum nee parata, nec parari digna. 

De vacuo quoque fubticeo, quippé brevi typis mandandum, & non folim vobis 
(ut ifta) fed & cunctis prodituram: non tamen fine nutu veltro, quem fi mereatur, 
nihil metuendum: quod equidem aliquandd alias expertus fam, maximé in inftru- 
mento illo arithmetico quod timidus inveneram, & vobis hortantibus exponens, 
agnovi approbationis vette 

Illi funt Geometri 



































fructus: felices & immane luerum facturi, 
fi hos impertiendo quofdam ex veltris reportemus. B. Pascal. 
Datum Parifiis. 1654, 
Endlich iſt noch cin Brief Leibnitzens merlwürdig, der beweiſt, daß nod) im 
Jahre 1676. Pascal's geometriſche Werke, grofentheils vollendet, vorhanden waren. 
GS iſt zugleich derjenige Brief, auf dew fich im der oben angesogenen Stelle der 





xIv Borrede. 


denjenigen Griinden, weldje ich Seite 393. in dev Anmerkung angeführt 


Herausgeber der Oeuvres de Blaise Pascal in dem Discours fur la vie et les Ou- 
vrages de Pascal. pag. 34. bezieht; überhaupt wird ev auch von Poncelet und 
Chasles öfter angeführt. Er findet ſich in det Oeuvres de Blaise Pascal. Tome 
cinquieme, pag. 459. bis 462. und lautet folgendermafen: 


LETTRE 
DE M, LEIBNITZ 
AM. PERIER, 


Confeiller & la Cour des Aides de Clermont-Ferrand, 
Neveu de M. Pajeal. 





Monsieur, 

Vous m’avez obligé fenfiblement, en me communiquant les maneferipts (1) qui 
reftent de feu M. Pafcal, touchant les Coniques. Car, outre les marques de votre 
bienveillance, que jfeltime beaucoup, yous me donnez moyen de profiter par la 
lectnre des méditations dun des meilleurs elprits du fiecle: je fouhaiterois pour- 
tant avoir pu les lire avee un peu plus d'application; mais le grand nombre de 
diftractions qui ne me laiffent pas difpofer entiérement de mon temps, ne l'ont 
pas permis, Néanmoins je crois les avoir lues affez pour pouvoir fatiffaire à 
votre demande, & pour yous dire que je les tiens affez entieres & finies, pour 
paroitre & la vue du public; & afin que nous puilfier juger fi je parle avec 
fondement, je veux vous faire un récit des pieces dont elles font compofées, & 
de la maniere que je crois qu’on peut Jes ranger. 

I. Il faut commencer par Ja piece dont Finfeription eft: Generatio coni fectic 
num tangentium & fecantium, feu projectio peripheria, tangentium, & fecantium 
circuli, in quibufeunque oculi, plani ac tabellw pofitionibus. Car c’elt le fonde- 
ment de tout le refte. 

Il. Aprés avoir expliqué la génération des fections du cdne, faite optique- 
ment par Ja projection d’un cercle fur un plan qui coupe Je eéne des rayons, il 
explique les propriétés remarquables d'une certaine figure, compofée de fix lignes 
droites, qu'il appelle, Hexagramme myftique. Vai mis au-devant ces mots, de 
heaagrammo myftico & conico: une partie de cette piece fe trouve répétée & 
inférée mot & mot dans une autre, favoir, les définitions (avec leurs corollaires); 
& les propofitions (mais fans les démonftrations) qui fe trouvent répétées dans 
le Traité de loco solido, Suppléeront au défaut de quelques-unes qui manquent dans 
celui-ci de hewagrammo. 

Le Ie Traité doit etre, & mon avis, celui qui porte cette infeription: De 
quatuor langentibus, & rectis puncta tactuum jungentibus, undé rectarum harmo- 
nied fectarum & diametrorum proprietates oriuntur. Car celt Vi-dedans que 





























1) Sai éerit, & fait 6c 
Pafeal, dont parle Leibnitz; mais jufqu’a 
&té prefque inutiles. 

‘Ynmmerfung bes Gerausgebers (Bossut). 


de tous cdtés pour me procurer ces Ouvrages de 
préfent mes recherches A ce fujet ont 
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habe. Erſt nachdem dieſelbe bereits gedruckt war, bemerlte ich, daß auch 





Pulage de I’hexagramme paroit, & que les propriétés des centres & des diame- 
tres des fections coniques font expliquées. Je crois qu'il n'y manque rien. 

Le IVe Traité eft: de proportionibus fegmentorum fecantium & tangentium. 
Car les propriétés fondamentales des fections coniques, qui dépendent de la 
connoiffance du centre & des diametres, étant expliquées dans le Traité précé- 
dent, il falloit donner quelques belles propriétés univerfellement concues, tou- 
chant les proportions des droites mendes & la fection conique; & c’eft de-la que 
dépend tout ce qu'on peut dire des ordonnées. Les figures y font aufli, & je ne 
yois rien qui manque. J’ai mis aprés ce Traité une feuille, qui porte pour titre 
ces mots: De correfpondentibus diametrorum, dont la troifieme page traite de 
Summa & differentid laterum feu de focis. 

Le Ve Traité eft: de tactiontbus conicis, c’eft-a-dire (afin que le titre ne 
trompe pas), de punctis & rectis quas fectio conica attingit; mais je n’en trouve 
pas toutes les figures. 

Le Vie Traité fera, de loco folido: j’y ai mis ce titre, parce qu'il n’y en a 
point: c’eft pour ce fujet que Meſſieurs Defcartes & Fermat ont travaillé, quand 
ils ont donné Ia compofition du liew folide, chacun a fa mode, Pappus leur en 
ayant donné Loceafion. Or je erois que M. Pafeal a voulu donner ce Traité a 
part, ou le communiquer au moins & fes amis, parce qu'il y répete beaucoup de 
choles du deuxieme Traité, mot à mot & affez au long; e’eft pourquoi il commence 
par ceci: Definitiones excerpte ea conicis; favoir, du deuxieme Traité fufdit, od il 
explique ce qu'il entend par ces mots, hewagrammum myfticum, conicum, &e. On 
peut juger par-li que le premier, le fecond, le troifieme & peut-étre le cinquieme 
Traité, doivent faire proprement les coniques; & ce mot fe trouve auffi au dos 
du premier ‘Traité. Les grandes figures appartiennent à ce fixieme Traité. 

J'ai mis enfemble quelques fragments. I y a un papier imprimé(1) dont le 
titre elt: Kifai des contques; & comme il s'y trouvent deux fois tout de méme, 
felpere que vous permettrez, Monfieur, que j’en retienne un. Il y a un frag- 
ment, de reftitutione coni; favoir, les diametres & parametres étant donnés, re- 
trouver les fections coniques. Ce difcours paroit entier & a fes figures. Il y a 
un autre fragment oi fe trouvent ces mots au commencement, magnum problema; 
& je crois que c'eft celui-ci qui y eft compris: Dato puncto in fublimi, & folido 
conico ea eo deferipto, folidum ita fecare, ut erhibeat fectionem conicam date 
fimilem: mais cela n’eft pas mis au net. 

Hy a quelqnes problémes fur une autre feuille, qui font cotés; mais il en 
manque le premier; on en dira ce qu’on pourra en forme d’Appendice; mais le 
corps de YOuvrage, compofé des fix premiers Traités, me paroit allez net & 
achevé, 
































Il conclus que cet Ouvrage eft en état d’étre imprimé; & il ne faut pas de- 
mander s'il le mérite; je crois méme qu'il eft bon de ne pas tarder dayantage, 


(1) Cet Berit, le feul de tous ceux dont parle Leibnitz, que j’aie pu me pro- 
curer, eft imprimé a la téte du quatrieme Volume de cette édition. 
Anmeriung des Herausgeber’ (Bossut). G8 iſt die obige Sqhriſt: Elfais pour 


les coniques, 


XVI Borrede. 


Chasles in ganz ahnlicher Weiſe über denfelben Gegenſtand fid) aus— 


parce que je vois paroitre des Traités qui ont quelque rapport à ce qui eft dans 
une partie de celui-ci: e'eſt pourquoi je crois qu'il eft bon de Je donner au plu- 
tot, avant qu'il perde la grace de la nouveauté. J’en ai parlé plus amplement 
à M.M. vos freves, dont je vous dois la connoiffance, & que j'ai priés de me 
‘ois efpéré de vous revoir un jour 





conferver Vhonneur de votre bienveillance. J’ 
ici; mais je vois que vos alfaires ne V'ont pas encore permis, & jai peu del} 
rance de paffer par Clermont, Je fouhaiterois de pouvoir vous donner des mar- 
ques plus convaincantes de leftime que j’ai pour vous, & de Ia palfion que j'ai 
pour tout ce qui regarde feu M. Pafeal; mais je vous fupplie de vous contenter 
cependant de celle-ci. Je fuis, Monfieur, votre trés-humble & trés-obéiffant fer 





yiteur, Lernwitz. 

A Paris, le 30. Aout 1676. 

Offenbar iſt dieß der Brief Leibnitzens, weldjen Poncelet in feinem Traité 
des prop s projectives des figures. Introduction. pag. xlj. Anmerkung meint, 
wenn er dajelbft fagt: ,,Nous transcrivons ici ces titres, d’aprés la lettre de Leib- 
nitz, inferée dans les OEuvres de Pascal. (Tom. 4, Bd. de 1779), et dont Ia date 
est du 30. Aodt 1676“, worauf die Titel der oben unter J. bis VI. angeführten 
Werke folgen. Vielleicht ift dabei an den oben mitgetheilten Brief Pascal’s an die 
Parifer gelehrte Gefellſchaft gedacht worden, und fo anf tom. 4., ftatt auf tom. 5. 
verwiefen worden. Auch fagt Poncelet, ebenfalls in dem Traité des propriétés 
projectives des figures pag 109: „Au rapport du eélébre Leibnits(*), cette pro- 
priété n'est autre que celle de Vhewagrammum mysticum, sur laquelle Pascal 
composa ensuite un traité complet des sections coniques, qui ne nous est pas 
parvenu, unb bie zu Leddnits gehörige Anmerkung lautet: ,, Voyez une lettre de 
Leibnits à M. Perrier imprin dans le tom. V. des OLuvres de Pascal. 

Man wird insbefondere im Hinblick anf vorliegenden Brief Leibnitzens wohl night 
alfgu weit fic) von der Wahrheit entfernen, wenn man nach ihm febliegt, daß Pascal 
fich einer Methode bedient haben muß, die nidjt fehr verfchieden von derjenigen geweſen 
fein kann, welde von Steiner in feiner: Systematischen Entwickelung der Abbiingig- 
keit geometrischer Gestalten yon einander angewandt und meifterhaft durchgeführt 
worden iſt. Se intereffanter es ift, 3u bemerfen, wie zwei Geometer erſten Ranges un- 
abhingig von einander daffelbe Gundamental- Princip sum Wusgangspuntt der Lehre 
won den Kegelſchnitten nehmen, um fo wümnſchenswerther muß es fein, daß die bis- 
jest ſpurlos verſchwundenen Werle Paseal’s — dielleicht durch cinen glücklichen 
Bufall — wieder aufgefunden werden möchten. Leider iſt jedoch keine Hoffnung, daß 
dieß geſchehen werde. Denn auch in der nenefien Ausgabe der Werfe Pascal’s: 
jEuvres complétes de Blaise Pascal. dition de Ch. Lahure et Cie., imprimeurs 
a Paris. Pa Librairie de L, Hachette et Cie. Rue Sarrazin, No. 14. 1860. 
2 Binder wird (Avertissement. pag. III.) erwähnt, daß von Pascal’s Werke 
die Kegelſchnitte nur cin Fragment ier das eingeſchriebene Sechseck und eine turze 
Notis deibnihzens übrig fei. Es enthält daher auch dieje Ausgabe ber die Kegelſchnitie 
nichts Neues; und wenn fie (Avertissement. pag. VIL) , ,vollftindiger als die Bossut’s” 
gentannt wird, fo hat die feinen Grand darin, weil ſeit dem Erſcheinen dieſer (1779) 
durch Cousin in der Bibliothique royale mefrere zu den Pensées gehörige Blitter 
entdedt, von Faugére und Havet publicivt umd die Arbeiten diejer in der Lahure' ſchen 
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ſpricht, indem ev fagt*®): ,,Nous ne ferons donc point usage dans le 
cours de cet ouvrage, de la théorie des figures corrélatives, ni méme 
de celle des figures homographiques. Celle-ci a le méme défaut que 
Ja premiére; elle laisse ignorer, généralement, comment une proposi- 
tion que l'on a découverte par son secours se rattache a une théorie 
et s'y peut démontrer directement. Par exemple, quand par cette 
méthode on conclut d’une simple propriété du cercle, un théoréme 
des sections coniques, la démonstration relative au cercle est peu pro- 
pre, en général, 4 répandre quelque jour sur la marche qu'il faudra 
suivre pour démontrer directement le théoreme sur la section conique“; 
cin Urtheil, welchem ich vollfommen beitrete. Außerdem beſtimmte mich 
auch dev Umſtand, den von mir eingeſchlagenen Weg zu verfolgen, daß 
den Geſetzen per Collineation zufolge mv die auf Conformitat beruhen- 
den Eigenſchaften des Kreiſes auf die Kegelſchnitte übertragen werden 
dürfen, und es nicht überall Leicht fein möchte, zu entfcheiden, ob ein Satz 
ber Kreislehre auf Conformitit beruhe oder micht. 

Die Benennung „conform“ habe ich von Paulus entlehnt; die Ein— 
führung dieſes Begriffes fcheint mir in der That ein Fortſchritt gu fein. 
Ebenſo ift von mix das Zeicjen A fiir ,,conform’, daffelbe welches von 
Staudt fiir „projectiviſch“ braucht, nach dem Borgange von Paulus an- 
gewandt worden. Defgleichen habe ich von demfelben den Namen „Punkt⸗ 
reife” aufgenommen, habe mich dagegen nicht entſchließen funen, mich 
des von ihm eingefithrten Ausdrucks „Vielſtrahl“ ftatt des ſonſt üblichen 
„Strahlbüſchel“ zu bedienen, denn das Wort „Strahlbüſchel“ drückt die 
Analogie mit „Punktreihe“ meiner Meinung noch beſſer aus als „Viel— 
ſtrahl“, indem ſich „Punkt“ und „Strahl“, „Reihe“ und „Büſchel“ 
wechſelſeitig entfprecjen. Nach Steiner’s, Seydewitz's umd von 
Staudt’s Vorgange habe ich den anf Strahlbüſchel bezüglichen Sätzen 
eine größere Selbſtſtändigkeit eingeräumt, als Paulus, weil ich glaube, 
dak die Analogie dev Gefese, die bei Punktreihen, und derer, die bei 





Ausgabe benutzt worden find (Avertissement. pag. VI, VII). Die oben ans dev 
Bossut'ſchen (Hanger) Ausgabe abgedructten Schriften Pasecal’s ftehen in der vow 
Lahure beſorgten im 2. Theil (der itberhaupt die mathematiſchen und phöſikaliſchen 
Werke Pascal's enthält) Seite 354. — 357., Seite 391. — 392., Seite 638. — 640.; 
leider aber finden ſich in den ,,Essais pour les coniques“, forwie in dent ,,Lettre 
de M. Leibnitz & M. Périer verfehiedene, gum Theil bas Verſtändniß ſehr erſchwe- 
vende, Druckfehler; auch heißt es im letzteren: ,,Essais pour les coniques“ ftatt: 
Essai pour les coniques“ (f. o). Die Parifer Ansgabe der Werke Pascal's habe 
ich nicht geſehen; auch citiven Poncelet und Chasles fiets die von mix benuhte Gare 
ger Ausgabe, und auch Labure bezieht fic) ſtets nur auf dieſe. 

19) Chasles: Traité de géométrie supérieure. pag. 435, art. 600. 

Weifenborn, Projection. B 
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Strahlbüſcheln gelten, beſonders lehrreich iſt. Die Sinus-Doppelverhalt- 
niſſe und überhaupt die trigonometriſchen Functionen, welche Paulus 
gänzlich weggelaſſen hat, wie es ſcheint, weil er die Anwendung derſelben 
als einer möglichſt rein geometriſchen Darſtellung unangemeſſen anſieht, 
mochte ich nicht entbehren, vielmehr habe ich mich im Gebrauche derſelben 
nach Steiner gerichtet und fie als wirklich geometriſche Begriffe? 0), 
wo es nöthig war, angewandt, dagegen, wie ich ſchon oben andeutete, 
den von Paulus und von Staudt gemachten Gebrauch des Imaginä— 
ren aus den Gründen vermieden, welche erſteren die trigonometriſchen 
Functionen verwerfen ließen. Die Darſtellung ſo ausſchließlich geome— 
triſch zu halten, wie es von Staudt gethan, ſchien mir nicht natürlich, 
ich habe daher auch Rechnungen, wo der Gedankengang ſelbſt darauf 
hinführte, ohne Bedenken aufgenommen. Desgleichen kann ich mich der 
Meinung nicht anſchließen, daß es einem geometriſchen Werke zum Vor— 
zuge gereiche, wenn es, wie das von Staudt'ſche, gar keine Figuren 
enthält. Vielmehr Habe ich deren möglichſt viele beigegeben?+), da ich, 
ganz abgefehen von dev wefentlicjen Grleichterung, die für das Studium 
des Buches daraus erwächſt, glaube, daß der hauptfiichlichfte Vortheil 
der geometrifehen Methode eben in dev WAnfchaulichfeit beruht, welche durch 
cin Weglaffen der Figuren, die felbft gu vergeichuen dem Lefer nicht 
füglich zugemuthet werden kann, verloren geht. Was endlich den Titel 
betvifft, fo founte ich einestheils die Bezeichnung: „Geometrie der Lage“, 
pie von Staudt angewandt, nicht gebrauchen, da meine Auffaſſung vor 
dev feinigen verfchieden ijt; anbderntheils wollte mir die Benenming: 
pmenere Geometrie“ nicht gefallen, dem fie läßt — gang abgefehen davon, 
wie relatiy die Begriffe: „alt“, , neu”, „neuer“ find — da fie von dev 
Beit hergenommen, die Zeit an fic) aber für die Felder der Wiſſenſchaft, 
die angebant werdert, etwas ganz Unwichtiges ift, nichts vom Weſen des- 
jenigen Zweiges dev Geometric ahnen, den fie bezeichnen foll. Eben 
diefer Unbeſtimmtheit wegen könnte der Namen: „neuere Geometrie“, 


20) Bergl. Steiner: Systematische Entwickelung der Abhiingigkeit geome- 
trischer Gestalten von einander. § 3. Seite 5. 

21) Da durch ein Verſehen in ber lithographiſchen Anſtalt, unter Umſtänden, 
welche eine Aenderung leider unmöglich madhten, auf den im Uebrigen miiglichft genau 
amb corvect anggefiifrten Gigueentafeln von Taf, V. am ſtatt der von mir durche 
gebends gebrauciten deutiden Buchfiaben lateiniſche Schreibe -Schrift angewandt 
worden war, eine ſolche aber von einer zu den Xypen, mit weldjen der Text ge- 
prudt worden, paffenden Größe nicht gefunden werden fonnte, fo mußte die auf 
Taf, V. bis XXII. vortommende lateiniſche Schreibe -Schrift im Text durd Rowde- 
Sehrift wiedergegeben werden. 
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wenn man nämlich bas Weſen einer Wiſſenſchaft nur in den Refultaten, 
nicht in den MRefultaten und der Methode fucht, allen Werken zum Titel 
dienen, welche die oben erwähnten Lehren gum Gegenftande haben, auch 
wenn fie, wie 3. B. die von Paulus und Witzschel, auf ganz ver— 
ſchiedene Principien bafirt find, denn alle enthalten in griferer oder ge- 
ringerer Vollftindigheit dieſelben Mefultate. Freilich würde eit folcher 
Name nach verfehiedenen Seiten hin ausgelegt werden können, wenn ev 
nicht durch Zuſätze, die aber oft fchwerfillig und ſchleppend fein würden, 
erläutert wird. Dieje Umſtände, fowie der, daß ich es fiir Pflicht hatte, 
auch äußerlich den Inhalt eines Buches nach Refultater und Methode 
jo genau anzugeben, al8 eS in der Kürze möglich ift, beftimmte mich, 
den Titel: Projection in dev Ebene“ gu wihlen. Sch fiirehte nicht, dag 
man es tadeln wird. 

Schließlich Habe ich die im Cingange erwihnten Werke, fowie die 
„Sammlung von Aufgaben und Lehrſätzen aus der Planimetrie von 
Gandtner und Sunghans. Berlin. Weidmannſche Buchhandlung. 
1856 und 1859”, die ,,Elemente der Projectionslehre mit Anwendun- 
gen der Perspective auf die Geometrie, von Anger. Danzig. 1858, 
bei Kafemann‘‘, und bas ,,Mémoire sur les lignes du second ordre; 
par C. J. Brianchon, Capitaine d'Artillerie, ancien éleve de TEcole 
Polytechnique. A Paris, chez Bachelier, libraire, quai des Augustins, 
No. 55. 1817, al8 diejenigen, durch welche ich bet Abfaſſung vorliegender 
Bogen unterſtützt und gefirdert worden bin, mit ſchuldigem Danke zu nennen. 
Unter ihnen wieder waren es die oben erwähnten ausgezeichneten Arbei— 
ten von Steiner, Seydewig, Essen, Paulus, — auf des Letteren: 
Grundlinien der neueren ebenen Geometrie verweiſe id) auch deswegen, 
weil man dafelbft die Lehre oom den Berührungen, die ic) unterdrücken 
mute, um der Umfang des Buches nicht gu ſehr gu vergrifern, voll 
ſtändig, wenn auch mittelft der Theorie bes Imaginären, entwicelt findet 
— welche mir vorzugsweiſe nützten, denn die Auffaſſung, welche mid 
leitete, nähert fic) am meiften den in diefen Werken durchgeführten Me— 
thoden, wenn fie fich auch in weſentlichen Punkten von ihnen unterſchei— 
det. Letzterer Umſtand veranlaßte mich, an verſchiedenen Stellen eigene 
BWege einzuſchlagen und diefelben auf längere Strecken gu verfolgen, um 
den Stoff zu einem ſyſtematiſch geordneten und organiſch gegliederten 
Ganzen zuſammenzuarbeiten. In wie weit ich diefes Biel, welches ich 
mir geftedt, erveicht habe, bas überlaſſe ich unbefangenen Sachverſtändi— 
gen, aud) wenn fie den Standpuntt, von weldem aus ich vorliegende 
Blatter betrachtet witnfehte, nicht gu dem ihrigen machen yu können glau— 
ben, gu beurtheilen. Wenigftens Habe ich, wenn ich auch weit davon 
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entfernt bin, zu meinen, daß das Geleiſtete volllommen und untadelhaft fei, 
das Bewußtſein, überall und ſtets Wahrheit und Gründlichkeit, nirgends 
bloßen äußern Schein im Auge gehabt zu haben. Möge es mir gelun— 
gen ſein, etwas zu einer naturgemäßen und ungekünſtelten Darſtellung 
geometriſcher Lehren beizutragen! 


Eiſenach, am 23. November 1861. 


H. Weißenborn. 
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Seite 19, Zeile 10. von unten Lies: matt: a _ 
1 
» 36.4, 1. und 2, von oben in I in ber lin ken Spalte ſtehenden Worte: 
pjeden drei iibrigen, g B. b und b’, c” in die redte Spalte 
gu verſetzen, fo daß dev gweite Theil der Erklärung 5. lautet: 
ober auch: ober aud): 
Zwei Punltreibens,ABCD: Zwei Strahlbüſchel Sabede 
soe UND 8',A’B'CD'E von | .... und Sia'b'e'd’e” .... vom 
ber Bef haffengeit, vaß jede ber veſchaffenheit, daß jede 
zwei Puntte, 3.B. Aunda’, | swei Strablen, 3. B. a und 
mit jeden drei itbrigen, 3B. | a’, mit jeden bret ibrigen, 
Bund BY, C amb C, D und] 3. Bb und b’, c unde’, d 
D', gleichhe Doppelverhilt- | und d’ gleihe Sinus-Dop— 
nijfe bilben, fo daß alfo pelverbaltnif{fe bilden, fo 
dag alfo 
sin ac nae’ sin a’d’ 
if, heißen conform, Gig. 23%). | sin be” 2 sin b’d” 
ift, bei fen conform. Gig. 23%). 
Ac ac 
F BC 
w Boy > fists <= 
„ 58 4, 15, bon oben fied: unbegrvengt fiat: begrenzt. 
y 120. , 23. von oben fies: p, flatts 7’, 
» 181. , 10, von oben ies: Yo? —h’2, flatt: Ve? WA, 
ISL. ,, 14 vot oben Ties: Ye?— DF flatts Yo" — 12, 
„240. » 4, der Labelle T, lies: (By—A,) ſtatt: (B,— Ay). 
ny 240. , 5. der Tabelle T, fied: (Ay—B,) ſtatt: (A, —B,). 
» 828, 4, 22, von oben lies: Involutionsaxre fiat: Gnvolutiosaré 
» 948, , 8. vom unten lies: p, flat: S,. 
» 414, , 27, von oben lies: umd fie die flatts und die 
» 448. », 21, von oben Ties: P flatts PY. 


Einleitung. 


Den Gegenſtand der Geometrie der Lage oder, wie ſie auch 
genannt wird, der neueren Geometrie bildet die Auffindung dev 
Geſetze der Projection und die Ableitung der Eigenſchaften der die 
Projection bildenden Figur aus denen der projicirten und umgekehrt. 
Es fet 3. B. ein ebenes Fünfeck abcde Fig. 1a und eine Ebene MN 
gegeben, fo wird dem in S befindlichen Auge des Beobachters durch 
das zwiſchen S und ber MN gelegene Fünfeck abcde das Füufeck 
ABCDE in dev Ebene MN verdedt; oder auch: es befinde fic) in S 
ein Leuchtender Punkt, abcde fei cin undurehfichtiger fünfeckiger Körper 
pon geringer Dice, fo wird er auf die Ebene MN einen Schatten 
von dev Geftalt ABCDE werfen. Die Figur ABCDE nennt man 
vie Projection der abcde, die Ebene MN die Projections. 
ebene, den Punkt S den Augen- oder Gefidtspuntt, vie Gera- 
ben Sad, SbB u. f. w. die Brojectionsftrahlen. Die Wiſſenſchaft, 
welche von einer Figur oder einem Körper abcde die Projection 
ABCDE finden (ehrt, heift Berfpective, das Bild ABCDE einer 
Figur oder eines Morpers entwerfen, heißt ihn profictren. Es kann 
letzteres auf verſchiedene Weife gefdhehen. Wan fann nämlich den 
Augenpunft S 1) in endlicher Entfernung von der Projectionsebene 
MN annehmen, Gig. 1.a, damn heift die Projection ABCDE bie 
perfpectivifde Projection von abcde; man fann den Augen— 
punft S 2) in unendlicher Entfernung von der Projectionsebene MN 
annehmen, fo dag alle Projectionsjtrahlen Sad, SbB...., weil S in 
unendlicher Ferne fic) befindet, parallel find und gwar können fie 
a) ſchief auf die Brojectionsebene fallen Fig. 1.b, dann heist die Pro— 
jection ABCDE die plagiographiſche Projection, und vie Wiffen- 
ſchaft, devartige Bilder gu entwerjen: Militär- oder Cavatlier- 
perfpective; (apt man b) die Projectionsftrahlen fenfrecht anf die 
Projectionsebene treffen, Fig. L.c, fo heißt ABCDE die orthogra- 
phiſche Projection von abcde; wählt man insbefondere fiir die 
beliebige Projectionsebene MN a) eine horizontale Ebene, fo führt die 
Projection ABCDE den Namen: Grundrif, thuographifdher 
Rig, Anficht aus der Bogelperfpective; wählt man als Pro- 
jectionsebene 8) eine verticale Ebene, fo wird die Projection ABCDE 
Aufriß, orthographiſcher Riß, Profilanſicht genannt. 

Weidenborn, Projection. 1 
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Man ſieht aus dem Bisherigen, dak wir es, wenn wir unſere 
Aufgabe in ihrer gangen Ausdehnung löſen wollen, mit räumlichen 
Figuren gu thn haben, mit Bündeln von Strahlen SA, SB, SC...., 
die in einem in endlicher oder unendlicer Entfernung liegenden Punkte 
S gufammentaufen, mit Ebenen MN, die dieſe Strahlbiindel ſchneiden 
u. ſ. w. Es ift jedoch naturgemdg, daß man von dem einfachften 
Falle ausgeht und, zu verwidelteren Berhaltniffen fortſchreitend, die- 
felben zu beherrſchen ſucht. Wir wollen uns daher im Folgenden 
zunächſt mit rer Projection in der Ebene befchaftigen, deren Ge- 
febe, wie fic) zeigen wird, ein wohl abgeſchloſſenes Ganze bilden. 


Rap. 1. 
Gebilde erſter Stufe. 
gi. 
Punttreibe und Strahlbüſchel. 

Offenbar haben wir, um die Gefege der Projection zu erforſchen, 
zweierlei Gegenftinde einer Betrachtung gu unterwerfen, nämlich: 

Die Figuren, welche projicirt wer- | Die Projectionsftrahlen, welche pro- 
ben. | itetven, 

Zunãchſt befehiftigen wir uns mit der Betvachtung der zu proji- 
cirenden Figuren und fangen vom Ginfachften an. Die einfachften 
Figuren find aber Punfte. Gs feien alfo gwei Puntte A und A’ Fig. 2. 
auf einander ju projiciren. Zu dem Zwecke verbinde man fie durch 
eine Gerade, fehe dieſe als Projectionsftrahl an und nehme auf ihr 
einen beliebigen Punkt S an, fo ift diefer offenbar der Gefichtspuntt; 
und gwar Fann man fowohl A’ als Projection von A anfehen, indem 
man S fo annimmt, vag A zwiſchen A’ und Seliegt, als auc) A als 
Projection von A’, indem man S fo annimmt, dag A’ zwiſchen A 
und § liegt. G8 find aber mit diefen zwei Annahmen die Möglich— 
feiten fiir die Lage des Punktes S mod) nicht erſchöpft, denn augen- 
ſcheinlich kann devfelbe auch zwiſchen A und A’ gewählt werden. 
Dann ift allerdings nicht mehr einer der beiven Punkle die Projection 
des anderen, wenigftens nicht in dem in der Ginleitung erwähnten 
GSinne, denn Feiner von ihnen wird dem in S zwiſchen A umd A’ be- 
findlichen Auge durch den anderen verdeckt, wie e8 gefdieht, wenn S 
fich außerhalb ver endlichen Strede AA’ befindet. Der Grund näm— 
lich, warum im letzteren Salle der eine durch den andern verdectt wird, 
liegt in der phyſikaliſchen Befchaffenheit und Natur ves Lichts, nad) 
welcher ein von einem leuchtenden Punkte ausgehender Strahl fic) 
geradlinig forthewegt, zugleich aber aud) die Eigenſchaft hat, durch 
materielle Körper, anf die er anf feinem Wege trifft, auf mannigfache 
Weife movificirt, namentlich an Fortſetzung feines geradlinigen Weges 
verhindert ju werden. An Legteren Umſtand denkt man meift im ge- 
wipulichen Leber, wenn man vor ,, Projection” ſpricht. Gehen wir 
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aber hier von der phyſikaliſchen Eigenſchaft des Lichtes ab, von mate- 
riellen Körpern an Verfolgung des geradlinigen Weges verhindert gu 
werden, denken wir uns auch die vorfommenden Figuren, Puntte, 
Gerade u. f. w. nicht als materiell, fondern als mathematifeh, mit 
einem Worte, faffen wir ren GBorgang ver Projection nicht mehr 
phyſikaliſch, fondern rein mathematifd, alfo allgemeiner und 
nennen im Folgenden zwei Puntte: fiir einen Gefichtspuntt S in Pro- 
jection ftehend, wenn beide auf einer umd derjelben durch S gehenden 
geraden Linie Liegen, fo Hindert nichts, aud) wenn S zwiſchen A und 
A’ fiegt, zu fagen, A fei die Projection von A’ oper A’ die von A. 
Zugleich bemertt man, dak nach diefer Erklärung, auch wenn 8 nicht 
zwiſchen A umd A’ fic) befindet, dev Unterſchied zwiſchen ,, projicir- 
tem” und ,,die Projection bildenden” Punkte ganz wegfallt, weil wir 
von dem phyſikaliſchen Umftand, dag ver eine feinen Schatten auf 
det anderen werfe, ober ifn verdede, ganz abſehen. Ganz daffelbe 
findet auc) Anwendung, wenn nicht mehr von Puukteu, fondern von 
ganzen Figuren, wie 3. B. von den Fiinfecten ABCDE und abcde, 
die Rede ift; es fant daher eine jede als projicivte Figur, aber auch 
als die Projection der anderen angefehen werden. 

Gehen wir jest jum Projiciren von geraden Linien, die ſich in 
einer und derſelben Ebene befinden, iiber, fo erhellt fofort, daß hier 
eine genauere Beftimmung, was darunter gu verftehen fei, ndthig ift. 
Dev Begriff des Projicirens bleibt nämlich völlig unbeftimmt und vage, 
fo Lange nicht vie Punkte beftimmt find, welche auf beiden Geraden 
fich in Projection befinren follen. Denn wire ohne dieſe Beftimmung 
die Uufgabe geftellt, die Geraden s und s Fig. 3 anf einanver ju 
projiciven, fo brauchte man nur in derfelben Ebene beliebige Gerade zu 
giehen, die fich in cinem und demfelben Bunfte S, fehnitten und die 
s und s’ begiiglic) in A,, B,, C,, D,; AY, BY, CL, D’, triifen, 
dann wäre A’, die Projection von A,, Ci die von C, uf. w. 
Nichts aber Hinderte, andere Gerade zu ziehen, die fich in einem an— 
Punkte S, fehnitten, fo dak A’ die Projection von A,, Bi, die von 
B, u.f.w. ware. Zöge man nun, A,, fo erhielte man im Allgemeinen 
einen von A, verfehicdenen Punkt AY dex s’ als Projection von A, und 
ebenſo, Punkte, die nicht mit BY, C), sufammenfielen, als Projectionen 
von B,, C,,D,, uf. w. Da man mun Gerare giehen fann, die fic) in 
jedem beliebigen Punkte S der durch die Geraden s und s bejtimmten 
Ebene ſchneiden, fo fieht man, dak die Forderung, in der Form, wie 
fie geftellt war, eine Gerade auf eine andere ju projiciven, etwas villig 
Unbeftimmtes enthalt und daß die Bahl ihrer Auflöſungen unendlich iſt. 
Es ift daher nothwendig, die Aufgabe präciſer und ſchärfer gu ſtellen. 
Dies geſchieht offenbar dadurch, daß noch verlangt wird, ein oder 
mehrere Punkte der einen Geraden, 3. B. die Puntte AL, Ci, Bi, 
Di, der s’ follen die Projectionen der auf s gegebenen Punbkte, bezüg— 
lich A,, C,, B,, D, fein. In diefem Falle würde offenbar die An— 
nahme des Geſichtspunkts in S, unrichtig fein. Zugleich bemerkt man 
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hiebei, daß bei einer ſolchen Forderung die Gerade in einer Bedeu— 
tung auſtritt, die fie in ber gewöhnlichen Geometrie nicht hat. Bekauntlich 
nämlich dient die Gerade einmal dazu, um eine Richtung zu begeich- 
nen, fodann aber auch um die kürzeſte Entfernung zwiſchen zwei Punk— 
tent anjgugeber. Bei dev Projection alfo wird fie in einer aus beiden 
zuſammengeſetzten Bedentung aufgefagt, einmal als eine gewiffe Richtung 
s, 8’ verfolgend, zweitens als die Abſtände einer Anzahl von Puntten, 
die in der Richtung der Geraden auf einander folgen, von einander 
angebend oper al Trager einer Anzahl von Putten, die in einer ge- 
gebenen Richtung in gegebenen Abſtänden auf einander folgen. 

Offenbar entfteht aber mit dieſer Auffaſſung ver Geraden, wie 
fie der Vorgang des Projicivens verlangt, noch ein andeves, Hier zum 
exften Male in der Geometrie evfcheinendes Gebilde, nämlich eine 
Menge von Projectionsftrahlen a, c, b, d, .., die fic) alle in einem 
und demfelben Punkt S Fig. 4 ſchneiden. Bekanntlich Hat in der ge- 
wöhnlichen Geometrie auc) der Punkt, wie die Gerade, eine doppelte 
Bedeutung, einmal einen Ort im Raume zu begeichnen, zweitens den 
Scheitel eines Winkels gu bilden, und fomit den Richtungsunterfehied 
ber in ihm fich fcpneidenden Geraden anzugeben. Bei ver Projection 
nun fommt der Punkt in einer aus beiden zuſammengeſetzten Bedeu- 
tung vor, indent ev einmal als Bezeichnung des Ortes dient, an wel- 
hem das Auge des Beobachters fic) befinden foll, fodann aber and 
indem er den Scheitel der von den Projectionsftrahlen a, c, b, d, .. 
gebildeten Winkel bildet, oder einen Ort im Raum bezeichnet, von wel- 
hem eine Anzahl Projectionsftrahlen ausgeht. Dieſe aus vem Begriff 
der Projection hervorgehende Auffaſſung wird folgerichtig auch durch 
einen befonderen Namen Hhervorgehoben. 

1. Erklärung. Eine Gera-| 1. Erklärung. Cin Punkt 
bes, infofern fie Tragerin S , infofern er Trager von 
von Punkten ijt, welche pro- | Strahlen ift, durch welde 
jicivt werden follen, oder | cine Gerabe auf eine andere 
die Projectionen anbderer | projicirt wird, foll im Fol- 
bilden, foll im Folgenden: | genden: „Strahlbüſchel“ ge- 
„Punktreihe“ genannt wer- | nannt werden, 
den. 





Punktreihe und Strahlbüſchel follen unter dem gee 
meinfamen Namen: ,,Gebilde erfter Stufe“ oder ,,Grundge- 
bilde” gufammengefagt werden. 

2. Erklärung. Cine Gee] 2 Erklärung. Cin Punt, 
rade, infofern fie dagu dient, | infofern ev dagu dient, einen 
cine Richtung angugeben,| Ort im Raume angugeber, 
foll im Folgenden durch ei- foll tm Folgenden durch ei— 
nen kleinen Buchftaben a, b, | new grogzen Buchſtaben A, B, 
CG .... 8, ꝛc. bezeichnet wer- C, .S, ꝛc. bezeichnet wer— 
den. Fig. 4. den. “Sig. 4. 





5. 1. Punktreihe 
Iſt die Richtung einer Ge— 
raden durch zwei Punkte A, 
C, angegeben, und iſt es un— 
thunlich, ſie mit einem ein— 
zigen kleinen Buchſtaben zu 
bezeichnen, ſo ſoll ſie im 
Folgenden durch (A~C) be— 
zeichnet werden; es bezeich— 
net dann alſo (A~C) die 
RNidtung s rc. Fig. 4. 

Die CEntfernung zweier 
Punkte A, C, foll im Fol- 
genden durch AC bezeichnet 
werden. Gig. 4. 

Gine Gerade, infofern fie 
alg Punktreihe, aljo als 
Trägerin der Punkte A, C, 
B, D...., die in ber Riche 
tung s auf einanbder folgen, 
erſcheint, follim Folgenden 
durch sACBD.... bezeichnet 
werden. Fig. 4. 


und Strahlbüſchel. 5 

Iſt der Ort eines Punktes 
durch den Durchſchnitt zweier 
Geradena,cangegeben, und 
ift es unthunlih, ihn mit 
einem eingigen grofen Buch— 
ftaben gu bezeichnen, fo foll 
er im Solgenden durch (arc) 
bezeichnet werden; e8 be— 
zeichnet dann alfo (ab) den 
Punkt 8 rx. Fig. 4. 

Der Wintel zwiſchen zwei 
Geraden a,c, foll im Fol- 
genden durd ac begeichnet 
werden. Gig. 4. 

Cin Punt, infofern er 
als Strahlbüſchel, alfo als 
Trager der Strahlen a, ec, 
b, d,.... die in dem Punkte 
8 zuſammenſtoßen, erſcheint, 
ſoll im Folgenden durch 
Sachd .... bezeichnet werden. 
Big. 4. 





Nach diefen Erflarungen wenden wir ung nun auch zu der im 
Gingange dieſes Paragraphen rechts jtehenden Aufgabe, die Projections- 
ſtrahlen gu unterfuchen. Offenbar ijt anc) diefe Forderung eine ſehr 
unbeftimmte; denn felbftverftindlicy kann es nicht unfere Aufgabe fein, 
bei zwei in Projection ftehenden Geraden oder (nach Erklärung 1) 
Punktreihen s,ACBD.... and s,A'CBD’.... Fig. 4. aus gege- 
benen Beſtimmungsſtücken die Linge der Strecen AS, A'S, CS, C'S 2c, 
ober die Winfel ac, ch 2c. gu berechnen; diefes würde eine rein trigo- 
nometriſche Aufgabe fein. Es fragt fich alfo, auf welche Weife fonft 
die Projectionsftrahlen einer mathematiſchen Betrachtung unterworfer 
werden können. Darauf führt ſogleich die einfache Bemerfung, daß 
augenſcheinlich dieſelbe Punktreihe s,ACBD auf beliebig viele andere, 
z. B. auf 5,4CBD', oder auf s”,A”’C’B’D” u. ſ. w. projicirt 
werden kann Fig. 5., und zugleich auch, daß es beliebig viele Geſichts— 
punkte und alfo auc) beliebig viele Strahlbüſchel giebt, z. B. S,achd, 
S/aeb'd' u. ſ. w. Dieſe Strahlbüſchel haben die Eigenthümlichkeit, 
daß die Durchſchnittspunkte von je zweien, wie a und a’, ¢ und c, 
b und b’ u, f. w. auf einer und derfelben Geraden s liegen. Diefe 
Eigenſchaft machen wir zum Anhaltspunkt fiir unfere Unterfudung. 
Zunächſt evinnern wir uns, dag zwei Punttreihen dann als in Pro- 
jection ftehend angefehen werden, wenn die verfdiedenen Strecten 
AC und AC, CB und CB’, u. ſ. w. unter demfelben Wintel, 
bezüglich ac, ch u. f. w. gefehen werden; jest alfo betrachten wir dent 
umgekehrten Fall, wo diefelben Strecen AC, CB u. f. w. unter 
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verſchiedenen Winkeln, bezüglich ac und ae’, ch und cb’ u. ſ. w. 
geſehen werden. Wegen der Analogie, die ſich demnach zwiſchen 
Vunktreihe und Strahlbüſchel zeigt, wenden wir gleiche Ausdrücke für 
beide Fälle an und ſetzen mit Ruͤckſicht auf das Vorige feſt: 

3. Erklärung. Zwei Punkt-| 3. Erklärung. Zwei Strahl— 
reihen s,ACBD........ und büſchel S,achd........ und 
BV. heißen: „in Saebd’.... heißen: „in Pro— 
Projection ſtehend“, oper | jection ftehend”, oder „auf 
„auf einander projicirt”,| einander projicirt”, wenn 
wenn die BVerbindungsgera-| die Durdfecnittspuntte (wa), 
den (A~A), (C—C), (B-B) | (ce), (bb) u. f. w. anf einer 
u. ſ. w. fic) in einem umd dems | und perfelben Geraden s lies 
felben Punkte S fcneiden. gen. Fig. 5. 

Big. 5. | 

Die links bezeichnete Ausrruck weife ijt, wie im Fritheren bereits 
erwähnt wurde, Langit im Gebrauch, da vie Bediirfuiffe ves prafti- 
ſchen Lebens gu diefer Auffaffung sfter nöthigen, fie ift deswegen auch 
gum Ansgangspuntte unſerer Unterſuchung gemacht worden; auf die 
recht bezeichnete Ausdrucksweiſe fiihrt, wie im Vorigen entwicelt 
wurde, die wiffenfchaftliche Unterfuchung der Projectionsverhaltniffe. 

Gehen wir jest anf diefelbe genauer ein, fo entfteht zumächſt die 
Drage: 

Wie viel Punkte zweier Punft- | Wie viel Strahlen zweier Strahl- 
reihen dürfen oder miiffen gegeben | büſchel dürfen oder müſſen gege- 
fein, damit die eine als Projection | ben fein, damit dev eine als Pro— 
dex anderen angefehen werden kann; jection des anderen angefehen wer- 
mid, wenn fic) zeigen follte, bag | den kann; und, wenn ſich zeigen 
pies nicht bei jeder beliebigen Anz | follte, dak dies nicht bei jeder be- 
zahl willkürlich gewählter Punkte Liebigen Wngahl willkürlich ge— 
möglich iſt, unter weichen Bedin- wählter Strahlen möglich ijt, un— 
gungen kann eine Punktreihe als ter welchen Bedingungen kann ein 
Projection einer anderen angeſehen Strahlbüſchel als Projection eines 
werden? anderen angeſehen werden? 

Wir ſuchen die Antwort auf dieſe Frage zu erhalten, indem wir 
eine Reihe durch dieſe Frage geftellter Aufgaben, vom Einfachſten gum 
Zuſammengeſetzteren fortſchreitend, zu löſen ſuchen. Der einfachſte, 
bei Punktreihen vorkommende Fall ift ver, daß fie je zwei Punkte ent- 
halten, bet Strahlbüſcheln, daß fie je zwei Strahlen enthalten. Wir 
kommen alfo auf die 

4. Aufgabe. Gegeben zwei,! 4. Aufgabe. Gegeben zwei, 
aus je zwei Punkten befte- aus je zwei Strahlen befte- 
hende Punttreihen sABund) hende Strahlbüſchel Sab 
AB'; diefelben follen der | und S'a’b’> diefelben follen 
Art auf einander projicirt | der Art aufeinander proji- 
werden, da A’ die Projece cirvt werden, daß a’ die Pro- 
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tion bon A, B’ die Brojec-| jection von a, b’ die Pro— 
tion von B ift. Gig. 6. jection von b ift. Sig. 7. 


Auflhöſuug. Wir wenden uns gundehft zur Aufgabe lints. Die 
einfachjte Art, fie zu (fen, wiirde unftreitig die fein, daß man beive 
Punktreihen fo legte, dag A’ mit A, oder B’ mit B zuſammenfiele, 
dann könnte man offenbar jeden beliebigen Bunft der Geraden (B—B’) 
oper (A~A’) als Gefichtspunft anjehn. Wir können aber auch anders 
verfahren, nimlich fo: Man verbinde A und A’, B und B’ durch 
die Geraden (A- A’), (B~B’), over a,b, Fig. 6., die fic) in einem 
Punkte S ſchneiden, fo kann man S als Gefichtspuntt, und ab als 
Projectionsftrahlen anfehn. Zugleich fieht man, dak man auch, wenn 
man a und b fiber S hinaus verlängert und SA” =SA’, SB’= SB’ 
macht und (A”— BY"), oder s” zieht, die Stree A”B” = A’B’ wird; 
es Faun alſo die Punktreihe sA’B’ auch in die Lage s”,A”B” gee 
bracht werden, und bleibt dennod in Projection mit s,AB. Zugleich 
fieht man, dak man and) den beiden Punttreijen s,AB und s,A’B’ 
eine andere Lage gegen einander hatte geben können, fo daf fic) dann 
die Projectionsftrahlen a’b’ in einem Punkt S’ gefchnitten Hatten, und 
dag der Winkel A’S’B’ over a’b’ ein anderer geworden wire als 
ASB ober ab, und dag anc) hier sA’B’ nach s”,A”B” hatte gelegt 
werden können. — Auch die Aufgabe rechts wiirde am einfachften ge- 
Loft, indent man die Strahlbüſchel Sab und S’a’b’ fo auf einander 
legte, daß a mit a, oder b’ mit b gufammenfiele; dann könnte man 
offenbar jede dure) Cb b’) oder (a+ a’) gehende Gerade als dicjenige 
anfehn, auf dev fich die Durchſchnitte von a und a’, b und b’, befin- 
den. Man fann aber aud) Fig. 7. die Ourehfehnittspuntte von a und 
a, b und Db’, alfo die Punkte (a-a’) und (b-b’) oder A und B 
fucyen und (A-B) ober s ziehn, fo ſtehn Sab und S’a’b’ für dieſe 
Gerade in Projection. Offenbar hatte man auch von S’ anf s ein 
Roth fallen, diejes anf der anderen Seite von s fortfegen, die jenfei- 
tige Strecke gleich der diedfeitigen machen, und von dem fo erhaltenen 
Puntte S” die Geraden (S’— A), (S’—B) over a”jb” ziehn können, 
fo wire Wintel a’b” = ab’, und alfo Strahlbüſchel S’a”b” gleich 
S‘a'b’ geworden; es hatte ſich alfo Sia’b’ auch in die Lage S”a’b” 
bringen Laffer und würde auch dann mit Sab in Projection ſtehn. 
Ferner fieht man, dak man den Strahlbüſchel Sa'b’ in eine andere 
Lage, als die urfpriinglich gegebene hätie bringen können, wodurch man 
eine andere Gerade s° erhalten hatte, fiir welche Sab und Siab’ in 
Projection jteyn, und daß man auch hier Siab’ nach S’a’b” hätte 
legen können, es ftinde dann S’a’b’ mit Sab fiir die von AB ver- 
fchiedene Stree A’B’ in Projection, Man erhalt alfo den 

5. Lehrſatz. Zwei, je zwei 5. Lehrſatz. Zwei, je 
Punkte enthaltende Punkt- zwei Strahlen enthaltende 
reihen 5AB und s,AB' laſ- Strahlbüſchel Sab und Sab 
fen ſich jeder zeit fo auf ein- laſſen fic) jederzeit fo auf 
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ander projiciven, dag A’ die 
Projection von A, B’ die 
Projection von B wird; und 
gwar fann dies fo gefde- 
hen, daß die Verbindungs- 
gerabden ab; a,b’ jeden be- 
Tiebigen Wintel mit einan- 
der bilden. Für jeden fol- 
cen Winkel aber giebt es 
eine poppelte Lage der 
Punktreihen, es fann name 
lid) fein Scheitel S entwe- 
der innerhalb des von den 
Geraden s und s’; s und s’ 
eingefdloffenen fpigen Win— 
fel, oder innerhalb deffen 
Nebenwinkel liegen. Fig. 6. 


Punttreihe und Strahlbüſchel. 


einander projiciven, daß a’ 
die Projection von a, b’ die 
Projection von b wird; und 
swar kann died fo gefdehen, 
daß die Durchſchnittspunkte 
A,B, A,B' jede beliebige 
Entfernung von einander 
haben. Für jede ſolche Ge— 
rade aber giebt es eine dop— 
pelte Lage der Strahlbü— 
ſchel; es kann nämlich der 
Durchſchnittspunkt der Ge— 


raden, s mit der Geraden 
(S-8"), .(828) entweder 
innerhalb der endlichen 


GStrede SS”, oder auf der 
BVerlangerung von SS’ Lies 





gen. dig. 7. 
Wir gehen nun itber zur nächſten 

6. Aufgabe. Gegeben gwei,| 6. Aufgabe. Gegeben zwei, 
je bret Punkte enthaltende | je drei Strahlen enthalten- 
Punftrethen sACB und de Strahlbifmel Sach und 
s,A'C'B’; diefelben follen fo | Sla'c’b’; diefelben follen fo 
auf einander projicirt wer- | anf einander projicirt wer- 
ben, daß A’ die Projection | den, daß a die Projection 
von A, C’ die Projection | vona, c die Projection von 
von C, B’ die Projection! c, b’ die Projection von b 
von B ift. Sig. 8. Lift. Sig. 9. 

Auflsfung, und gwar zunächſt der Wufgabe Links. Die ein- 
fachfte ware wieder die, dag man beide Punftreifen unter einem be- 
liebigen Winkel fo anf einander legte, dag ein Paar Punfte, von de- 
nen einer die Projection bes andern werden foll, 3. B. A und A’ 
in ihrem Durchſchnittspunkte zuſammenfielen Fig. 8.a., und dann 
(C-C%), (B—B) over ob zöge, die ſich in S ſchnitten. Gine allge— 
meineve Auflöſung ijt folgende: Man ziehe durch A,C,B Big. 8.b. die 
Geraden a,c,b, die fic) in einem und demfelben, iibrigens beliebigen 
Punkte S ſchneiden, und ziehe durch irgend einen Puntt U einer die- 
fer Gerabden, 3. B. der b eine Parallele gu einer der anderen, 3. B. 
gua, weldje die dritte Gerade c in T trifft; dann beftimme man 
auf dev b einen Punkt V fo, daß ſich verhält SU: VU = A'C': BIC’ 
und verbinde V mit T durch eine Gerade, welche die a in W trifft, fo 
verhalt fic) wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke VUT und VSW 
WT: VI =S8U: VU, alfo WT: VT=AC:BC. Num mache 
man von T aus die Stree TR = CB’ und ziehe durch R eine Par- 
allele zu B’, weldhe die b in c trifft, und ziehe turd) B’ eine Pavallele 
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gu (V-W), fo mug, wegen dev Aehnlichkeit per Dretede VST 
md BSC’, WST und WSC’ fich verhalten WO:WT =—SC:ST 
md BC:VI=SC:ST; alfo W:WT = Be: VT over 
we: BC = WT: VT over We’: A’ . Da nun 
BC =TR= BC’ ift, fo mug auch Al AC’ fein. G8 ijt alfo 
Punktreihe f/, WCB" gleich) der gweiten gegebenen Puuktreihe sA’C'B', 
ober, letztere liegt, wenn man fie in die Lage ſ,A'CB'bringt, fo, 
dag die Aufgabe erfiillt ijt. Man fieht, dak fie ancy jenfeits S nach 
f”,U"C"B" gelegt werden könnte, wenn SA” — SY’, SB" = SW’ ge 
macht iſt. Wie man aber auch die Geraden a,c,b gewählt haben mag, 
ftets ift die Auflöſung miglich. — Auch die Aufgabe rechts könnte 
ant leichteften geldft werden, indem man die Strabhlbiifdel Sach und 
S'a’c’b’ mit einem Baar Strahlen, deven einer die Projection des ans 
deren werben foll, auf einander legt, 3. B. mit a und a’ Big. 9a. 
dann würden fie fiir bie Berbindungsgerade der Durehfchnittspuntte 
(c-c’), (bb) in Projection ftehn. Allgemeiner ijt folgende Loͤſun— 
Man ziehe eine Gerade s, Fig. 9.b., welche die Strahlen des Strahl 
ſchels Sach in den beliebigen Puntten A, C, B ſchneidet. Dann 
conftruire man über AC einen Streisbogen, dev den Wintel a’c’, und 
über BC einen Mreisbogen, der den Winkel b’e’ fat. Bom Durch— 
ſchnittspunkte SG’ der beiden Kreisbogen giehe man die Geraden 
(S’—A), (S'—C), (GB) ober a’, c, WY, fo ift Winkel a’ —a'e’, 
Winkel Bo —=h’c’. E8 läßt fich alfo Strahlbüſchel Sia’c’b’ in die 
Lage S'o'c'b’ bringen, in ver er mit Sach in Projection iſt. Zu— 
gleich fieht man, daß er auch in die Lage S",a"c"b” gebracht werden 
faun, wenn diefelbe Conftruction auf der anderen Seite von s gee 
macht ift. Auch diefe Conftruction ift jederzeit möglich. Man erhält 
alfo ben 

7. Lehrfak Bede zwei, 
je drei Punkte enthalten- 
de Punftreifen s,ACB und 
s,A'CB’, Caffen ſich fo auf | 
einanber projiciven, daß A’| ecinander projiciren, daß a’ 
die Projection von A, C' die | bie Projection von a, c’ dte 
von C, B’ die von B wird; | von ec, b’ die von b wird; und 
und gwar fann dies für jes | gwar Fann dies für jebde be- 
den beliebigen Winkel ac, be | liebige Entfernung AC, BC 
geſchehen; für jeden fo an- gefdehen; fiir jede fo anges 
genommenen Punkt S aber| nommene Gerade s aber 
giebt e8 zwei agen fir | giebt e8 zwei fagen fiir 
sA'CB’. Big. 8. 1 Sia’e'b’. Fig. 9. 

Es wire nun der Fall zu unterfuchen, wo verlangt wird, zwei 
Gerade s und s’ der Art auf einander zu projiciven, daß von vier 
auf einer jeden von ihnen gegebenen Punkten jeder die Projection 
eines vorgefchriebenen Punktes der anderen Punktreihe fei. Man über— 


















7. Lehrſatz. Jede zwei, 
je drei Strahlen enthalten— 
de Strahlbüſchel Sach und 
Saleh’, laſſen fice fo auf 
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zeugt ſich jedoch leicht, daß dies im Allgemeinen zu viel verlangt iſt. 
Denn waren z. B. die Geraden s und s’ Fig. 3. gegeben und auf 
ihnen bezüglich die Buntte A,, B,, C,, E,; A‘, Bi, Ci, Ei, fo 
ift Hor, dag, ba E, rechts von C,, E’ aber tints von C, liegt, es 
abfolut unmiglich ift, fie in der verlangten Weife auf einander gu 
projiciven. Zugleich aber bemerft man, dag, wenn unter Beibehaltung 
der erſten drei Puntte, verlangt worden wire, nicht E, und KE’, fon- 
cern D, und D’, follten in Projection ftehn, die Aufgabe zu löſen 
möglich wire. Es miiffen alfo, wenn die Wufgabe geftellt ift, zwei 
Punktreihen fo auf einander zu projiciven, daß von vier gegebenen 
Punkten ver einen Punktreihe jeder die Projection eines beftimmten 
Punttes der anderen werden foll, gewiffe Bedingungen erfiillt fein, 
unter denen die Löſung der Anfgabe möglich ift. Ebenſo überzeugt 
man fich, dag dies auch bei Strahlbüſchein fic) fo verhalten miiffe. 
Diefe Bedingungen haben wir demnach zu fuchen. Zu dem Ende 
ftellen wir uns die Anfgabe 

Das Verhiltnif ver Abſchnitte | Das Verhaltnig der Winkel an 
auf der die Projection bildenden dem die Projection bildenden 
Punktreihe zu denen ber projicive | Strahlbiifchel gu denen ded pro- 
ten Punktreihe zu finden. jicivten Strahlbüſchels zu finden. 


um auf diefe Weife Aufſchluß über unfere Frage gu erhalten. Wie— 
derum fangen wir vom einfachfter Galle an, wenn von zwei Punkt⸗ 
reihen jede nur zwei Punkte, von zwei Strahlbüſcheln jeder nur zwei 
Strahlen enthält. 
Gs ſeien alſo zwei Punkte A, B einer Punttreife s AB Fig. 2. 
von 8 aus anf zwei Bunfte A’, B’ einer anderen Punttreihe s’,A’B’ 
projici Mean fucht das Verhiltnif der Projection A’B’ ju der 
projicivten Strede AB. Nennt man den Durchſchnittspunkt von s 
und s’ S, und zieht (B—A) || (A'S) ober (A~B) || (A'S), fo 
ift A ABY ~ A AGA’ ober A BAB ~ A BSB’ und daher 
AB__ AG, BA__ BS, 
a ~ Ave’? SA~ BS? 
Zugleich ift oud A SUB ~ A SAB’ mb A SBA ~ A SBA’; 
w 














B SB, BA __ SA, 
alſo: xy se wy sx) 
. SB arp SA — 
folglich aB = SAB, BA= SBA 





Setzen wir diefen Werth in vie erſte Gleichung ein, fo nimmt fie die 


Geftalt an: 
AB __ AS BA __ ~=&BS, 

Bo «XS 
ay 4B 





woraus folgt: 
AB SB. GA, AB __ SA_ GB, 
XW ~ SB ° Gx’? WB ~ SX’ SB? 
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Etwas Aehnliches findet auch bei Strahlbüſcheln ſtatt. Verbin— 
det man nämlich S und 8’ Fig. 7. durch eine Gerade f, fo verhält 
fich nach bekannten trigonometriſchen Regeln 














sinab AB, sinab BA, 
ainss as? 8 Sasa = GS! 
sin a’b’ AB, sina’b’ _ BA, 
und ane AS? gin ea” BS? 
(jo i sin ab · sin sb’ AS’, sin ab - sin sa’ BS, 
alſo iſt Sina’D’-sinsb AS? sinab’-sinsa BS’ 
Aber im A SAS’ ober SBS’ verhiilt fic 
AS’ __ sin fa, BS’ sin fb 








AS ~ sin fa’? BS ~ sin fb’? 

Bir haben alfo: 

sinab _ sinsb sinfa, sinab __ sinsa sin fb, 

sina’b’ — sin sb’ " sin fa’? sina’b’ — sins’ " sin [b'? 
Wir erhalten alfo den 

8 Lehrſatz. Sind zwei} 8 Lehrfak. Sind zwei 

Punktreihen von je zwei Strahlbüfchel von je zwei 
Puntten, sAB und s,A’B’| Strablen, Sab und S’a’b’ fiir 
für einen Bunft S in Pro- | eine Gerade sin Projection, 
jection, und heift der Durd- | und heißt vie Berbindungs- 
fGnittepuntt von s mits’ S,| gerade von S mit 8’ f, fo 
fo finbet bie Gleicung jtatt: | findet bie Gleidhung ftatt: 














AB SB GA sinab __ sinsb _ sin fa 

AB ~ sp" Sx’ | Sin wb’ sin sb’ * sin fa? 
und auch Fund aud 

AB __ SA 6B, | sinab __ sinsa _ sin fb 





XB ~ Sx SB? | Sina’b’ sin sa’ ” sin fb’ 
Big. 2. Gig. 7. 

Der Sak links ift unter ver Form AB · SB’. GA’ = AB’ 
-SB-GA, auf welche ſich die Gleichung bringen (apt, längſt befannt 
und heißt ber Satz ded Menelaos; gewoöhnlich drückt man ihn fo aus: 

Schneidet ivgend eine Gevave A'S die Seiten BS, BB, BS 
eines Dreiecks BB'S oder deren Berlingerungen bezüglich in den 
Punkten A, S, A’, fo ift das Produkt aus ſolchen drei auf dew 
Seiten entftandenen Ubjehnitten, die feinen gemeinfchaftlicjen End- 
punkt haben, AB-SB’- GA’ gleich dem Produfte A’B’-SB-GA 
bev anderen. 

Wenden wir uns jekt zu dem Fall, wo in beiven Punttreihen je 
pret Punkte, in beiven Strahlbüſcheln je drei Strahlen fic) befinden. 
Bu dem Bwede nehmen wir noch einen Punkt C innerhalb ober außer⸗ 
halb der Stree AB an Fig. 10.a. und fuchen den Werth des Dop- 


pelverhaltniffes 33— zu ermitteln. Zu dem Ende ziehen wir 
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(S-0) und durch B eine Parallele gu (A’-B’) welche der Strahl 
a in Wc in C ſchneidet, und dann durch A eine Parallele gu c, die 
die s in A trifft, fo haben wir zunächft wegen ber Mehulichfeit per 
Dreiede SAB und SA’B’ 

ue Ac’, 

BE ~ BC? 
und wegen dev Aehnlichkeit der Dreiee CBE und WBA 





mw we, 
BE ~ BC? 

Wegen dev Webnlichfeit ver Oreiede AWA und SCA ift aber ferner 
WA AX, 
CA ~ SA? 
uC SH, 

ober ke =a) 

alſo we =F. AC; 

folglich 

oder 

oder BON aa 

Da endlich) auch die Dreiede WSB und ASB’ ahulich find, fo ift 
Su SB 

ferner : gy = Sy 

alfo sa = SF .say; 

alfo ac Ac _ SA, 





BC ° BC’ ~~ SA’ 
Bevor wir zu den Strahlbüſcheln übergehn, haben wir uns erft 
Gewißheit gu verfchaffen, ob diefe Gleichung nicht unter gewiffen Be— 
dinguugen Ausnahmen erleidet. Es entfteht nämlich offenbar die 
Frage, ob fie auch dann noch richtig ift, wenn man s’ parallel zu c 
annimmt, fodann, wenn man s’ parallel gu b fein läßt. Es fet mm 
zunächſt s)c Sig. 10.b., fo hat man: 
AC __ WA, 
SA ~ WA? 





ober 
folglich 
zugleich ift: 


alſo 





$1, Punttreihe und Strahlbihchel. 13 


Setzt man den hieraus fic) ergebenden Werth von WC, nämlich 
we == .BC, 
SA imme fie bi 
we ein, ſo nimmt ſie die Form an 
AC SA, SA’ 
BC ~ SB’ SB” 
Nun liegt in _ Galle die Projection von C im Unendliden, es 
ft alfo A’C’ , BC =o, alfo = s * = und zwar gleid) 1; 
denn läßt man ben in endlicher Entfermmg befindlichen Punkt C’ 
Big. 10a. in Gedanfen immer roeiter fortrücken, fo wächſt ver Zähler 


und der Nenner des Bruchs ry — immer um gleichviel; Brüche aber, 


deren Zähler und Nenner immer um gleichviel zunehmen, nähern ſich 
bekanntlich immer mehr dem Werthe J. Man kann alſo ſagen: 


9. Lehrſatz. Der Werth eines Bruches — in wel— 


chem Zähler und Nenner die Entfernung eines unendlich 
entfernten Punktes der Geraden AB bezüglich von den 
in endlicher Ferne liegenden Punkten A und B be— 
zeichnet, iſt — 13 und alfo Aco=Boo 3u fegen. 
Wir können demnach vie ete Gleichung auch ſchreiben: 
_ Avo SA Sa’ 
5 ‘yo = sp’ Sp 
J J AC AC’ SA. SB 
es gilt alfo die Gleichung 75: Po = sx gy wh jegt nod. — 


Iſt ferner Big. 10.c. s! |] b, fo iſt ACC~ A BCS, alfo 








in die Gleichung 























AC __ AG, 
BC SB? 
Ag SA, 








and Ne = 5A) 
Wird der fic hieraus ergebende Werth AG = SA 


Gleichung eingefegt, fo erhält man 
AC 





‘C’ in die evfte 


Sa ac, 





BO iS 
Da nun der Durchſchnittspunlt B ber Geraben A mit ber SB dev 
Vorausſetzung nach im Unendlichen liegt; fo können wir offenbar fegen 
BC = SB’= wC’= Soo und alfo unfere Gleichung auch ſchreiben: 

AC SA AC Sw, 

BC ~ Sa’" SB OC? 

. AC A’C’__ SA SA’, 
ober Ri a@ 58 80) 
G8 bleibt alfo die Gleichung 

AC AC’ SA 
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auch dann nod) richtig, — Wir wenden uns mm zu Strahlbüſcheln, 
welde drei Strahlen enthalten. Es feien 3. B. Sach und S’a/c’b’ 
auf einander projicirt. Man hat dann nach dem aus der Trigono- 
metrie befannten Sinuslehrſatz offenbar, Sig. 11. 


sinac Ac, 





sin sc 
sin 
sin se 












sin ae 
alfo Gn bo = 
ebenſo ift 
sin ac. si 
alſo . 

8 sin sa! 
und ba Si nw? 
itt _sina’e’ _ sinsa_ sin sa’ 
‘ginb'e’ — sin sb sinsb? 








Vetvachten wir jest die gewonnenen Gleichungen 

AC AC’ SA SA’g, sinacsina’e’ _ sinsa | sinsb ay 

Be ve = Sp? Sig 10.) She Sob’ = sma? sina’ SUB T1- 
fo fehen wir fogleich, daß auf den rechten Seiten derſelben der Puntt 
C und der Strahl c gar nicht vorfommen. Es bleiben alfo die rech— 
ten Seiten, und daher auch die linken Seiten diefer Gleichungen u 
verändert, wo auch Punkt C und Strahl ¢ angenommen werden mögen; 
und in der That Laffer fich beide Gleichungen fiir jedes beliebige C 
und c ableiten, wie man fich leicht überzeugt. Man erhält alfo dew: 


10. Lehrſatz. Das aus den 10. Lehrfag. Das aus den 
Gtreden AC, BC einer drei Sinus ver Winkel ac, be 
Punkte enthaltenden Punkt- | eines drei Strahlen enthal- 
reihe S,ACB und ihren Bro- | tenden Strahlbifmels S,ach 
jectionen A’C’, BC’ auf cine | und den Sinus ihrer Pro- 
beliebige andere Punktreihe jectionen ac’, b’e’ auf einen 
8, A'CB’ gebildete Doppel- | beliebigen anderen Strahl— 
verhältniß a hat ftets ae eae inte see hy 


sin a 


penfelben Werth, wo anc | Pelwerhaltnip 











immer der Punkt C und feine | ftets denfelben Berth, wo 
Projection C’ Liegen mag;| auch immer der Strahl c 
fein Werth ift ndmlich gleich | und feine Projection ec’ lie— 
bem pes Doppelverhältniſ— gen mag; fein Werth 







Fig. 10. nämlich gleich dem des Dope 
pelverhaltniffes = 
Big. 11. 








sin sb 
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Da in dem Verhältniſſe der Punkt 8 und die Strecken 


SA, SA’, SB, SB’, in dem Verhältniſſe me = bie Gerave s 
wd die Winkel sa, sa’, sb, sb’ vorkommen, fo, ſieht man, daß der 
Werth der Verhältniſſe 23 und et am ws bezüglich von dev 
Entfernung der Punkte A, A’, B, B' von S, und den Winkeln zwi— 
{cen a, a’, b, b’ mit s abhängt. 

Nehmen wir ein viertes Punftpaar D und D’ Fig. 4., und ein 
viertes Strahlenpaar d und d’ Big. 5. an, fo ijt nach dem vorigen 
Lehrſatz: 

AC A’C’) SA. SA’, sinac, si 
BC ‘BC ™ SB * SB? sinbe’ si 
AD | A’D! SA | SA’, sinad | si 
BD‘ BD’ ~ SB * SB? sinbd * 

AC AC’ AD A'D', ain ac | sin a’e’ sinad | sin a’d’ , 
ajo 30° BG = BD WD? sabe tsinvle’ — sinba ‘sina? 











umd 

















AC AD __A’C’ A’D’, sinac , sinad __ sin a’e’ sin a/d’ 
set Be BD SBC TBD? Sinte' sinbd “sine ‘sin ba? 
Da in diefen zwei Gleichungen die oben genannten Entfernungen und 
Winkel nicht mehr vorfommen, fo fieht man, daw auf diefelben gar 
nichts ankommt und man erhält alſo den 


11. Gehrfag. Wie man 11. Lehrſatz. Wie man auch 
anc) zwei Gerade s, durch gwet Strahlbifdel S,acbd 
einen und denfelben Strahl. | und Sia’c’b’d’ durch eine und 
büſchel Sachd ziehen mag, | diejelbe Punttreihe s.ACBD 
immer tft auf ihnen das ziehen mag, immer ift in 
Doppelverhaltnig ber von | ihuen das Doppelverhalt- 
pen Strabhlen a, c, b, d, auf | nif der Sinus der von dew 
ihnen beftimmten Abſchnitte, | Punkten A, C,B,D in ihnen 
alfo das Doppelvergatenif | beftimmten Winkel, alfo as 


AC AD A'D! sinac | sinad 
Spy Paffelbe. Doppelverhältniß = : anbd 


daſſelbe. 


















sina’b’ | sin a’a’ 
\ sinb’e’ * sin bd? 
| Sig. 5. 
Da e8 alfo auf die Lage der Geraden s, s’ und dev Puntte 
8, S gar nicht anfommt, fo liegt der Gedanfe nahe, um nähere Auf— 
ſchlüſſe über den Werth diefer Doppelverhaltniffe, zunächſt bei ven 
Punttreihen, zu befommen, den Geraden, oder wenigitens einer der— 
felben, eine fpegielle Lage gu geben, da dann nach Lehrſatz 11., der 
Werth des fic) fo ergebenden Doppelverhaltniffes fiir alle anderen 
Lagen, derfelbe fein mug. Bu dem Ende giehen wir Fig. 12. durch 
ven Punkt A, und A’ der Punktreihen s,ACBD und s’A’C'B/D’ zwei 
Gerade f und f’, jede parallel jum Strahl d; fo entftehu auf ihnen 
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die Punktreihen LACB co und ſ A'CBoo. Zieht man min durch B 
eine Gerade parallel zu s, durch B cine Gerade pavallel gus’, fo 
ift, ba A ACE ~ A BEC und A ACU ~ ABCC ift: 












AC BE. 
AE ~ BT? 
Da ferner A SBE ~ A SBC, A SBE’ ~ A SBC’ ift, fo ift: 
BE__ SB, Ve sv 
BE ‘SB’ 
alfo BE=Z 
AC 
alfo Xe = BE = 8 


8 XY SB 
und, da endlic) A SBD ~ A SBA; SBD’ ~ ABBA’ iſt, 
fo ift: 











SB BD, SB BID’, 

BB ™ AB? BR VB? 

m SB_ BD, SB BID’, 

alfo 33 = xp) sy = aD5 
+ AC BC AD AC BC’ A'D! 
folglich a€ Beni =e See RD} 

AC. AD AC AC’ A'D! Aw 

ober ; ; 











Be‘ ED Bei Be yD > Be 
Da mur wegen ver Aehnlichkeit ver Dreiecke SAB und SAB" auch 
Ag C 





— A : 
BE VC’ 
AC AD Ag A’, 








“BD! ~ Bt 
Es ift alfo das Doppelverhaltnif, ee ober _ eS durch ein 


einfaches Verhältniß oder — ausgedrückt. — Etwas ganz Ana— 
loges läßt ſich von den Strahlbüſcheln zeigen. Nach Lehrſatz 11. 
fommt es fiir den Werth des Sinus-Doppelverhältniſſes nicht auf die 
Lage des Scheitelpuntts ves Strahlbüſchels an, fondern nur darauf, 
welche Gerade s Fig. 13. und in welchen Punkten A, C, B, D die 
Strahlen deffelben fie ſchneiden. Wir fuchen daher das Doppelver- 
hältniß fiir einen fpesiellen Fall gu beftimmen, wo es fich veveinfacht. 
Dies findet offenbar dann ftatt, wenn ein vechter Winkel in. dem 
Strahlbüſchel vorkommt. Wir befchreiben alfo über der Geraden s, 
für welche S,achd und Sia’e’b’d’ in Projection ſtehn, einen Strahlbü— 
ſchel Sach, in welchem die Strahlen a und b ſenkrecht auf einander 
ftehn. Es geſchieht dies am Leichteften, indem man über der Strecfe 
AB einen Halbkreis beſchreibt. Dann iſt nach Lehrſatz 11. 

sinae sinad sina , sinab 
sin’ be * sin Ob" 






sin 
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Nun ift be = 90° — ac; dev Winkel ad ift ein ftumpfer; den Regeln 
ber Trigonometrie nach ijt Daher unter feinem Sinus der Sinus des 
fpigen Nebemwinfels gu verftehn, alfo unter ad nicht ver Winkel ASB, 
fondern fein ſpitzer Nebenwinkel. Halt man dies fejt, fo ijt bo 
= 90° — abd; alfo sin be = cos ac, sin bb = cos ad; folglich ift 














sinac jsinad _ sinac | sin ab 

Tinbe taimbd == cosac  cosad == tang ac: tang ab. 
oder auch, da ac — 90° — be, ad = 90° — bo ift: 

i ad cos be | cos bb 


i= akc ‘any = tang bd: tang be. 
Wir erhalten alfo vie Gleichung: 
sinac sinad __sina’e’ sina’d’ __ tang ac __ tang 6b, 
sin be * sin bd sin * sin bd? tang ad tang be? 
Wir erhalten vaher ven 
12. Lehrſatz. Jedes Dop-| 12. Lehrſatz. Hedes Sinus. 


pelverpaltnig 20:AP rage) Doppelverhältniß Se Ae 
ſich feinem Werthe nach läßt fich feinem Werthe nad 
durch cin cinfades darſtellen. burch cin einfadhes Tangen- 
Man ziehe gu dem Zwecke ten-BVerhaltnip darftellen. 
durd einen ber Punkte A Man wähle gu dem Zwede 
oder B eine Parallele gum, cinen folchen Strahlbüſchel, 
Strahl d over c, fo bildet | dak die beiden die Anfangs- 
das Berhaltnif der beiden | budftaben bildenden Strah- 
Abſchnitte, in welche diefe | len a, b, auf einander ſenk— 
burd die drei iibrigen| recht jtehn, dann giebt das 
Strahlen getheilt wird, den Verhältniß ver Tangenten 
Werth des Doppelverhialt- | der fpigen Winkel, die von 
niffes. ig. 12. j ben beiden übrigen Strah— 

len mit einem Schenkel des 
rechten Winkels gebildet 

werden, den Werth des Dop— 

pelverhältniſſes an. Fig. 13. 
Davon, daß man, wie links behauptet wird, ſtatt, wie in Fig. 12. 
durch A eine Parallele zu d, auch durch B eine Parallele zu c oder d 
Hatte ziehen können, davon überzeugt man fic) leicht. 

Es findet iibrigens zwiſchen dem Doppelverhiltniffe ver durch 
die Punkte einer Punktreihe s,ACBD beftimmten Strecken und dem 
Sinns-Doppelverhiltnif der von den Strahlen, welche durch A, C, B, D 
geht, gebildeten Winkel, cine merkwürdige und fehr wichtige Bezie— 
hung ftatt, vermige welder der Doppel-Lehrfak 11, als ein einziger 
erſcheint. Gs ift nämlich Big. 4. 


sin ac 





















sin se 
alfo, ba unter sc, wie im Vorigen, mur ber fpige Winkel zwiſchen s 
Weiſſenborn, Projection. 2 
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und b verjtauden wird, wie es auch die Trigonometrie, und der aus 
ihy entnommene Sinus -Lehrfak, vorausſetzt, 

sin ac — BS 

sin AS 
inbd BD, 
















eben fo ift inal = Tw? 
alfo =o 
folglich __ AC AD, 


Wir haben alfo den 


13. Lehrfak. Das Sinus-Doppelverhältniß der 
von vier Strahlen eines Strahlbüſchels Sachd gebilpe- 
ten Winkel ift gleich dem Doppelverhaltntffe der 
Strecden, welche von den Durchſchnittspunkten A, C, B,D 
ber Strahlen a,c, b, d auf einer Geraden s ober der 
Punktreihe sACBD gebildet werden. Fig. 4 


Es laſſen fic) nun aus den durch die vier Punfte A, C, B, D 
auf der Geraden s hervorgebrachten 6 Abſchuitten AC, AB, AD, CB, 
CD, BD offenbar im Ganzen 24 Doppelverhiltniffe von der Form 
$a °3p bilden. Denn es giebt vier Doppelverhaltuiffe, nämlich: 
ge: x, x : 6 ie ; : i in denen die Endpunkte der 
Stree AB die Anfangsbudhftaben bilden; ebenfo giebt es vier, in de— 
nen die Endpunkte dev Strecke AC, der Strede AD, der Strede CB, 
der Strede CD, der Stree BD, die Anfangsbuchftaben bilden, alfo 
24 Doppelverhiltniffe. Ebenſo werden urd) A’, C, BY, D! auf der 
Geraden s’ Fig. 12. 24 Doppelverhaltniffe gebilvet; und ebenfo über— 
zeugt man fic) auch, dag durch die Winkel ver Strahlen a, c, b, d 
des Strahlbüſchels Sachd Pig. 13. 24 Sinus-Doppelverhattniffe 
gebildet werden umd daß ein Gleiches im Strahlbüſchel S,a’e’b/d’ 
ftatt findet. Es entfteht jet die Frage: ob, wenn ein Doppelverhilt- 
nig der Punktreihe s, ACBD dem gleichnamigen dev Punktreihe s,A’C'BD’ 
gleich ift, dies dann auch mit den 23 uͤbrigen ftatt findet, und ob, 
wenn ein Sinus-Doppelverhältniß ves Strahlbüſchels S,achd vem 
gleidnamigen des Strahlbüſchels S,a'e'b'd' gleich ijt, dies auch mit 
den 23 übrigen ftatt findet, ob alfo, wenn 3. B. = AD : 

DB Br 














‘ c 
ift, auc) behauptet werden fann, dak ey 
i sinad si 
sinbd — s 
sin db 
werden fan, daß anc) ania a * 


Nach Lehrſatz 13. brauchen wir offenbar dieſe Unterſuchung nur für 








si 
fei, und ob, wenn 3. B. = 
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Punktreihen oder für Strahlbüſchel durchzuführen, indem nach genann— 
tem Satze jedes Sinus-Doppelverhältniß gleich dem gleichnamigen 
Doppelverhältniß dev durch die Strahlen ves Strahlbüſchels erzeugten 
Punktreihe ijt. Um dies zu entfcheiden, begeichnen wir kurz den Werth 
des Doppelverhaltniffes, in welchem 1) A und B voranſtehn Fig. 12. 
AC AD __ AG _y, 
‘BC BD ~ $& ~*? 
Dann mug ebenfo nach Lehrſatz 12., wenn wir 2) die Buchſtaben A 
und C vovanftellen, auch 
ABAD AS 
CB CD ~ GB 
A : AS AC + EB Ag 
fein, Nun ift a= ae = 1+ BE =1+k. 
Wir haben alfo den Werth ves Doppelverfaltniffes 
ABAD AB yy 
iw = wy ai tk 
Stellen wir 3) A und D voran, fo haben wir, um den Werth des 
Doppelverhiltniffes durch ein einfaches auszudrücken, durch A eine Pas 
vallele gu b ober zu c ju ziehn. Thun wir legteres, fo ift Fig. 14. 
AB AC 
pB SDC 
















aber es ijt 


ober 


* AB 
G8 ift alfo bp pe 
Nehmen wir 4) Bund C als Anfangsbuchſtaben an, fo iſt nach Lehr— 
fas 12. Sig. 12. B 

BA BD __ px 

ca CD ~ CH 

. BA BD _ BA 

oder tata > &’ 
denn offenbar wird eine durch B gu d pavallele Gerade von a, c, b 
in demfelben Verhiltniffe getheilt, wie cine durch A gu d parallel ge- 
gogene Gerade. Nun ift aber 





BA CAF EB_, , @ 
ana a =lte 
; BA 1 _1-+k, 
oder walt pea 
BA BD BA __1+k, 
alſo iſt 33 


Werden 5) Bund D als Anfangsbuchſtaben genommen, fo iſt nach 
Lehrſatz 12. Fig. 14. 


2* 
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BY, _ BA 

oder, da 5a, = Da 

itt BA BC __ %,A 

if Da ‘pe = Bi‘ 

Nun war aber, wie im Falle 3) gezeigt wurde, 
AB, _1+k, 
33,7 k? 
BA 

alfo Sa =1+k; 

64 BA BC B.A 
folglich ift baipe= 3a =1+k; 


Werden 6) C und D als Anfangsbuchftaben genommen, fo ift nach 
Lehrſatz 12., Fig. 15., wenn durch C eine Pavallele ju b gezogen 
wird: 
CA CB CU, 
DA DE 3D, 
Nun ift aber, weil AB |] d und CD, || b war, 7 SEB= / CSD, 
md / 6SB= / SCD,, alfo A EBS ~ ASD,C, alfo ift 
cD, __ S88, 
5D, EB’ 
Ferner ijt, weil 7 USD, = 7 SAB, mb / $A,D, = 7 ASB 
ift, A ASB ~ ASA,D,, alfo: 











WD. _ SB, 
3D, ~ AB? 
c®, AB 
ſi 8 
folglich 79, @ 
C%, _ CD, — HD, _ AB GB_ ae _y 
babe 5 = yo, eT QS 
alfo ift CA CB OM, 


pa ‘DB 3,0, 
Wir können uns aber auch zur Vereinfachung der Doppelverhittniffe 
itberall an Gig. 12. alten, von der wir auggingen, indem wir ſetzten 


Im Falle 2) war alfo der Werth des Doppelverhältniſſes 1+ k; 
ober, 


AG ACF BE _ AB 


I+k=1+ yg = ga = BE 
Ag 
14 
nome p 1tk 7 BE_ aB_BaA 
Ferner ift CO St FHRMe Ra 
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Aus dem Doppelverhiltnig 


AC | AD 
Be mp = 3 
AC- BD 
folgt ferner foray = 5 


AD AC 1, BC BD 1, BD BC 
alſo piso *7 MDAC 
Machen wir dieſelben Umformungen in jedem der ſechs Fälle, ſo er— 
halten wir folgende Tabelle: Es iſt Fig. 12.: 


TL A und B: Anfangsbuchſtaben: 1) 
2) 
3) 
4) 














IA , C: ” 1) 
2 3 
3) 
4) 
mA , D: ” 1) 53; 
2) 3o 
3) 
4) 
Iv. B, C: ” 1) 
2) 
3) 
4) 
v.B , D: ” 1) 
2) 
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5 4 DA DC 
V. Bund D: Unfangsbuchjtaben: 3) he = 15 = 1+k; 
4) De DA __ AB 1. 
bo’ BA ©B ~TPW? 
CA | CB AC 
VILC , D: ” 1) hitpp Hae = 
cB CA BE 
2) Dai pa = ae 
3) DA, DB__ BE 
)atiat AC 





DB DA AG 

) ori a= w= 

Da nach Lehrſatz 13. das Sinus-Doppelverhältniß eines Strahl 
büſchels, deſſen Strahlen durch die Puntte A, C, B, D einer Punkt— 
reihe gehn, mit dem Doppelverhältniß, welches vie Punkte der Legteren 
beftimmen, identiſch ijt, fo fieht man, daß die bisher fiir Punttreihen 
entwicelten Werthe ver verfchiedenen Doppelverhiltniffe auch fiir die 
gleichnamigen Sinus-Doppelverhiltnifje gelten. Man erhält alfo den: 


14. Lehrſatz. Durch den 14, Lehrſatz. Durch den 
Werth k eines einzigen der | Werth k cines einzigen dev 
24 von vier Punkten einer | 24 von vier Strahlen eines 
Punttreihe SACBD hervor- | Strahlbiifdels Sachd here 
gebradten Doppelverhalt- | vorgebrachten Sinus-Dop- 
niffe ift ber Werth der 23] pelverhaltniffe tft der Werth 
übrigen bejtimmt. ber 23 übrigen beftimmt. 


Da ferner nach Lehr fay 11., wenn s,ACBD und s’,A’C'B'D' 























Punktreihen find, die in demfelben Strahlbüſchel S,achd fiegen, 
* :8 = : ap ak ift, fo folgt aus dem Borigen, vag 3. B. 
3 * nach IV. 4) und auch oe = i alfo auch 


3 3 +t ce {ft, und ſo bei jedem Baar entfprecender Dop— 
pelverhältniſſe. Offenbar gilt daffelbe auch von Strahlbüſcheln. Man 
fieht alfo 


15. Lehrſatz. Schneiden 15. Lehrſatz. Schneider 
zwei beliebige Punftreihen | zwei beliebige Strahlbüſchel 
ACBD und sA’C'BD’ einen | Sachd und Sa'e'b'd cine und 
und benfelben “Strabhlbiij her | viefelbe Punktreihe SACBD, 
Sjachd, fo find von den 24 fo find von den 24 an den 
auf ben Punktreihen entfte- | Strahlbüſcheln entftehenden 
Henden Doppelverhiltniffen | Sinus-Doppelverhaltniffen 
je gwei gleidlantende ein- | je zwei gleiclautende ein- 





§ 1. Punttreihe und Strahlbüſchel. 23 


ander gleid, alfo ant 


: sin 

ander gleich, alfo Snbe* awbd 

__ AC AD’, CD CA __C'D’ Ca’ sin a’e’ sin a’d’, sin cd | sin ca 
Bi BD’? BD’ BA BD BAY sin b’e’ * sin b’d’? sin bd * sin ba 

u. ſ. w. Fig. 4 | — sin c'd’ sin ¢ 








AD 
BD 























u. ſ. w. Fig. 5. 


Es mag übrigens, wenigſtens an einem Falle, gezeigt werden, 
daß man zu den oben aufgeſtellten 24 Gleichungen auch anf rein geo— 
metriſchem Wege hatte gelangen finnen. Man ziehe Fig. 16. durch 
A cine Barallele zu c, die von b in By geſchnitten wird, und durch 
B, cine Parallele gus, die von d in F gefduitten wird, fo ift in 
den ähnlichen Dreiecken SBD und SBF; ADO und BL FD 


























BD SB, AD _ BF, 
8.5 8B,’ AD ~ B,D’ 
3) AD 
alfo 8,3 = GP BD; B= Fwy’ VW.D; 
. AD SB, 
folglich rom 8,9 = Fy BD, 
. AD-B,D_ SBy, 
ober uD-ad — SB? 
Nun iſt SS, = BS, —SB; 
AD-B,D_ BB, . 
alſo ‘BD-AD ~ SB 1; 
J BB, AB 46 
und da A ABS, ~ACBS, alfo SP = iſt; 
AD: B,D _ AB AC, 
BD-AD ~ CBO” ~ BC? 
. SI BD se B,D 
ster 3 ( 2) beck tad 
Ferner ift aud) AB, OS~ ASCB ,, alfo Bs — ober iG 
rer 222 — AG 
AD ~ B,C" 
ti AD AG AC 
alfo BD 'S,6 = Ho’ 
ober AD AC BG _ 





BD ‘BC AC ™ Kk" 
Man hat alfo die Gleichung I. 2) evGalten, und auf analoge 
Beife läßt fich jede der übrigen ableiten. 
Aus diefer Wbleitung ergiebt fic) noch ein merfwiirdiger Gag. 
Gs ift nämlich nach der dvittlegten Gleichung: 
AD-AC=B,D-B,E 
b. h. das Rechte aus B,D und B,C ift gleich dem Rechte aus 
AD und AC. Da mm links weder ver Punkt B, noch B, vor- 
fommt, fo ift dieſes cin Zeichen, daß diefe Gleichung auch fiir jedes 
andere Baar von Punften E,, E gilt, die durch einen beliebigen von 
S ausgehenden Projectionsftrayl e auf AB, und AB, bezeichnet 
werden, dag alfo auch 
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AD- AC— ED-E,C 
iſt. Diefer Gas läßt fich aber noch erweitern. Denn zieht man eine 
beliebige Parallele zu AB,, die von b in Bj, von e in C, geſchnit— 
ten wird, fo ijt A ASS, ~AASB,, alfo 





ober AD-AC, = B,C, - B,D 
over, da vie linke Seite von den Punkten B,, B, ganz unabhingig 
ift und eit Gleiches, wie fiir den Strahl b und feine Ourehfehnitts- 
punkte B,, B, mit ſ und b fiir jeden beliebigen Strahl e und feine 
Durchſchnittspunkte E,, E mit ſ und b bewiejen werden kann, 
AD- AC, = EC, - ED. 
Etwas ähnliches gilt von den Strahlbüſcheln auch. Gind nämlich 
Sach, Sa'c'b’n’ Fig. 13. zwei Strahlbüſchel (mögen fie auf derſel— 
ben oder auf verfehiedencn Seiten von s fliegen), in denen Winkel ab 
= Winkel a'“b' = 90° ft, fo ift nach Lehrfag 11 und 13 
sinacsinad _ sina’e’ sina’b’ __ AC AD, 
sin be * sin bb — sin We’ * sin OD’ — BC “BD? 
ober wegen des rechten Winkels 
tang nc — tanga’c’ _ tang bb __ tang bd ( AC, av) 
tang ad tay ¥ tang be tang be! BC* BD/’ 
words durch Gleichfesung des erſten und vierten, des zweiten und 
dritten Gliedes folgt: 
tang ac - tang b’c’ = tang ad · tang b’’; 
und tang be · tang ac’ = tang bb - tang ab’; 
Man hat alfo den 
16. Lehrſatz. Werden in 16. Lehrſatz. Werden liber 
einem Strahlbüſchel Zaebd | der Strede AB zwei Strahl: 
zwei Gerave f, o bezüglich büſchel Sachd und Sa'cb'd' 
parallel den Strahlend und] angenommen, der Art, daß 
© gezogen, und wird die ere | ab = a'b’ = 90° ift, fo ift das 
ftere von c in ©, die leg- | Produkt der Tangenten dev 
tere von d in D gefchnitten, | Winkel, welche entfpredende 
fo ift das Rechte aus den | Strahlen [c und cs dundv; 
Entfernungen der Punfte €,, | e und ec] mit den nicht ent- 
D von ven Durchſchnitts- fprechenden Schenteln [a und 
punttenirgendeines Strahls | Ob unda’] der rechten Wine 
e bezüglich mit ſ und c cone | fel bilden, conftant. Fig. 13. 
ftant, nämlich gleid dem 
Rechted aus AC, und AD. 
dig. 16. ! 
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Statt ber Straflen c and c’, d und vd’ hätte man nämlich ebenfo fede 
Beliebige zwei Strahlen e und e’ nehmen können, die fich in demſelben 
E ber Geraden s ſchneiden. 

Un vas Bisherige ſchließen fic) mun mehrere Aufgaben, 3. B. 


17. Uufgabe. Gefudt eine | 17. Aufgabe. Geſucht ein 
folde Punktreihe, dak das | folder Strahlbüſchel, daß 
Doppelverhatenif = ge fet. | PAS Sinus-Doppelverhatt- 
Big. 12. [THR ange Fel Big. 17. 

Auflöſung. Um die Aufgabe links gu löſen, theile man Fig. 12. 
eine Gerade AB in vem Verhältniß xe und jiehe durch A, 6, B, 


drei fich in einem Punkte S ſchneidende Gerade a, c, b, und dann 
durch S einen Strahl d || (AB), dann ift jede durch dew fo entftande- 
nen Strahlbüſchel S,achd gelegte Transverſale nach Lehrſatz 12. cine 
Löſung der Aufgabe. — Um die Aufgabe rechts zu löſen, conftruive 
man Sig. 17. an beiden Seiten einer Geraden a die beiden fpigen 
Winkel ac, ab, die den gemeinfamen Scheitel S haben, und mache 
bLa. Durch den fo entftandenen Strahlbüſchel S, achd Lege man 
eine beliebige Transverfale s, die von den vier Strahlen bezüglich in 
A, C, B, D gefchnitten wird, fo geniigt nach Lehrſatz 12. und 13. 
jeder beliebige Strahlbüſchel Sachd, deſſen Strahlen ebenfalls durch 
diefe vier Punkte gehen, der Aufgabe. 


18. Aufgabe. Gegeben 3 18. Aufgabe. Gegeben 3 
Punkte einer Punktreihe; Strahlen eines Strahlbü— 
gefudt cin vierter Punkt ſchels; gefudt ein vierter 
von der Sage, daß das Dope Strahl won folder Rich— 
pelverhaltnif ben vorge- tung, dag das Sinus-Dop- 
ſchriebenen Werth k erhalt. pelverhaltnif den vorge- 

ſchriebenen Werth k erhalt. 


AUufldfung. Bet dev Aufgabe links begeichne man die beiden 
Punkte, die in dem verlangten Doppelverhaltnif, vie Anfangsbuchftaben 
fein follen, mit A umd B; dann kann der dvitte Punkt, je nach dev 
Natur der Aufgabe, entweder zwiſchen A und B oder außerhalb dev 
Strecke AB liegen. Gm erfteren Falle werde ev mit C begeichnet, und 
gefucht ift dann der dufeve vierte Punkt D; im anderen Falle werde 
er mit D begeichnet, und gefucht ijt dann der innere vierte Punft C. 
Iſt D gefucht, fo trage man an die Gerade s, auf welder die ge- 
gebenen drei Punkte A, C, B Fig. 12. liegen, unter einem beltebigen 
Winkel eine zweite Gerade (A~B), und theile fie in € fo, daß # =k 
ift. Dann ziehe man (V-B), (E-O), die fich in S ſchneiden, und lege durch 
S eine Gerade d || (A~B), fo ſchneidet d die Gerade s im geſuchten 
vierten Punkt D nach Lehrſatz 12. Iſt C gefucht, fo trage man an 
bie Gerade s Big. 14., auf der die dvei Puntte A, B, D gegeben find, 
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unter einem beliebigen Winkel eine zweite Gerade (A~ B,) an, und theile 
diefe in D fo, daß ae =k iſt, verbinde B, mit B, D mit D umd 
pureh den Durehfehnittspunft S ver Geraren (B,—B) und (O—D) ziehe 
man den Strahl c || (A—B,), fo fehneivet derſelbe die Gerade s im gee 
fuchten Punft C. Denn wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke B,OS 
und SCB in Fig. 14. ift 





B.D __ se 
Ds ~ 6S 

ober, ba, weil dafelbjt (A- B) || d iſt, 
DS = AC 

und nach dev Conftruction ¢ || (A~B,), alfo andy 
S€ = AD 

ift, fo hat man 3:2 =# 
B,D Ac __ 

oper 45 =a k. 


Es iſt alſo das Doppelverhältniß das verlangte. — Die Auflöſung 
rechts fommt vermöge Lehrfatz 13. auf die der Aufgabe links zurück. 
Denn man hat nur durch die drei gegebenen Strahlen, die entweder 
a, c, b, oder a, b, d find, eine beliebige Transverfale s zu ziehn, 
auf ihr gu den drei Ouvehfehnittspuntten A, C, B, over A, B, D, 
dent vierten Punkt, bezüglich D, oder C nach der angegebenen Methode 
zu beftimmen, und darn bezüglich (S—D) oder (SC) gu gichen, fo ift 
nach Lehrſatz 13. dies dev gefuchte vierte Strahl d oder c. 

Von beſonderer Wichtigkeit ijt ein fpegieller Fall ves Vorigen, 
den wir daher zunächſt einer Betrachtung unterwerfen wollen. 

Gind auf einer Geraden s vier Punfte A, C, B, D, Fig. 18. 
bon folder Lage gegeben, daß ſich verhaͤlt: 


AC:BC = AD:BD 


AC AD 

oder daß = 
AC 

oder daß 3 a1. 


iſt, fo Hat man ſchon im Alterthum dies dadurch begeichnet, dag mar 
fagt: Die Stree AB fet durch C und D harmonif dh getheilt, ob- 
{don der Punkt D außerhalb ver Strecke AB fic) befindet. Da die- 
fer Fall wun offenbar eine Spezialität des im Bisherigen behandelten 
ijt, wo das Doppelverhiltnig 0 ak, alfo als von dem Werthe 
1 verfehieden angenommen worden war, da ferner nach Lehrſatz 13. 
was don den Punktreihen gilt, auch von den Sinus ver Strahlbüſchel 
in Kraft bleibt, fo fagt man anch, der althergebrachten Definition von 
„harmoniſcher Theilung“ analog: 


§ 1. 


19. Erklärung: Iſt das 
Doppelverhaltnif ver Ab— 
ſchnitte, die von vier Punk— 
ten A, C,B,D auf einer Gee 
raden s gebildet werden, 
von 1 verfcieden, fo heift 
die Strede AB over CD be- 
züglich durch C und D over 
A und B_ anbharmonifd ge- 
thetlt. 

Man überzeugt ſich nun leicht 

20. Lehrſatz. Gind auf 
einer Geraden s drei Punkte 
A, ©, B gegeben, ift der 
Werth k des Doppelver- 
hältniſſes Pao befannt, 


BC * BD 
und iſt beftimmt, ob der 
vierte Punkt D inner- oder 


außerhalb ber Strede AB 
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fallen foll; fo iſt dadurch der 
Ort des Punktes D vollkom— 
men beftimmt. 
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19. Erklärung: Iſt vas 
Doppelverhaltnif ver Si— 
nus der Winkel, die von vier 
Strahlen a, c, b, d eines 
Winkelfheitels S gebildet 
werden, von 1 verſchieden, 
jo heift ber Winkel ab oder 
ed bezüglich durch e und d 
oder a und b anharmonife ge- 
theilt. 
bon ber Richtigheit des Sakes: 

20. Lehrſatz. Gind an 
einem Winkelfdeitel S vrei 
Strahlen a,c, b gegeben, ift 
ber Werth k des Doppel- 

tint sinac | sin ad 
verhaltniffes oo taba bee 
fannt, und ift beftimmt, ob 
ber vierte Strahl d inner- 
ober außerhalb des Winkel- 
raums ab fallen foll, fo tft 
dadurch die Lage des Strah— 
fe8 d vollfommen beftimmt. 





Denn, halten wir uns zunächſt an den Sak links, fo ift, wenn die Lage vor 

A, C, B befannt ift, auch der Quotient = befannt, folglich auch, da 

k gegeben fein foll, der Werth iy dev durch z bezeichnet werden 
BC 


foll. Es mug alfo dann fein 


Sft mm der Punkt D, ven wir uns jest als auf ver Geraden s Fig. 
19. fich fortbewegend vorſtellen wollen, Anfangs mit dem Puntte A 
zuſammengefallen, fo ijt unter diefen Umftinden AD = 0, folglich auch 
2 = 0; vitdt der Punkt D anf der als unendlich gedachten Geraden 
s von A ans nach Links, fo ift, fo Lange er irgend einen in endlicer 
Entfermmg von A gelegenen Ort, 3. B. D, einnimmt, offenbar 
+ AD AD 
BD, =AD, + AB, folglich »= BD, =, an <1; gelangt D 
nad Links fic) fortbewegend in unendliche Entfernung, fo ift nach 
Lehrſatz O. Aco = Boo, alfo A=AL = 1. Verſetzen wir den 


Boo 
Punkt D nach ver Seite rechts von B hin in das Unendliche, fo ift 
auch für dieſen rate = 1. Rückt der Punkt D von Hier aus in 
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eine nur endliche Entfernung von B, z. B. nach D,, ſo iſt, da für 
jeden Ort D,, den D zwiſchen B und oo einnimmt, AD, = BD, 


-+ AB ift, a at Ae alfo A> 1. Offenbar wächſt der Werth 


von A immer noch, bis D nach dem Punkte B felbft fallt, wofelbjt 


ny a= ow wird. Gelangt D mm anf die Strece zwiſchen der 


Mitte M von AB und B, fo iſt fiir jeden Ort D,, den e8 hier ein 


nimmt, » = 42s — AM+MDs alfo A> 1; fommt D in die Mitte 


BD BM MD,’ 
j= 1; tritt endlich D zwiſchen M 


und A, fo ift fiir jeden Ort D,, den es dafelbft einnimmt, Amite 

A 
—— alſo A<1, indem der Werth von A wieder abnimmt, 
bis er, indem D nach A zurückfällt, wieder O wird. Man fieht alfo, 
daß es fiir jeden gwifden A und co gelegenen Ort D, einen zwei— 
ten zwiſchen A umd M gelegenen Puntt D,, und ebenfo fiir jeden 
zwiſchen Bound oo gelegenen D, einen zwiſchen B und M gelegenen 
Ort D, giebt, von der Befehaffenheit, daß der Quotient a fiir fie 
gleich ijt. Lagi man alfo in der Borftellung D von A über M nach 
B vitéen und einen anderen Punkt ebenfalls von A aus außerhalb 
der Stree AB fic) der Art fortbewegen, dag A fiir beide denfelben 
Werth habe, fo wird, fo lange der innere Punkt zwiſchen A und M 
fich bewegt, dev äußere die Strecke von A nach oo durchlaufen ; fommt 
ber innere nach M, fo tritt dev äußere nach oo, welcher Ort aber 
entweder links von A oder rechts von B angenommen werden fann; 
durchläuft der inneve Punkt endlich die Stree von M nach B, fo 
fommt der dugere von oo nach B zurück. Da es alfo auf der inne— 
ren Stree AB nur einen Punft M giebt, fiir den A= 1 wird, der 
entfprechende Punkt dev äußeren Strecke aber nirgends in Wirklichkeit 
aufgefunden werden fann, weil ev unendlich entfernt ift, da ferner fiir jeden 
anderen inneren nuv ein eingiger entfprechender duferer exiſtirt, fo ift dies 
ein Fingerzeig, fic) vorzuſtellen, daß es auch nur einen eingigen duferen 
Punkt gebe, flix den A= 1 wird, alfo die Punkte in unendlicher Ent- 
fernung links von A und recht von B al8 identifd) gu betrachten, 
etwa indem wir die Gerade als einen Kreis mit unendlich grofem 
Radins anfehu. Alſo: Die beiden unendlich entfernten Endpuntte 
einer unbegrengten Geraden s werden nur als ein eingiger Punt be- 
tradhtet, der als: „Punkt co” bezeichnet werden foll. Es ftimmt 
dies mit dem Lehrſatz 9. angenfcheinlic) iiberein. Zugleich folgt ans 
diefer Erklärung, dag mm der Ausdruck ,,Strede AB“ zweideutig 
wird, weil damit nicht nur die innere AMB, fondern anc), indem 
man fich die Gerade s als mit den unendlich entfernten Endpunkten 
zuſammenhängend, vorftellt, die äußere Strecke gemeint fein fann. Es 
erklärt ſich hieraus auch, wie gefagt werden finne, eine Strede AB 
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werde durch einen Punkt D getheilt, aud) wenn diefer außerhalb dev 
inneren Strecke fich befindet. Es folgt ferner aus dem Borigen, daß 
es fiir jeden Werth von A swei, aber auch nur zwei Orte fiir den 
Puntt D giebt, een auf AMB, den anderen auf A oB, daß alfo 
ein Punkt D durch Angabe des Quotienten % uur dann beftimmet ift, 
wenn hinzugeſetzt ijt, ob er fich auf AMB oder A oB befindet. Eine 
Ausnahme machen nur die ſingulären Werthe A =O und A= o, für 
deren erfteren D ohne Zweideutigkeit in A, fiir deren Legteren es fic 
in B befindet. Man drückt ven Sag 20. tints demnach wohl auch fo 
aus: Der Ort eines Punftes D fet durch drei Punfte, A, C, B, 
den Quotienten k und die Wufetnanderfolge der Punkte be- 
ſtimmt, indem man darunter nur die Angabe verfteht, ob D auf AB 
over A oB fich befinde. Bon der Richtigheit ves Gages 20. rechts 
itbergeugt man fich fogleich nach Lehrſatz 13. oder durch folgende Bee 
trachtung: G8 fet ab ein fpiger Winkel, die Berlingerung von a 
und b itber den Scheitel heiße a’, b’ und laſſen wir einen Strahl d 
fich von der Lage a aus fo drehen, dak ev mac) und nach in die Lagen 
m, b, pn, q u. ſ. w. fommt und ſuchen den Quotienten sine’ 2, 
fo erhellt, daß A<1 fein mug, fo Lange d fic) zwiſchen a und m, 
weldher Legtere Strahl den Winkel ab yalbirt, befindet; daß A=1 
wird, wenn d nach m fallt, und daß AS 1 wird, wenn d giifehen m 
und b liegt; daß A= co wird, wenn d mit b zuſammentrifft. Kommt 
nut d in ben ſtumpfen Nebenwinkel von ab und gwar zunächſt zwi— 
ſchen b und p gu liegen, welches Legtere ſenkrecht auf a fei, fo ift 
ad> bd, alfo A> 1. Daffelbe findet auch ftatt, wenn d mit p zu— 
fammenfallt, indem dann sin ap = sin 90° = 1, und sin bp <1 ift. 
Halbirt nun n den ftumpfen Nebenwinkel von ab, was der Fall ift, 
went n fenfrecht auf m gegogen wird, und rückt d zwiſchen p und n, 
fo ift unter sin ad ber Sinus des fpigen Nebenwinfels a’d zu vere 
ſtehn, und ba bd <ad, fo ijt auc) hier A> 1; fällt d nad n, fo 
ift unter ad der Winkel a’n gu verſtehn, alfo A—1. Bit q ſenkrecht 
auf b und rückt d zwiſchen n und q, fo iſt A<1; dies bleibt anch 
noch fo, wenn d zwiſchen a’ und q liegt, und fällt es endlich nach a’ 
oder a, fo wird, wie im Anfang A=—O. Num kehrt fiir den Winkel 
ab’ diefelbe Betvachtung wieder wie für ab. 

Bisher Hatten wir vorausgeſetzt, daß man unter ven Strahlen 
eines Strahlbüſchels vie Halbftvahlen oder nur den vom Scheitelpunkt 
S bheftimmten Theil ver Strahlen verjtehe, e8 wird aber im Folgen- 
den um eine völlige Analogic mit den Punktreihen herzuſtellen unter 
einem Strahle vie ganze durch den Scheitelpunft S gehende Gerade 
verftanden werden. Wir können alfo fagen, indem wir Hier noch— 
mals wiederholen, was ſchon frither ftets angenommen worden war, 
daß ab, ac, 2c. unr fpige Winkel bedeuten: 

21. Erklärung. Diebeiden | 21. Erklärung. Beide Half- 
unendlich entfernten Punkte teneines Projectionsftrahls, 
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einer Geradens werden nur 
als ein einziger Puntt be- 
tradtet, der als: „Punkt of” 
bezeichnet werden foll. 


22. Erklärung. Unter AB, 
AG, 2c. ift im Folgenden ftets 
die endliche Strede einer Ge- 


raden gu verftehen; die den 


unendlich entfernten Bunft 
enthaltenden Streden follen 
durch A oB, Ao, 2. bezeich- 
net werden. 

Befinden ſich alſo Fig. 18. 
Stree AB und gwar der eine ar 


AC AD 
ſolchen Orten, daß F¢ = Fp ober 
felbe ijt, jo fagt man: C und D 
Mit Rückſicht auf Lehrſatz 13. alf 

23. Erklärung. Iſt der 
Quotient k des Doppelver- 
Haltniffes der durd vier 
Buntte A, C, B, D einer 
Punktreihe gebildeten Ab— 
fchnitte, =1, fo heift die 
Punktreihe „harmoniſch“. 


24. Erklärung. Die Puntte 
A und B; C und D beifen 
„zugeorduet“. 


Da nach VI. 1), Ac AD 


went 35: Ep 


mug, und eit Gleiches fiir das Si 


man: 
25. Lehrſatz. Wird 
Stree AB durch zwei Puntte 
Cund D harmonifd getheilt, 
fo wird auch die Strede CD 
durch vie Punkte A und B 
harmoniſch getheilt. 


eine | 


und Strablbitjel. 


in welche ein folder durch 
den Scheitel des Strahlbi- 
ſchels getheilt wire, werden 
zufammen als ein eingiger 
| Strahl aufgefaßt. 
| 22. Erklärung. Unter ab, 
j ac, ꝛc. ift im Folgenden ftets 
| dev fpige Winkel gweier Ge- 
raden zu verſtehn, der ftumpfe 
| Winkel foll durch 180° — ab, 
| 180° — ac 2. oder durch 
| 2R—ab, 2R—ac, 2c. bezeichnet 
| werden. 


zwei Bunfte C umd D anf einer 
uf AB, der andere auf AoB an 


daß fitr beide der Quotient A der- 


theifen die Strecke AB harmoniſch. 
o Hat man folgende: 
| 23. Erklärung. Bit der 
| Quotient k des Doppelver- 
i haltniffes der Sinus der 
| durch vier Strahlen a,c,b,d 
j eines Strahylbüfchels gebil- 
deten Winkel = 1, fo heißt 
ber Strahlbifdhel „harmo— 
niſch“. 

24. Erklärung. Die Strah— 
fen a und bj c und dheifen 
„zugeordnet“. 





=1 iſt, and pa =! fein 
nus -Doppelverhiltnif, gilt, jo fieht 
25. Lehrſatz. Wird ein 


Winkel ab durch gwei Strah- 
fen c und d harmoniſch ge- 
theilt, fo wird aud dev Win— 
| fel cd durch die Strahlen a 
‘und b harmoniſch getheilt. 





Unterſuchen wir jest die harmoniſche Theilung genauer, fo ergiebt ſich 
ous Lehrſatz 12. Big. 12., daß dann SE = 1, alfo AGC = BE join 


Für Strahlbüſchel mug nad) Lehrfag 13. Fig. 13. tang ac __ 


mug. iangab = | 
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alſo tang ac = tang abd fein. Da nun, weil ab = 90° ift, 7 ASD 
ein ftumpfer, folglic) nach Erklärung 22. ad ver fpige Nebemwinkel 
des ftumpfen Winkels ASD ift, fo folgt ohne Zweidentigfeit aus der 
Gleichung tang ac = tang ad die Gleichung ac — ad oder alfo, es 
mug ac = ad = ted fein. Man erhalt alfo den 

26. Lehrſatz. Conftruirt| 26. Lehrſatz. Schneidet 
man über einer Strede AB| man die Schenkel eines Win- 
ein beliebiges Dreieck AS, | fels cd durch eine beliebige 
halbirt vie Strede AB in G | Transverfale s, halbirt den 
gieht SC und dann durch S| Wintel cd durch die Gerade 
eine Parallele zu AB, fo er- a, und zieht durch den Schei— 
Halt man einen harmoni- tel SG eine Senfredte b anfa, 
fchen Strahlbüſchel S,achd. | fo erhalt man eine harmo- 
Gig. 12. nifhe Punktreihe s,ACBD. 
Sig. 13. 


Ferner folgt aus dem Borigen: 
27. Lehrſatz. Der dem 27. Lehrfak Der dem 
Halbivungspunft C einer | Halbirungsftrahl a eines 
Geraden f gugeordnete har- Winkels S gugeordnete hare 
moniſche Punkt liegt im Un-| moniſche Strahl fteht auf 
endlicen Sig. 12. und umge- dem GStrahle a fentredt. 
kehrt: Sig. 13. und umgekehrt: 
Liegt etn Punkt D einer har- | Stehnin einem harmonifden 
moniſchen BunktrethefACBO | Strahlbifdhel Sach zwei 
im Unendlichen, fo liegt der | zugeordnete Strahlen aund 
ihm jugeordnete Punkt in| b auf einander fentredt, fo 
der Mitte von AB. halbirt einer von ihnen den 
von den beiden übrigen 
Strahlen gebildeten fpigen 
Winkel, dev andere den 
ftumpfen Nebenwinkel. 
Bon der Richtigheit dev Umfehrung überzeugt man fic) ſogleich; vor 
dev links ſtehenden dadurch, daß es fiir Aco — Boo nach dem Bo- 
vigen mir einen eingigen Punft C auf AB giebt, fiir ven der Quo— 
tient =1 ijt, md dag diefer Punkt in der Mitte von AB Liegen 


mug; vor der Umkehrnng rechts dadurch, dag, wenn See om Sgt 
fein foll, da ab = 90° ijt, sinbe =cosac, sin by = cos abd, alfo 
tangac=tangad, alfo ac — ad fein mug, und dag ebenfo aus 
cotang be = cotang bd folgt be = bd. Man pflegt ven Lehrſatz 26. 
auch wohl fo auszuſprechen: 

28. Lehrſatz. Bieht man| 228. Lehrſatz. Bieht man von 
durch eine Ede S Fig. 20. | einem Punkte S Fig. 21. der 
eines Parallelogramms zu Peripherie eines Halbtrei- 
der nicht durch S gehenden!fes nach den Endpunkten 








Bunttreife 


Diagonale AB eine Pare 
allele d, fo erhält man einen 
harmonifdhen Strahlbüſchel 
Sachd, in dem a und b, ¢ 
und d gugeordnete Strah- 
Ten find. 
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und Strahlbüſchel. 


A, B ves Durchmeſſers, 
Strahlen a, b; verbindet 
jeinen Punkt C ver Strede 
AB oder einen Punkt D der 
Strece AoB durch eine Ge- 
rade c oder d mit 8, und 


macht dann bezüglich db = ch 
oder cb = db, fo erhalt man 
eine harmoniſche Punktreihe 
s,ACBD, in der A und B, C 
und D jugeordnete Punfte 
find. 

Es entftehen min die Aufgaben: 

29. Aufgabe. Gegeben drei 29. Aufgabe. Gegeben drei 
Puntte A, C, B einer Gera-| Strahlen a, c, b eines Win- 
den s Sig. 21.; gefudt der kelſcheitels S Gig. 20.; ge- 
pem C jugeordnete äußere ſucht dev dem c zugeordnete 
harmoniſche Punkt D. äußere harmoniſche Strahl d. 

Auflöſung. Bet der Aufgabe links beſchreibe man über AB 
als Durchmeſſer einen Halbfreis ASB, ziehe (S—C), und mache dam 
ZBSD= / BSC, fo ijt der fo gefundene Punkt D der gefuchte 
nach Lehrſatz 28. — Bei ver Aufgabe vechts wahle man einen belie- 
Bigen Punkt E des Strahls c, und conftruive das Parallelogramm 
ASBE, ziehe die Diagonale (A~ B) und parallel gu ihr durch S den 
Strahl d, fo ijt dies ver verlangte nach Lehrfag 28. Over auch 
man lege durch den Strahlbüſchel Sach eine beliebige Transverſale 
8 Big. 22. umd verfahre wie bei Aufgabe links, ſchlage über dev 
Stree AB einen Halbkreis, und ziehe nach einem beliebigen Puntte S’ die 
Geraden (A-8), (C-8’), (BS), mache 7 DSB = / CSB, fo ift 
nach Lehrfas 28. Strahlbüſchel Sia’'e''d’, und nach Lehrſatz 13. auch 


Strahlbüſchel S,achd harmoniſch. 

30. Aufgabe. Gegeben vrei 
Punkte A, B, D einer Gera- 
den s Sig. 21. geſucht der 
bem Punkt D zugeordnete 


Endlich kann entſtehn die 

30. Aufgabe. Gegeben drei 
Strahlen a, b, d cines Wine 
felfdeitels S Big. 20., g 
fuct der dem Strahl d 3 





geordnete innere harmoni- 
ſche: 6. 

Auflöfung. Im Falle links beſchreibe man wieder über AB einen 
Halbkreis, ziehe nach einem beliebigen Punkt S der Peripherie deſſelben 
pie Geraden (A-8), (B-S), (D-S), und mache / CSB = / DSB, 
fo ijt C der gefuchte Punkt nad) Lehrſatz 28. — Ym Fale rechts 
giehe man cine belicbige Parallele gum Strahl d, welche die Strah- 
fen a umd b in A und B febneidet; dann halbire man AB in C, md 
ziehe (C-S), fo iſt der gefuchte Strahl c nach Lehrſatz 28.; oder man 
giehe durch den Strablbiifchel S,abd cine beliebige Transverfale 5 Fig. 22. 


innere harmoniſche: C. 
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beſchreibe über AB al8 Durchmeffer einen Kreis, ziehe nad) einem 
beliebigen Buntte S' die AS’, BS, DS, made / CSB = / DSB, 
und ziehe S’C und SC, fo ift nach Lehrſatz 28. Strahlbüſchel S’a’c’b’d’ 
und nach Lehrjag 13. auch Strahlbüſchel S,achd harmoniſch. 


§ 2. 


Conformitat. 


1. Erklärung. Es follen im Folgenden die eine Puntt- 
reihe bilrenbden Punkte, fowie die einen Strahlbüſchel 
bilbenden Strahlen: Clemente bezüglich der Punttrethe 
und des Strahlbüſchels genannt werden. 

Wir haben uns bisher nur mit Grundgebilden (ſ. § 1. Erklä— 
vung 1.) von vier Elementen befchaftigt, es find daher jest die Ber- 
Haltniffe gu unterfuchen, wenn eine größere Anzahl der Elemente in 
Betracht gezogen wird. Hierüber gilt zunächſt ver 

2. Lehrſatz. Haben gwei, | 2. Lehrſatz. Haben zwei, 
einem und demfelben Strahl-⸗ einer und derſelben 


büſchel Sachd Fig. 23. eine | 
geſchriebene Punktreihen 
sACBD und s,A’C'B'D’ den- 
felben Punt Q gemein, fo) 
bilvet derfelbe mit je dreien | 


| liber 
; Punttrethe sACBD @ig. 24. 
| Befdriebene Strahlbifdel 
| Sachd und Sia'cb'd denfelben 
Strahl q gemein, fo bildet 
derſelbe mit je dreien gleich— 


gleichnamiger Punkte der namiger Strahlen der bei— 
beiden Punktreihen gleiche den Strahlbüſchel gleiche 
Doppelverhältniſſe. Sinus-Doppelverhältniſſe. 


Denn zieht man Fig. 23. durch Q (Q-B) SG-D), fo iſt nach 
§ 1. Lehrſatz 12. 























QA QD QX, Qa’ QD’ __ Qa 
ca cD > OW ‘cy ~ or 
QE QD _ QC, Qe’, QD’ _ a 
BC’ BD ~ BC? BC BD ~ Bt 
QA QD _ OQ, Qu av’ _ oe 
BA’ BD 8%? B’a’* ~ Ba" 
Ufo iſt 
Qa QD _ Qa’ QD’, Qc Qn Qc’, QD’, QA QD ___ Qa’, Q’ 
CA * CD CA’ CD’? BO’ BD BC BD’? BA‘ BD Ba’ BD" 
Bieht man durch Q eine Parallele zu (S—B), fo hat man ebenfo 
QA, OB Qa’, QB’ 
ca * ca > OW CR 





Liegen Puntte links von Q, 3. B. E und E’, fo ziehe man durch fie gwet 

Parallelen gu (S~C) ober (S~B) over (S—D), fo erhalt man Doppelver- 

Haltniffe, in denen E und EH’ und auc) Q vovfommen umd die nach § 1. 

Lehrſatz 12. gleich find. Kurz es laͤßt fich anf die bisherige Weife 
3 


Beifendorn, Projection. 
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die Gleichheit jeder gwei von denfelben Strahlen des Büſchels S auf 
s und s’ gebildeten Doppelverhiltniffe beweifen. — Der Fall rechts 
Gig. 24. laͤßt fich ſtets anf den links bezeichneten zurückführen, indent 
man zwei fic) auf dem gemeinfamen Strahle gq oder q’ ſchneidende 
Transverfalen s, und s, zieht, die von den Strahlen a, c, b, d, e; 
a’, c, bi, di, ef begiighich in den Punkten A,, C,, B,, D,, E,; 
A,, C,, B,, D,, E, gefdnitten werden, wodurd) dann unter Be- 
rückſichtigung von § 1. Lehrſatz 13 die Richtigkeit der Behanptung 
folgt, oder man beweift diefelbe divect durch Anwendung eines Strabl- 
büſchels Sachdeq, in welchem zwei Strahlen auf einander fentrecht 
ftehn, ähnlich wie § 1. Lehrſatz 11. 


Mit Hiilfe von Lehrſatz 2 Lat fich auch der folgende leicht be- 


weiſen. 


3. Lehrſatz. Sind zwei 
Punktreihen einem und dem— 
ſelben Strahlbüſchel einge— 
ſchrieben, ſo bilden je zwei 
Elemente A und A’, die auf 
bemfelben Strahl a liegen, 
mit je drei anderen Elemen— 
ten Bund B, CundC’, Dund 
D’, von denen aud je gwei 
auf demfelben Strahle fic 
befinden, gleiche Doppel- 
verhaltniffe. 


Die Richtigheit diefer Behauptung 


3. Lehrſatz. Sind zwei 
Strahlbüſchel über einer 
und derſelben Punktreihe 


beſchrieben, ſo bilden je zwei 
Elemente a und a, die durch 
venfelben Punkt A gehen, 
mit je bret anderen Elemen— 
ten bundb,cunde’, dundd’, 
bon denen auch je zwei durch 
denfelben Punkt gehen, glet- 
he Sinus-Doppelverhalt- 
niffe 


ergiebt fic) fogleid) aus § 1. Lehre 


fag 11. und aus dem eben bewiefenen Lehrſatz 2. Zugleich aber läßt 


fich auc) das Umgekehrte darthun, 


4. Lehrſatz. Sede gwei 
Punktreihen sACBDEQ.... 
und s,A’UBDE'Q...., weldhe 
die Eigenſchaft haben, daß 
je zwei Elemente mit je drei 
anderen gleihe Doppelver- 
Haltniffe bilben, und die 
Aufeinanderfolge der Ele- 
mente in beiden Punktrei— 
hen dieſelbe ift, laſſen fid 
in eine folde Sage bringen, 
daß die Verbindungslinien 
je zweier entfpredender 
Elemente fic in einem und 
demfelben Punkte fdneiden. 


nämlich: 


4. Lehrſatz. Jede gwet 
Strahlbüſchel Scbdeq.... 
und Sa“ebd e q...,welche die 
Eigenſchaft haben, daß je 
zwei Elemente mit je drei 
anderen gleiche Doppelver— 
hältniſſe der Sinus bilden 
und die Aufeinanderfolge 
der Glemente in betden 
Strahlbüſcheln diefelbe ift, 
laſſen fic) in eine folde Lage 
bringen, daß die Durch— 
{cnittspuntte je zweier ent— 
ſprechender Elemente anf 
einer und derfelben Gera— 
pen Liegen. 
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Denn find 3. B..Q, Q zwei Punk ver gegebenen Punktreihen, gelge 
die Eigenſchaft haben, mit irgend drei anderen Punkten, A, C, B;_ 
A’, C’, BY gleiche Doppelverhiltniffe gu bilden, fo dak alfo 

QA, QB __ Qa’ QB 

ca’ cB OX CB 
ift, fo Lege man beide Punftreihen, unter einem beliebigen Winkel ge- 
gen einander geneigt, mit den Punkten Q und Q’ auf einanber, und 
jiehe (A—A’) over a, und (C—~C’) ober c, die fic) im Punkte S 
Big. 23. teeter fo ift leicht gu fehen, dag auch (B—B’) oder b durch 
S geben mug, oder dag (S—B) durch B’ gehen mug. Denn fejuitte 
(S~B) die Transverfale s’ nicht in B, ſondern in einem anderen 
Puntte B’, fo wave nach dem obigen Lehrſatz 2. 

QA QB __ QA’, QB" 

Ca‘ CB C’A’* CRB” 
Es foll aber auch nad) der Vorausſetzung 

Qa, QB Qa’, QB 

CA’ CBO Ca’ * CB’ 
fein. Es müßte alfo fein 

QA) QB! Qt QB! 
CH CB ™ CATS CBE 

G8 müßte alfo zwei Punfte B’ und B” geben, die mit drei anderen 
QA daſſelbe Doppelverhiltnif bilveten, was unmiglich ijt, denn 
offenbar müßte B” auf der Strecke Q’C’ oder Q’oo C’ liegen, je nach- 
bem B auf QC over Q 0O lage. Da aber der Vorausfesung nach 
die Aufeinanderfolge der Elemente in den beiden Punktreihen s,ACBD.... 
md sA/C'BD’.... diefelbe fein foll, fo mug aud) B’, je nachdem B 
anf QC oer QooC liegt, fich auf Q’C’ over Q’oo C’ befinden. Es 
müßte alfo für gwet zugleich auf Q’C’ oder Q’oo liegende Punkte 
BY, B” das Doppelverhiltnip aN ut ee und oe eS gleich fein, 
was nicht miglich ift, wie wir oben fahen § 1. Lehrfag 20, 

5. Erklärung. Zwei Punkt— 5. Erklärung. Zwei 
reihen sACBDE.... und Strahlbüſchel Sachde... und 
s,A'CBD'E’...., die in eine | Sia'cb’de’...., die in eine ſolche 
folche age gebracht werden Lage gebracht werden finnen, 
finnen, dag die Berbine daß die ODurdhfduittspuntte 
dungslinien a, c, b uf. w. | A, C, Bu. ſ. w. von je zwei 
von je zwei Punkten fic in l Strahlen auf einer und dere 
einem und demfelben Punkte | felben Geraden s liegen, 

S ſchneiden, | , 

oder auch | ober auch 

Zwei Punthreiben s AQADE... | Zwei Stra lbiifdel SaGae... 

und s,Al F'. . .. von der | und Saepild’e’.... von der Bee 

Beſchaffenheit, daß jede zwei ſchaffenheit, dak jede zwei 

Punkte, z. B. A und A’ mit Strahlen, z. B. a und a’pmit 
3* 
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jeden drei übrigen, 3. B. bypundc’, dunddgleidhe Sinus— 
“ung Be osreven pret ubrigen | Doppelverhaltniffe bilden, 
3. B. Bund BY, C und OC, D | fo daß alfo 
und Di gleide Doppelver-|  sinac i 
hältnifſe bilven, ſo daß alſo sinbe 
AC AD __ AC, ADS | tft, heißen conform. Gig. 24.*) 
BC‘ BD ~ BC" BD 
tft, heißen conform. Sig. 23.*) 
Daf beive Definitionen Dajfelbe befagen, erhellt aus Lehrſatz 4. 
6. Erflirung. Daß Punkt-| 6. Erklärung. Oak Strahl- 
veihe sACBDE.... conform büſchel Sachde.... conform 


+ sin ofa! 














Punttreihe sACBDE'.... Strahlbüſchel Sa'c’b’d'e’.... 
ift, wird im Folgenden be- ift, wird im Folgenden be- 
zeichnet werden durch zeichnet werden durch 


s ACBDE....7 s,A/OBD'E’.... Sachde.... A S'a’c'b'de’.... 

7. Erklärung. Auch ungleihartige Gebilde, Punkt— 
reihe sACBDE.... und Strahlbüſchel Sachde.... Fig. 23. 
pie in eine ſolche Lage gebracht werden finnen, dag der 
Strahl a durch den Punft A, der Strahl b durch den 
Punkt Bu. f. w. geht, oder . 

Ungleidhartige Gebilde von ver Beſchaffenheit, daß 
bas DoppelverhaltnifR der durch vier Elemente A, C, B,D 
der Punttreihe gebildeten Abſchnitte gleich tft bem Dop— 
pelverhdltnif der Sinus der durch vier Elemente a,c, b,d 
des Strahlbüſchels gebildeten Winkel, heißen conform. Es 
wird dies burd 

s,ACBDE....7 S,achde... oder S,achde. 
bezeichnet werden. 

8. Erklärung. Bei awei | 8 Erklärung. Bei zwei 
couformen Punttreihen | conformen Strahlbüſcheln 
s,ACBDE.... und s,A’CBD'E”... | Sachde.... und Sia’c’b'd’e’.... 
werben je zwei folde Punfte, | werden je zwei folde Strah- 
wie A und A’, beren Bere | len, wie a und a’, deren 
bindungslinte a, wenn den Durchſchnittspunkt A, wenn 
Punktreihen die gehörige | den Strahlbüſcheln die gehs- 
Lage ertheilt wird, durch rige Sage erthetlt wird, auf 
einen und denfelben Puntt | einer und derfelben Gera- 
S Fig. 23. der Ebene geht, | den s, Fig. 24. liegt, entfp 
entfpredjende Punkte oder Ele- | hende Strahlen oder Ele— 
mente genannt. mente genannt. 

9. Erklärung. Qft eine Punftreihe einem Strahl. 








s ACBDE.... 














metria,) 
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büſchel conform, fo heift je etn Punkt A einem Strahl a 
entſprechend, wenn bei gehdriger Sage der letztere durd den 
erjteren geht. ig. 23. 

Aus § 1. Lehrfak 20. ergiebt fich fogleich dev 


10. Lehrſatz. Git eine 
Punktreihe sACBD.... und 
eine 3weite Gerade si, und 
find auf derfelben irgend dret 
Punkte A’, C’, BY gegeben, 
fo fann man, um auf der 
Tegteren Geraden eine der 
Reihe sACBD.... conforme 
Punktreihe herzuſtellen, 
nach Belieben jeden Punkt 
der s als jedem der s ent— 
ſprechend annehmen; dann 
erhält man zu jedem vier— 
ten Punkt der Reihe sACBD 
einen, aber auch nuv einen 
entfpredenden Punkt der 
Reihe s, ACB’. Fig. 25. 


| 10. Lehrfak. Iſt ein Strahl. 
| bifdel S,achd nnd 
ein zweiter Winkelfdeitel S, 
und ſind an demſelben drei 
Strahlen a’, c’, b’ gegeben, 
| fo fann man, um in letzte— 
jvem Winkelfdeitel einen 


pem Büſchel Sachd.... cone 
formen Strahlbüſchel hergu- 
ſtellen, nach Belieben jeden 
Strahl des S’ als jedem des 
S entfprehend annehmen, 
dann erhalt man gu jedem 
vierten Strahl des Büſchels 
S,achd einen, aber auch nur 
einen entfpredenden Strahl 
| des Büſchels Sa'e’b’. Fig. 26. 


Denn fegt man 3. B. feſt, A’ folle A, C’ folle C, B’ ſolle B ent- 
ſprechen, und man ſucht den dem Punkte D entipredenden, fo muß 
derfelbe, da D zwiſchen A und B ſich befindet nach § 1. Erklärung 3., 
ebenfalls zwiſchen A’ umd B’ fiegen, und da D nicht mit C zuſammen 
auf einer ber Streden AB oder AcoB liegt, fo barf anc), weil 
nach Erklärung 5. und Lehrſatz 4. die Aufeinanderfolge in beiden 
Punktreihen dieſelbe ſein muß, D’ nicht mit C’ jugleic) auf AB' oder 
Alco BY ſich befinden; ba nun der Figur 28. nach OC’ auf A’B’ liegt, 
mug D! nach A’co BY fallen. Iſt mm wieder 
AC | AD 


zo 'g = * 
6 ANC AD! _ 
fo mug alfo auch poppy =* 


alfo 





rae 
e8 aber nur einen einzigen folder 
Setzt man feft, daß A’ dem B, B’ 
bem A, C’ dem C entfprechen folle, fo mug der dem D entfprecyende 


ny = 
fein. Nach § 1. Lehrſatz 20. giebt 
Punkt, aber es giebt ftets einen. 


Puntt D’ wiederum auf A’co B’ fallen. Es muß dann fein 


BC BD _ k 
ye i apy = 
BC 
alſo BY XC 


XD! - 
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G8 findet fich alfo auch bei dieſer Annahme ein, aber auch nur ein 
dem D entfpredender Punt (der natürlich ein anderer iſt, als dev 
unter der vorigen Annahme gefundene). Gest man feft, vag C’ dem 
A, B’ vem C, A’ dem B entfprechen folle, fo muß dev unter diefer 
Annahme zu fuchende Punkt D’ auf der endlicyen Strecke C’A’ liegen, 
weil dev dem C entfprechende B’ auf C’oo A’ fich befindet. Aus die- 
fer Veftimmung und dev Fordering, daf 





cy er 
xy xp = & 
cnt 
alfo cy _ xB 
AD! ~~ k 


fein muß, findet fic) nad) § 1. Lehrſatz 20. ein eingiger Bunft; und 
fo bet jeder andern der fechs miglichen Annahmen. Cin Gleiches 
findet bet Strahlbüſcheln ftatt. 

Aus ver Erklärung 5. und dem Lehrſatze 2. evgiebt ſich folgen- 
pes Geſetz, von welchem im Folgenden ſehr häufig Gebrauc) gemacht 
werden wird: 

11. Lehrfag. Sind auf | 11. Lehrſatz. Sind in zwei 
zwei conformen Punftreihen | conformen Strahlbüſcheln 
s,QACDE.... und s,Q’A’CD'E’ | S,gacde.... und S’q‘a’e'd’e’.... 
zwei Punfte B und B’ zwi— 
ſchen entfprecenden Punk- ſchen entſprechenden Strah- 
ten C und'D, C’ und D’ ge-| fen c und d, e und d’ ge- 
egen und bilden fie mit legen, und bilden fie mit 
prei anderen entfpredhenden drei anderen entfpredenden 
Punften, 3 BQ, A, C; Q, | Strahlen, 3.B.q,a,c; qa, 
A’, Ci gleice Doppelver- | gleiche Sinus-Doppelver- 
hältniſſe, fo dag alfo | haltniffe, fo daß alfo 

Qa QB a’ QB | sin ga sin gb __ sing’a’ | sin q’b’ 

ca’ CB ™ Cx * CB | Sivea ‘sin eb ~ sin c’a’ * sin db! 
ift, fo find B und Bi eben- ift, fo find b umd b’ eben- 
falls entjpredende Punkte falls entfpredende Stra 
der gegebenen conformen, len der gegebenen confor- 
Punktreihen. Fig. 23. i men Strahlbiifdel. Fig. 24. 
Dein legt man Fig. 23. die conformen Punttreihen mit einem Paar 
entiprecjender Buntte, 3. B. Q und Q’ auf einanver, zieht (A~ A’), 
(CC), die fic) in S treffen und gieht dann (S~B), fo muß diefe 
Gerade auc) durch B’ gehn, weil es fonſt auf der Transverfalen s’ 


einen zweiten Punkt B” gibe, fiir den * . 8—28 
3 8 CA 


























3B Cal? Cpe Ware, 
was nicht möglich ift nad) § 1. Lehrſatz 20., da diefe Gleichung ſchon 
fiir B’ gelten ſoll. Es mug aber auch, wenn von dem fo beſtimmten 
Punkte S nach irgend einem anderen Punfte 3. B. D der Punktreihe 
s,QACDE eine Gevade gegogen wird, diefelbe durd) den dem D ent- 
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ſprechenden Punkt D’ der Punftreije s,Q’A’CDE’ gehn. Denn 
febuitte ev die s’ 3. B. in D', fo müßte anc * 8 = oe i 
fein nach Lehrſatz 2., was wiederum, da diefe Gleichung ver BVorans- 
ſetzung nach ſchon fiir D’ gilt, nad) § 1. Lehrſatz 20. unmöglich ift. 
Es find alfo beide Punftreihen sQACDE und s',Q’A’CD'E’ deme 
ſelben Strahlbüſchel eingefchrieben, und B und BY liegen auf demfel- 
ben Strahl, alſo find fie entfprechende Punkte. Auf gang analoge 
Weife überzeugt man fic) von der Richtigheit des Sages rechts. Man 
faßt gewöhnlich die Lehrſätze 10. und 11. gufammen, indem man fagt: 

12. Lehrſatz. Die Conformitdt gweier Grundgebiloe 
ift burd drei Elemente vollftindig beftimmt. 

Aus ver Definition der Conformitit folgt fogleich, dag, wenn 
zwei Doppelverhiltniffe einem und demfelben dvitten gleich find, fie 
auch einander gleich) fein müſſen: 

13. Sehrjak Zwei Grundgebilde, die einem und dem— 
jelben dritten conform find, find auch einanbder conform. 

Von beſonderem Intereſſe find bei zwei conformen Punttreihen 
die umendlich entfernten Punkte. Diefelben brauchen nämlich nicht ent- 
ſprechende Punkte gu fein, obſchon fic) die’ gutragen fann. Nimmt 
man 3. B. in Gig. 25. an, es entfprece A’ dem A, C’ dem C, B’ 
dem B, und e8 fei die Strede AB in 8 gleiche Theile getheilt, C 
liege um 5 folder Theile von A, alfo um 3 ſolcher Theile von B 
entfernt, die Strecke AB' fei in 9 gleiche Theile getheilt und C’ 
liege um 7 derſelben von A’, alfo um 2 derfelben bon B’ entfernt, 


fo ift x =3 ae =i Um nun den dem Punkt oo der Reihe 
s,ACB entfprechenden Punkt Q’ ver Reihe s’,A’C'B’.... zu finden, 
haben wir da a =1 iſt, nach § 1. Lehrſatz 2, die Gleichung: 
bya Ae 
Bie = 2 BQ? 


woraus folgt: 





Es liegt alfo Q’ rechts von B’ und zwar um 49 der Strede A’B’ 
von B’ entfernt. Um den dem unendlich entfernten Punkt dev Reihe 
s, A'C'B’.... entfprecjenden Bunt O der Punktreihe sACB.... ju 
finden, hat man ebenfo: 


7 5 AO 
yil=3: 9) 

AO 10, 

alfo 50 [a0 


Es liegt alfo O links von A und gwar um 4% ber Strede AB von 
A entfernt. 
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Bei zwei conformen Strahlbüſcheln überzeugt man fich leicht von 
ber Richtigheit des Sages: 

14, Lehrſatz. Bet zwei conformen Strahlbüſcheln 
giebt es ftets cin, aber auc nur ein Baar entfprechender 
Strahlen s, t; s, von dev Beſchaffenheit, dak fie etnen 
rechten Winkel einſchließen, daß alfo / st = 1R und 
Zst =1R ift Fig. 26a. 

Denn werden vie Strahlbüſchel S,ach und S'a’c’b’ in eine ſolche 
Lage gebracht, dag (aca’), (c'e’), (b*b’) auf einer und derfelben 
Geraden liegen, und ijt f die Gerade, auf der die Durchſchnittspunkte 
ber ent{predenden Strahlen Liegen, und fallen q und q’ auf einander, 
fo halbire man die zwiſchen S und 8’ liegende Strecte diefes gemein- 
famen Strahls in N und ziehe auf ign in N eine Senfrechte, welche 
bie f in M tvifft. Mit MS — MS’ als Halbmeffer beſchreibe man 
einen Halbfreis, der die s in S und T fdmeidet und giehe (S-S) 
und (S~Z), (S’~S)-und (S-D), oder s und t, s’ und t, fo find 
s und s’, t und t’ entſprechende Strahlen, und / st= / st’ = 1R. 
Zugleich fieht man, daß es tein anders Paar Strahlen von diefer Bee 
ſchaffenheit geben kann. 


1b. Erklaͤrung. Die Punkte 15. Erklärung. Die Strah— 


O und Q' Fig. 25. zwei— 
ev conformen Punktreihen 
S,ACB 0 und s',A'C'B’Q’ w, 


welde die Befchaffenheit ha- | 


ben, dag jeder dem unend— 
lich entfernten Punkte der 
anderen Reihe entfprict, 
heißen vie Gegenpuntte be- 
züglich der Punktreihen 
s,ACBo O und s',A’C'B'Q'o. 


fen s, t; 8’, t Fig. 26.a. zwei— 
ev conformen Strahlbifdel 
| Sachts und S/a’c’b’t’s’, welche 
die Befdaffenheit haben, 
daß fowohl / st, als / sit’ 
— 1R, und daß s’ dem s, ¢ 
bem t entſpricht, heifen die 
entfprecenden Strahlen der ent: 
fpredenden rechten Winkel der 
Strahlbifdel S,acbts und 
S'a'e’b't’s’. 


Es laſſen fic) nun leicht folgende Save beweifen, die gwar ſchon 
in § 1. Lehrſatz 16 erwähnt find, hier aber des Zufammenhangs 


wegen noch mals wiederholt werden 

16. Lehrſatz. Die Ab- 
ſchnitte AO, BO, welde auf 
einer bon zwei conformen 
Punktreihen s,ACB.... und 
s,A'CB’.... Fig. 25. von bee 
liebigen Punften A, B und 
bem Gegenpunfte O diefer 
Punktreihe gebildet werden, 
find umgefehrt proportional 
ben von den entfpredhenden 
Punkten A’, B und dem Gee 
genpuntte Q’ auf der ande- 


folfen. 

16. Lehrſatz. Die Tan— 
genten der Winkel as, bs 
welche in einem von zwei 
conformen Gtrabhlbifdeln 
Sach... und S’a'cb’..., Fig. Wa. 
von beliebigen Strahlen a, 
b und einem Strahle s des 
rechten Winkels st dieſes 
Strahlbüſchels gebildet wer- 
den, find umgefehrt pro— 
portional ben Tangenten 
| Der Winkel, die vow den ent— 
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ren Punftreihe gebildeten | ſprechenden Strahlen a’, b’ 

Abfonitten A’Q’, BQ’, ES} und dem dem s nicht ent— 

ift alfo fprechenden Gtrahle t’ ves 

rechten Winkels st’ des an- 

| deren Strahlbüſchels gebil- 

det werden. Es ift alfo 
tangas tang b’t’ 

| fang bs — tang at’ 

und ebenfo 

j tangat tang bs’ 


fang bt — tang as” 











Oder in etwas andever Faffung: 


17, Lehrſatz. Das Recht- 17. Lehrfak. Das Pro— 
ed, weldes gebildet wird | duft aus den Tangenten der 
aus den Abſtänden irgend| Winkel, die won irgend 
gweierentfpredender Punfte | zwei entſprechenden Strah- 
zweier conformer PBunttrei- | len gweier conformer Strahl- 
hen von ihren Gegenpunts | büſchel und den nicht ent- 
ten, ift conftant, oder es iſt ſprechenden Strahlen der 

- AQ’ =BO - BQ’ = CO | entfpredhenden rechten Wine 
.... fel gebildet werden, iſt con— 
ſtant, ober es ijt tang as 
+ tang a’t’ = tang bs - tang b’t’ 
= tang es-tange't’ und ebenfo 
tang at · tang a's’ = tang bt 
+ tang b’s’= tang ct- tangc’s’=.... 
Denn es ift, wenn sACBo OT sA’CB'Q'o ijt: 











AO «©, A'Q’ 
BO yo BQ 
ober, da nach § 1. Lehrſatz 9. Aco — Boo, A’o = Bio ijt: 
AO BQ’ 
50 = Kr 


Ebenſo hat man ferner 
AO __C'Q’, BO C’Q’ 
CO ~ HQ? GO BQ 
aus welden Gleichungen die Behauptung des Lehrſatzes 17 Links folgt: 
AO. A'Q' = BO-B’Q'= CO. C'QOU=.... 
Bei Strahlbüſcheln ijt, wenn S,achts A Sa’c’b’t’s’ ift, 
sin at sinas  sina’t’ sin a's’ 
sin bt * sinbs — sin b’v’* sin b's”? 
ober, da / st = / s't/ = 1R iſt, mit Berückſichtigung von § 1. Ere 
klärung 22. 





cosas | sin as ' 


cos bs’ sinbs — sin b’t’* cos bt”? 








cosa’t’ 
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sin at cos at cos as! sin als! 









































und : = pes 
sin bt" cos bt cos b’S'* sin b’s!? 
, tangas __tanga't! 1 | 
ober * tang bs ~ tang b’t! * 4; 
tang at tang a's! 
umd :l=1:—;; 
tang bt * 1 * tang b’s!? 
alſo iſt tangas tang bit! tang at __ tang b's! 
tang bs tang at’? tang bt tang a/s!? 
tangas __ tang et! tangat ¶ taug c's! 
el au ; = ; 
bbenſo auch tangs — tang a’t!? tang et tang a’s/? 
und tangbs __ tang c/t! tang bt __ tang c's! 
tanges ~~ tang b’t!? tang ct tang b/s’* 


Mus den Gleichungen Links folgt mm ſogleich 

tang as - tang a’t’ = tang bs - tang b’t’ = tang cs - tang c't’ =... 
aus den Gleichungen rechts 

tang at - tang a's’ == tang bt - tang b's’ = tang ct- tang c's’ =. 
womit alfo pie Sage 16, und 17. rechts bewiefen find. 

Es möge ſchließlich noch eine Hierher gehirige Aufgabe behandelt 
werden, nämlich: 

18. Anfgabe. Gegeben 18. Aufgabe. Gegeben 
gwei conforme Punktreihen | zwei conforme Strahlbuͤſchel 
sQAC.... und sQ’A’C...., gee | S.qac.... und Siq'a’e...., gee 
{uct der dem Punkt B ver | fut der dem Strahl b 
erfteren entſprechende Punkt des erfteren entſprechende 
B' vex Legteren. Gig. 23, Strahl b’ ves letzteren. 

Big. 19. 

Auflöſung. Man lege die beiven Punktreihen s,QAC.... und 
s,QA'C'.... Sig. 23. mit entfprechenden Punften Q, Q’ (die alfo 
Hier nidt die Gegenpuntte find) auf einander, ziehe die Geraden 
(A-A), (C— CO’), die fich in S treffen, und dann (S—B), fo ſchnei— 
det diefelbe die s’ im gefuchten Puntte B’ nach § 1. Lehrfatz 11 und 
nach obigem Lehrſatz 11. Ebenſo lege man in Strahlbüſchel S,qac...., 
und Siq/a’c...., Figs 24. mit entfpredenden Strahlen q, q’ auf ein- 
ander, und verbinde die Durchſchnittspunkte (a- a’), (c+ ce’) durch eine 
Gerade s, die von b in B getroffen wird, und ziehe (S’—B), fo ift 
dieß der dem Strahl b entfprechende b’ nach § 1. Lehrfag 11 und 
nach dem obigen Lehrſatz 11 in diefem Paragraphen. 

Es bleibt nun noc) übrig, die Berhaltniffe gu unterſuchen, die 
aus det verfehiedenen Lagen conformer Gebilde entftehen. Es können 
nämlich zwei conforme Punktreihen fic) in folcher Lage befinden, daß 
die Verbindungslinien a, b u. ſ. w. der entfpredenden Punkte A, A’, 
B, B.... Fig. 23. fich in einem gemeinfamen Centrum S ſchneiden; 
dieſe age foll die centrale heißen; over dieß ift nicht der Fall. 
Unter den unzähligen Möglichkeiten, die dann ftatt finden, ift wieder 
eine von Intereſſe, nämlich der Fall, wo die beiden Punttreihen 
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s,ACBD und sA’CB'D’ anf einer und derfelben Geraden 7 fliegen 
Gig. 27.5 oder mit anderen Worten, wo die Strahlen a, b,.... der 
Dig. 23. in eine einzige Gerade ſ gufammenfallen. Diefe Lage foll 
als die aziale begeichnet werden. Endlich fann die Lage weder cen— 
tral, noc) axial fein, wie Sig. 25. Desgleicjen haben wir bei Strahl- 
büſcheln die Möglichkeit, daß ig. 24. die Durchſchnittspunkte aller 
entfprechenden Strahlen auf einer und derſelben Geraden liegen; diefe 
Lage foll die axiale heißen, oder, daß died nicht der Fall ift; und 
gwar ift hier wieder ein befondever Fall von Intereſſe, wenn alle Durch— 
ſchnittspunkte A, B,.... der Fig, 24. in einen und denfelben Punkt S 
dig. 28. gufammenfallen, oder mit anderen Worten, wenn die confore 
men Strahlbüſchel den Scheitel S gemein haben; diefe Lage foll die 
centrale heifen; oder endlich, es findet keins von beiden ftatt, wie 
in Big. 26. Man hat alfo vie Fille: 

Bwet conforme Punftrei- | Zwei conforme Strahlbi- 
hen s,ACBD... und s,A’C' BD’ ſchel S,achd.... und Sia'c’b’d’... 





können fic) befinden in können fic) befinden in 
J. centvaler Sage Sig. 23. | I. axialer Gage Gig. 24. 
Il. axialer Gage Fig. 27. | IL. centraler Cage Gig. 28. 
LIL. weder centraler, noch axia- III. weder axialer, noch cene 
ler Lage Fig. 25. | traler Gage Gig. 26. 


Es foll jedoch im Folgenden die Bezeichnung feftgehalten werden: 

19. Erklärung. Der Kürze wegen foll vie unter L 
bezeichnete centrale Gage ver Punttreihen und ariale 
Lage der Strahlbifdel mit dem gemeinfamen Namen 
dev ,,perfpectivifdyen” Lage belegt werden. Auch die Lage 
ungleichartiger conformer Gebilde sACBD und S,achd 
foll „perſpectiviſch“ heißen, wenn jeder Strahl a, b, u. ſ. w. 
burd) den entfprecenden Punft A, B, u. ſ. m geht. 
Big. 23., 24, 

Der Fall IL, alfo die axiale Lage der Punktreihen 
und die centrale Gage der Strahlbifdhel foll mit dem 
Namen der „conjectiviſchen“ Lage gufammengefaft were 
ben. Sig. 27, 28. 

Der Fall UL, alfo die weber centrale nod axiale 
Lage der Bunktreihen und Strahlbüſchel foll mit dem 
Namen der „projectiviſchen“ Lage belegt werden. Auch 
ſoll mit „projectiviſch“ die Lage ungleichartiger confor- 
mer Gebilde begeichnet werden, in der bie Strahlen 
a, b, u. ſ. w. nicht durch die entfpredhenden Punfte A, B, 
u. ſ. w. gehen. Fig. 25., 26., 29. 


§ 3. Perſpectiviſche 


§ 


Perfpectivifhe Lage der Grundgebilde. 
1. Erklärung. Der Sdhei- | 


tel S des Strahlbüſchels 
S,achd Sig. 23. deffen Strah- 
len Verbindungslinien ent- 


fpredender Buntte der per- | 


fpectivifd liegenden confor- 


men Punktreihen s,ACBD 
und s,A'C'BD’ find, heißt 
das Projectionscentrum, die | 


Strahlen a,c, b, d heifen 
die Pvrojectionsftrahlen. 

Bundchft mug es uns darauf 
len, an welchem man evtennt, ob 
perfpectivifcher Gage befinden oder 
folgendem 

2. Lehrſatz. Zwei confor— 
me Punktreihen sACBD und 
s,A'CBD! Gig. 23. befinden 
ſich in perfpectivifder Sage: 

a. wenn die Verbindungs- 
linien dreier Paare entfpre- 
cheuder Punkte, z. B. a, c, b, 
durch einen und denſelben 
Punkt S gehen. 

B wenn fie mit einem 
Paare entfpredhender Punk— 
te, 3. B. Q und Q’ anf ein- 
anber fallen. 


Lage ber Grundgebilde. 


3. 
Proportionalitat 


1. Erklärung. Die Gerade 
s ber Punttreife s,ACBD 
Gig. 24, deren Punkte Durch— 
ſchnittspunkte entfpreden- 
der Strahlen der perfpecti- 
viſch liegenden conformen 
Strahlbüſchel S,achd und 
Salcb’d’ find, heift die Proz 
jectionsare, die Punkte A, C, 
|B, D heifen die SProjections- 
puntte, 
ankommen, ein Rriterium aufzuftel- 
fich ein Baar conforme Gebilde in 
nicht. Gin folches ift enthalten in 


2. Lehrſatz. Zwei confor- 
me Strahlbij del Sachd und 
Sia'cb'd’ Gig. 24. befinden ſich 
in perfpectivifder Sage: 

a, wenn die Durdhfdnitts- 
puntte dreier Paare entfpre- 
chender Strahlen 3.B. A, C,B, 
auf einer und derfelben Gee 
rabden s fliegen. 

6. wenn fie mit einem 
Paare entſprechender Strah— 
i ten, z. B. q und q’ auf ein— 
ander fallen. 





Der Sak a ergiebt fic) ſogleich daraus, weil, wenn alfo Fig. 23. 


bret Projectionsftrahlen a, c, b fic) in S fehneiven cine von S nach 
einem beliebigen Punkte 3. B. D dev Punttreife sACBD gezogene 
Gerade, auch burch den entfprechenden Punkt D’ der Reihe s’,A’'CBD’ 
gen mug, denn fehnitte fie die s’ in einem anderen Punkte D”, fo wire 
nach § 1, Lehrſatz 11. und § 2. Erklärung 6. s,ACBD S,MOCBD. 
Dies ift aber nach § 2. Lehrſatz 10. unmiglich, weil ſchon s,ACBD 
Ws A'CBD’ fein ſoll. Ebenſo beweift fic) der Sag a. rechts. 
Der Sak B folgt aus denfelben Gründen. Denn ſchneiden fich 
aude in S, und man zieht von S nach dem Durchſchnittspunkte 
ver Geraden s und s’, in dem alfo Q und Q’ vereinigt find, und 
ebenfo nach einem beliebigen Punkte D der Reihe s,ACBD, fo mug 
diefe Gerade auch durch D’ gehn. Denn ginge fie urd) D”, fo wire 
s,QACD F s,Q/A’C'D’, nach § 2. Lehrjag 2., und es foll dod 
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sQACD 7 s,Q’A’'CD’ fein. Es muß alfo SD durch D’ gebn. 
Ebenſo überzeugt man fic) von der Richtigkeit ves Sages 6 redts. 
3. Uufgabe. Gegeben zwei 3. Aufgabe. Gegeben zwei 
ungletdhartige conforme Ge- ungleidartige conforme Ge- 
bilde: Punktreihe sACBD....  bilde: Strahlbüſchel Sachd... 
W Strahlbiifhel Sachd....| und Punktreihe sACBD.... 
Es foll die erftere in den Es foll dev erftere fo Aber 
legteren fo hineingelegt | bie letztere gelegt werden, 
werden, ba fie fic) in per- Daf fie fic) in perfpectivi- 
fpectivifcher Gage befinden. | {cer Lage befinden. 
Auflöſung. Beide Wufgaben find offenbar vem Wefen nach 
identiſch, nur foll das eine Mal ver Strahlbüſchel, das andere Mal 
die Punktreihe als eine bejtimmte Stelle ver Ebene einnehmend vor- 
ausgefest werden. Sm erften Falle ziehe man durch S eine beliebige 
Gerade Fig. 30., mache SI, oder ST, = AC; SA, over SA, = AB, 
ziehe beliebig (,—M,); die den Strahl ain M, trifft, und (A,—%,) 
||@,-M,), die ihn in A, trifft, fo verhalt fic) SM,:U,M, 
=AC:BC. Dann ziehe man durch M, eine Pavallele zum Strahl 
b, welche den Strahl c in C, ſchneidet und giehe A, C,, fo ift auch 
YC, :B,C, =AC:BC. Nun mache man A, C; = AC und giehe 
durch C, eine Parallele zum Strahl a, vie ven Strahl c in C, 
ſchneidet und Lege durch C, cine Parallele gu (A, — By), fo wird 
A,C, =AC md B,C, = BC. Denn es verhalt fic) A,C, : B,C, 
=%,€,: 8,6, =AC:BO; umd da A,C, = AC ift, mug B,C, 
=BO fein. Der Strahl d muß dann durch einen ſolchen Punt 
D, gehn, bag B,D, =BD fff, weit 45 AP — dem Quotienten des 
Sinus-Doppelverhialtniffes ves Strahlbüſchels S,achd fein foll, und 
A,C, =AC, B,C, = BC iſt, alſo nach § 1. Lehrſatz 20. es mur 
einen Punkt giebt, welcher der Aufgabe geniigt. Dagegen ift angen- 
febeinlich, da alles, was an bem einen durch den Puntt S auf 
dem Strahl a hervorgebradhten Abſchnitte SX, ausgefiihrt wore 
den ift, arch an dem anderen Abſchnitte SX, hatte vorgenommenen 
werden können. Es hatte alfo die Punktreihe s,ACBD nicht blos 
in die Lage s,,A,C,B,D,, fondern auc) in die Lage s,,A,C,B,Do 
gebracht werden können. Es miiffen aber s, und s, parallel fein, 
denn fehnitten fie fic) in einem Punkte R 3. B. rechts von B, fo 
miifte nach § 2. Lehrjag 2. Bo fe = pha fe fein, ober, ba 
A,C, =A,C, = AC, B,C; = B,C, ="BC” ft, es müßte 


ne = BR fein. Es wive aber B,R == A,R—A,B,; BR 




















cine Gleichung, die nur dann miglich ijt, wenn entweder AB = 0; 
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oer AAR=A,R=@ angenommen wird. Da nun erſteres nicht 
ber Gall ift, mug letzteres fein; d. h. s, mug i]s, fein Daraus 
folgt ſogleih “SA,C, =/SA,C,, folglich, weil auch / A,SC, 
= 7 A,SC, und ‘A, C, A,C, ijt, A A,SC, S/AA,S8C,, 
alſo SA, =S5A,. Wird ferner (S—T,)-Ls, gezogen und rückwärts 
verlingert, fo dag (S—T,) +s, wird, fo wird and) ST, = ST,. 
— Goll dagegen, bet der Aufgabe rechts, die Punttreihe nicht von 
dem Orte, den fie einnimmt, fortbewegt werden, fo hat man zunächſt 
einen Winkel ac in folcher Lage zu confiruiven, dag feine Schenfel a, 
© begiiglich durch A, C geht. Bu dem Zwecke Lege man an die 
Gerade s eine beliebige, diefelbe in A tveffende Gerade a Fig. 31. 
und lege in einem beliebigen Punkt S' derſelben an fie eine Gerave c, 
fo daß ac’ — ac ift, und ziehe durch C gu c’ eine Parallele c, welche 
bie a in S ſchneidet, fo ijt aud) ac ac. BWird nun ein Kreis durch 
A, C, S gelegt, fo find alle Pevipheriewintel, deren Scheitel auf vem 
Bogen AGC liegen und deren Sehenfel durch A, C gehen, gleich ac. 
Gs mug alfo dev Scheitel S ves zu confiruivenden Strahlbüſchels 
S,achd jedenfalls ixgendwo anf dem Bogen ASC liegen. Ebenſo con- 
ftrnive man iiber CB cinen Rreisbogen, der den Winkel cb gum Pe- 
ripheriewinkel hat. Beide Kreisbigen fcjneiden fic) auger in C num 
noch in einem Punkte S,, welded der gefuchte Punkt fiir ven Sehei- 
tel S ijt. Denn wird an den Strahl b, noch ver Strahl d, unter 
einem Winkel b,d, = bd gefegt, fo mug nach § 1. Lehrſatz 20, d, 
durch D gehen. Sm Borigen war angenommen, dag die Mittefpuntte 
M,, M, dev Kreisbögen AS,C, BS,C oberhalb s liegen. Allein es 
giebt offenbar nod ein Paar, der Nufgabe genügende Kreisbögen 

AS,C, BS,C, deren Mittelpunkte M,, M, unterhalb s ſich befinden. 
Nut ift ber’ Radius AM, =AM,. ‘Den jieht man AM, =CM,, 
jo wird ber Centriwintel AM, C=2. ayc,, alfo in dem gleichfajent- 
figen Dreieck AMC 7# CAM, = / ACM, =90—a,c,; ebenfo 
iſt “CAM, = Z ACM, =90—a, c, und da asc, =a,c, ft, 
fo ift / CAM, £/CAM,, Z ACM, ‘= ACM, alfo ſind die 
Dreiecke AM,C und AM,C congruent ‘md M,M, halbirt vie AC 
in E und itejt auf ihr feutrecht wid s halbirt dugetehrt vie M, M,; 
ebenfo wird MM, von s halbirt und 7 BFM, = / BFM, ijt 
= 90°. Nun iit CS, die den Kreiſen um M, umd M, gemeinfame 
Sehne und nag einen befaunten Gage der Planimetsie jteht die Cen⸗ 
trate Qa —M,) L(C—S,) und halbirt CS, in G,; ebenfo ift 
(M,~ pits ! (é- S,) und halbirt CS, in G,. Mun ſchneiden 
fih (M,-My) und (M,—M,) in einem Punkte H ber s und es iſt 
‘7 CHG, =/ CHG, ; ferner ift LCG ,H= / CG,H = 90°, 
CH = CH, aljo A CHG, & A CHG,, alfo CG, =CG, und 
CS,=CS, m / HOS, = / HCS,. Bird jerner (8,78,) gee 
zoget, welthe die s in R epneidet, fo ijt in den Dreiecken és 8 BR und 
CS,R Seite CR= CR, CS, =CS,, 78,CR= /8, ck, alſo 
fin” fie congruent, folglich S,R=S, wk, mo £8, RO= Z $s, RG 





§ 3. Perſpeetiviſche Lage der Grundgebilde. AT 
= 90°. Ferner bemerft man an Fig. 30. daß wenn die Punftreihe 
sACBD in die age s,,A,C,B,D, gebracht ijt, vie Punkte A,, C,, 
B,, D, von links nach rechts anf einander folgen, oder ein von A, 
aus fic) bemegender Punkt mug, um von A, nad C,, By, D, ju 
gelangen, ſich von Links nach rechts bewegen; ebenfo mug in Gig. 31. 
wenn Sin S, liegt, der Strahl a, um nach c,, b,, d, fucceffive zu 
fommen, fic) drehen, wie dev Zeiger einer Uhr. Bei der Lage sy, 
Gig. 30. aber folgen A,, C,, B,, Dz vow recht nach links auf eine 
ander und in Gig. 31., bei der Lage S, fiir S folgen a, c., by, dy 
in einer Richtnng auf einander, die der bei S, ftatthabenden entge- 
gengefebt ijt. Man hat alfo die Lehrſätze: 


4, Lehrſatz. Eine Puntt- 
reihe sACBD fann auf zwei— 
face Weife in einen con- 
formen Strahlbüſchel fo 
Hineingelegt werden, daß 
fie fic) in perfpectivifder 
Rage befinden. Beide Lagen 
s und s, find gu etnanbder 
parallel, und ihre ſenkrech— 
ten Ubftinde vom Scheitel 
S ves Strahlbüſchels find 
gleidh fang, die Richtung 
per Aufeinanderfolge der 
Punkte auf s, und s, entge- 
gengeſetzt. 

5. Aufgabe. Gegeben 
zwei conforme Punktreihen 
sACBD und SAOBD'; die- 
ſelben in perſpectiviſche 
Lage zu bringen. 





4. Lehrſatz. Ein Strahl— 
büſchel Sachd kann auf zwei— 
fache Weiſe über eine con— 
forme Punktreihe ſo gelegt 
werden, daß ſie ſich in per— 
ſpectiviſcher Lage befinden. 
Beide Lagen, S, und S, ſte— 
hen von der Axe s gleich 
weit fenfredt ab, die Ge— 
rabe 5,8, wird von s hal- 
birt und die Ridtung der 
Uufeinanderfolge ber Strah- 
fen in S, und S, ift entge— 
gengefegt. 


5. Aufgabe. Gegeben 
zwei conforme Strahlbiifdel 
Schd und Sia’c'b’d’; diefel= 
ben in perfpectivifhe Lage 
gu bringen. 


Auflsfung 1. Man Lege die Punktreihen s,ACBD und s’,A’C'B'D’ 


unter einem belicbigen Winkel mit einem Paar entfprechender Punkte 
Q und Q’ auf_einander, fo miiffen die Projectionsftrahlen (A A’), 
(C—-C), (B—B) wu. f. w. fich in einem und demfelben Buntte ſchnei— 
ben nach § 2. Erklärung 5. Gm Falle rechts hat man die Strahl 
büſchel fo gu Legen, daß ein Baar entfprechende Strahlen q und q’ 
auf einanderfallen, dann ſchneiden fic) a und a’, c und c’, b und db’ 
auf einer und derfelben Geraden. Fig. 24. ober: 

Aufléfung 2 Man befehreibe Fig. 32. über s,ACBD einen 
beliebigen Strahlbüſchel S,achd und trage s’,A’C’B/D’ nach Aufgabe 3. 
in denfelben hinein, wodurch man zwei Lagen s,,A,C,B,D, und 
8,,A,C,B,D, erhilt. Um die Aufgabe rechts gu löſen, ziehe man 
durch S,achd eine beliebige Transverſale s,ACBD und lege über dies 
jelbe nach Aufgabe 3. den Strahlbüſchel S’a’c’b'd’, wodurch man 
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zwei Lagen S,,a,c,b,d, und §,,a,c,b,d, Fig. 33. erhalt. — Da 
es bei Auflöſung 1. ganz beliebig ijt, welche Punkte und Strahlen 
man auf einander fallen läßt, und unter welchem Winkel mans und s’ 
Sig. 23. und in welder Entfermmg man S von S' Fig. 24. ane 
nimmt, da ferner bet Auflöſung 2. wieder ver Strahlbüſchel S,achd 
Big. 82. und die Gerade s,ACBD Pig. 33. beliebig ijt, fo folgt: 


6. Lehrſatz. Zwei gleichartige conforme Gebilde 
können auf unzählig viele Weifen in perfpectivifae Cage 
gebracht werden. 

Wird eine Punktreihe s’,A’C'B/D! nach Auflöſung 2. der Wufgabe 5. 
mit einer anderen iby conformen Reihe sACBD in perſpectiviſche Lage 
gebracht, fo daß fie einmal die Lage s,, dann s, erhält, fo fallen natiirlich 
auch in den gwel, fiir Annahme eines und deffelben Strahlbüſchels S,acbd 
miglichen Fallen zwei verſchiedene Paare entfprechender Puntte zu— 
fammen, Bei der Lage s, Fig. 32. (d. h. wenn s' nad s, fällt) 
fällt ein Burtt E’ over E, der s’ oder s, mit dem entfprecyenden 
Punkt E der s zuſammen, während, wenn s’ die Lage s, erhält, dev 
Punkt P' nach E, zu liegen fommt. Dagegen fallt dann ein ande- 
ver Punft EF’ ober F, dev s’ ober s, mit dem entfprecjenden F der 
s jufammen, wabrend, wenn s’ in s, fich befindet, der dem F ent 
fpvecende in F, liegt. Der Gegenpunft der Reihe sACBD iſt in 
beiden Fallen der Punkt O, denn ein vor S nach dem Punkt oo der 
8, gerichteter Strahl o, dev alfo mits, parallel iſt, ijt, weil s, || s,, 
and zugleich parallel s,, dev Gegenpuntt ver Reihe s,A,C,B,D, 
ift per Punft Q,, der der Reihe s,,A,C,B,D, der Punft Q., 
denn ein durch S nach dem Punkt oo der s gezogener und alfo der 
s paralleler Strahl q trifft die s, in Q,, die s, in Q,. Bird ein 
Strahlbüſchel Sya’e’b’d’ nach Muflofung 2, der Uufgabe 5. mit einem 
anderen ifm conformen Büſchel S,achd in perſpectiviſche Lage ge- 
brat, fo daß der Sdjeitel S’ einmal nach S,, dann nach S, fallt, 
fo fallen natitrlich auch in den zwei fiir Annahme einer und derfelber 
Punttreife sACBD möglichen Fallen gwet verſchiedene Paare ent- 
fprechender Strahlen gujammen. Bei ver Lage S, Fig. 33. (d. h. 
wenn S’ nach S, fallt), fällt ein Strahl e’ over e, des S’ ober 8, 
mit dem entfpredenden Strahl e des S gufammen, bet der Lage S, 
dagegen fallt ein anderer Strahl f’ oder f, mit dem entfprecenden 
f ves S zuſammen. Die Schenkel der entfprechenden rechten Winkel 
find in S,achd die Strahlen s, t, in S,, die Strahlen s, und t,, in 
S, die Strahlen s, und t,. Denn zieht man in die Mitte von 
SS, cine Senfrechte, welche die zur Axe angenommene s in M fehnei- 
pet, und befchreibt mit MS = MS, einen Kreis, fo geht diefer auch 
durch 82; denn in den Dreiecken MGS, und MGS, ijt MG = MG 
and nach Auflöſung 2 per Aufgabe 5. und Lehrſatz 4. ift GS, 
= GS,, 7 MGS, = 7 MGS, = 90°, nach Lehrſatz 4. alfo 
AMGS,LAMGS,, alfo MS, =MS,. Schneidet mm der 
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Kreis die s in S und T, fo find s und t in 8; s, und t, in 
S,; 8, und t, in S, die entfprechenden Schenkel der rechten Winkel. 
Es läßt fic) num leicht beweifen der 


7. Lehrſatz. Bwet cone 7. Lehrſatz. Zwei confor- 
forme Punftreihen s,ACBD | me Strahlbiifdel Sachd und 
und s,A’'CBD’ Laffen fic | Sia’c’b'd’ Laffen fic bet Bei— 
bei Beibehaltung des eine | behaltung dev einmal (will- 
mal (willfiirlich) gewählten kürlich) gewählten Punttreihe 
Strahlbüſchels Saebd (Auf-|sACBD (Wuflifung 2. der 
löſung 2 der Unfgabe 5.) | Wufgabe 5.) auf gwet Are 
auf gwei Urten in perfpecti- | ten in perfpectivifde Lage 
viſche Lage bringen, indem bringen, indem zwei vere 
zwei verfciedene Paare ents | fchiedene Paare entſprechen— 
fprechender Punfte E und HE’) der Strahlen e und e’ (oder 
(oder E,), oder F und F’|e,) oder f und f’ (oder f,) 
(oder F,) auf einander fal- auf einander fallen, und 
fen, und zwar fliegen die | gwar liegen die Schenkel der 
Gegenpunfte in ber Mitte | entfpredenden rechten Win- 
zwiſchen diefen beiden Punk- fel in der Mitte zwifden 
ten; eS ift alfo fowohl auf | diefen beiden Strahlen; es 
sACBD EO =FO, als aud |ift alfo fowohl in S,achd 
auf s,A,C,B,D,, E,Q, | es=fs und et=ft, als and 
=F,Q,, als aud anf lin 8,,a,c,b,d,, e,s, =f,8, 
8, A, 4G B,D,, E,Q, = F,Qz. | und e,t, =fyty, als ang’ im 
Big. 3: 8 arta, bad, €,8, =f,8, und 
eats =fyt,. Big. 33. 

Denn gieht man in Fig. 32. durch S und O Sentredte auf die nach 
Lehrſatz 4. parallelen Geraden s, und s,, fo ift, weil (S—O) |} s, 
Is, ijt, NOO=T,S; N,O=T, Pi alfo nach Lehrſatz 4. N,O 
=N,0; jerner ift ZE, N 0=/F 2N,O = 90° umd / E, ON, 
= /F,ON,, aljo \ B,ON, &/ #,0N,, folgliy BO = F,0 
oder EO= FO. Wis gleichen Grinder ift aud) E,S = E,S, mn 
FS=F,8, Q,S8=Q,S. Ferner ijt, pa (Q,— Q,) Il Ils ift, bas 
Biereéd E. 1Q, 0) und ebenfo F,Q,SO ein Pavallelogramnn, ae 
E,Q, =f, 6 — 80. Da ferner FS=F,S, Q,8 
Z4,8F, =/7 Q. ae aft, iſt AQ, SF, SA Q: SF,, O38 
QE =0,F, =80 2E,Q,, alfo F/Q, =E,Q,.” Gbenjo ijt 
A Q,8E,, alfo OE se =s80=Q,F,, 
a Ke 2Q, F, — Sn Fig. 33. ift ver Peripheriewintel 
88S ‘poet es = 78, IS, over sa AGP TLAGS,f ijt, 
e= Z8,TS. Da mm das Viered SSS, ZT vem Kreis um di 
eingefeirieben ijt, fo ijt 7 S,26E=—/ FSS >. h. gleich ts, alfo ijt 
es=fs. Ferner iſt /S8,ST over et—= /8,SF = /8,SF 
d. h. = ft, alfo et = ft. ‘erner ijt 7 SS, S over 8, = /FS, 6. 
Regen ver Congruenz der Dreiecke FSS und FS 1S ‘aber - ZFS, S 


Weifendorn, Projection. 
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=/FS,G, d. h. =f,s,, alfoe,s,—f,5,. Ferner ift 7 SS,F oer 
et, = 7 TSS = 180° —S8,X, weil das Viereck SSS,T dem 


= /ES,6= /8S,S= /S8,G, d. h. = fs, aljo e,8, 
=f,3,; und da endlich) A ES,T& A EST iſt, fo ijt 7 ES,L 
oder entg = / ES,F= /SS, ZL SST, oder da das Viereck 
SSS, T dem Kreije eingeſchrieben sft, — 180° — 88. T, d. h. = f,t,, 
alſo ent, =f,t,. 

Da ferner nach Lehrſatz 6. zwei gleicjartige conforme Grundge- 
bilde auf unzählig viele Arten in perfpectivifehe Lage gebracht werden 
können, fo fiegt ein tieferes Cingehen auf dieſe Verhiltniffe nahe; und 
in der Chat giebt Aufſchluß iiber die aus diefem Umſtande entſprin— 
genden Begiehungen folgender 








8. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei conforme Punktreihen 
3AOBEx und s',A‘o BRYG 
in perfpectivifder Lage und 
wird die cine sAOBEx feft- 
gehalten, die andere aber fo 
bewegt, daft fie, ohne umge- 
flappt gu werden, mit er- 
fterer perfpectivifd bleibt, 
und bag in ihrem Durch— 
ſchnittspunkte daffelbe Baar 
entfpredender Punkte HE 
und E’ vereinigt bleibt, fo 
beſchreibt das Projections. 
centrum S einen Kreis, def- 
fen Mittelpuntt der Gegen- 
punft O dev feftgehaltenen 





8. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei conforme Strahlbii- 
{hel Sabge und Sta’b’q’e’ in 
perfpectivifder Lage und 
wird der eine Sabge feftge- 
halten, der andere aber fo 
bewegt, daß er, ohne umge- 
flappt gu werden, mit erjte- 


vem perfpectivifd bleibt 
und dag in der Berbin- 
dungslinie ihrer Scheitel 


daſſelbe Paar entſprechen— 
der Strahlen e und e vere 
einigt bleibt, fo bewegt fic 
die Projectionsaze s ihrer 
anfänglichen Gage parallel 
fort. Sig. 35. 


Punktreihe sy AOB ift. Fig. 34. 

Es feien O und Q’ die Gegenpuntte der bezüglich auf den Ges 
raden s und 8’ befindlicjen conformen Punktreihen, fo wird, wenn 
man beide in perfpectivifcher Lage an einander Legt, indem man fte mit 
einem Paare entfpredjender Punkte E and E’ auf einander fallen läßt 
(in dev Figue hat man ſich alfo in P zugleich den Punkt H’ liegend 
vorguftelfen), und die s’ 3. B. in die Lage s, bringt, fo dag A’ nad 
A,, BY nad B,, Q’ nach Q,, EH’ nach P, faͤllt, das zugehörige Pro⸗ 
jectionscentrum S, gefunden, indem man durch Q, eine Parallele zu 
s und durch O eine Bavallele gus, zieht. Denn erſtere geht durch 
den unendlich entfernten Punlt der s und den ihr entſprechenden Q,, 
letztere durch den unendlich entfernten Punkt der s, und den ihr ent- 
fpvechenden Q,; es find alſo o, und q, Projectiousſtrahlen und ihr 
Durchſchnittspunkt S, das Projectionscentrum. Bringt mans! in die 
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Lage sy, fo daß aljo A’ nach A,, B’ nach B,, Q’ nah Q, fällt, 
waprend nach wie vor E’ mit E jufammenfillt, fo hat man, um 
das jetzige Projectionscentrum S, ju finden, wieder uur durch O eine 
Parallele gu sy, durch Q, eine Parallele gus zu legen. Im erfte- 
ren Galle entfteht cin PBarallelogramm H’OS,Q,, in weldem 8,0 
=EQ, ijt, im gweiten Falle ein Parallelogramm E’OS,Q,, in 
welchem S,O = HQ, ijt, Nun ijt aber HQ, = HQ, = HQ, 
alfo aud S,O=8,0; es iſt alfo S, ebenfoweit von O entfernt, 
alg S,, und ein Gleiches läßt fic) unter den oben gemachten Voraus— 
fegungen von jedem anderen Projectionscentrum dev beiden Punttrei- 
hen beweijen. Es liegen alfo S, und S, auf dev Pevipherie eines 
um den Gegenpuntt O der feftgehaltenen Punktreihe mit vem Radius 
OS, = OS, befehricbenen Kreiſes. — Es feien ferner zwei conforme 
Strahlbüſchel S, abqe Fig. 35. und S’a’b’q’e’ dadurch in perfpectivi+ 
ſche Lage gebracht, daß man fie mit einem Paare entſprechender Strah- 
Len e und e” aufeinander gelegt hat, und gwar möge S’ nach S, fal- 
fen. Es fehnetven fic) dann die entfprechenden Gtrahlen auf einer 
Geraden oder Ave s,. Mit welchem Strahlenpaare man anch die 
conformen Strahlbüſchel S,abqe und S’a’b’q’e’ auf einander Tegen 
mag, ftets muß es ein Paar entfprechender Strahlen geben, die pa— 
rallel mit einander find. Denn ijt s, die Axe, auf dev fic) a und 
a, (oder a’), b und b, (oder b’) ſchneiden, fo find die durch S und 
S, gus, parallel gezogenen Strahlen entſprechend, denn fie ſchneiden 
fic) im umendlich entfernten Punkte der Axe s,. Es fein alfo hier 
q und q, die pavallelen Strahlen. Wird jekt der Sdeitel S’ an 
einen anderen Ort S, verlegt, jedoch fo, da auch jet noch e unde’ 
auf einander fallen, fo fommt, weil dabei der Winkel e’q’ nicht vere 
ändert wird, ber Strahl q’ in die Lage q., alfo, da e’'g, =e'q, ift, 
wird ev parallel q, und folglid) auch parallel q. Da nun nach 
Lehrſatz 2.6. Strahlbüſchel S.,a,b,q,e’ perſpectiviſch mit S,abge ift, 
müſſen fic) die entfprechenden Strahlen auf einer und derſelben Gee 
yaben, oder Axe, ſchneiden. Nun ſchneiden fic) aber q und q, mur 
im Unendlichen, da fie parallel find. Es muß alfo die fragliche Axe 
Sy, ebenfalls parallel gu q umd q, und alfo auch gus, fein. 

Die Betrachtung ver Fig. 34. geigte, dak das BVierec EOS, Q,, 
ein Barallelogramm ft, e8 entfteht die Frage, ob nicht unter Um— 
ftdnden diefes Parallelogramm in eine Raute oder auch in ein Qua— 
brat itbergehn könne. G8 müßte ann alfo Fig. 36. EO = EQ’ 
fein, d. h. e8 müßten ein Baar entfprechender Punkte E und EH’ gleich 
weit von den Gegenpuntten abftehn. Es fragt fic), ob dies moͤglich 
iſt. Hierüber giebt § 2. Lehrſatz 17. Aufſchluß, in welchem gezeigt 
war, daß das Rechteck aus den Abſtänden zweier entſprechenden Punkte 
von den Gegenpunkten einen conſtanten Inhalt Hat. Bezeichnen wir 
dieſen mit k2, fo ift alfo OA. Q’A’ = OE- QW =....=k? 
Nehmen wir nun in ver Reihe sHAOco einen Punft an, der unt 
die Strede k von O entfernt ift, 3. B. G, und fuchen den entſpre— 

4% 
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Genden Punkt der Reihe sH’A’cc Q’, fo muß diefer evftens, wenn G 
awifchen oo und E liegt, fich zwiſchen Q’ umd P' befinden, zweitens 
mug OG-Q’G’ =k? umd va OG = k ift, aud QG =k fein. 
Nimmt man, was offenbar auch möglich ift, einen gweiten Punkt H 
in dev Entfernung k von O nach der anderen Seite hin an, alfo 
zwiſchen O und oo, fo muß der entfprechende Punkt H’ gwifden oo und Q’ 
Tiegen und ba OK. QH’=k? und OH =k ijt, mug and Q'H’ 
=k fein. G8 giebt alfo ſtets zwei, aber auch nuv zwei Punfte G, 
H, welche dieſe Gigenfehaft haben. Werden num die Punktreihen mit 
einem diefer eutſprechenden Punktpaare auf einander gelegt, fo ijt alſo 
Gig. 38. das Viereck GOSQ’ eine Rante, und wenn man die Puntt- 
reihe s’ | s [egt, cin Quadrat. Etwas Aehnliches findet auch bei 
den Strahlbüſcheln ftatt. Mach § 2. Lehrfag 17. Hat das Produkt 
der Tangenten der Winkel, die von irgend zwei entfprechenden Strah— 
Let und den nicht entſprechenden Strahlen dev rechten Winkel gebildet 
werden, einen conjtanten Werth k2. G8 ijt alfo tang as. tang a’t’ 
=tanges.tange’t?=...=k?. Wahlt man mun in einem Strahlbuͤſchel 
S,esat einen Strahl g fo, dag tang gs =k ift Fig. 37., und liegt 
diefer Strahl g 3. B. in dem Flaͤchenraum ves (nach § 1. Erklaͤ— 
rung 22.) fpigen Winkels as oder at, fo muß auch dev entfprechende 
Strahl g’ innerhalb a’s’oder aſt' liegen. Zugleich mug fein tang gs. tang g’t’ 
=k2, folglic) ba tang gs =k ijt, gt’ = gs, alfo tang as. tang a’t! 
== tang es. tang e't’ = k? = tang? gs = tang? gt’, Es folgt zu⸗ 
gleich, da st = s't’ = 90° ift, gt = 9's’, alfo, ba tang gt = cotang gs 











=f ijt, tang gt. tang g’s’ = * alfo tang at. tang a’s’ = tang et 
- tang e's’ = = = tang? gt = tang? g’s’ Wird aber g anf der 
anderen Seite von s angenommen, fo dag es nach h in den Flächen— 
raum des Winkels es oder et fällt, ver Art alfo, daß tang hs = k ift, fo 
muß auch h’ in e’s’ ober e’t’ fallen und tang h’t’ = k, affo h’t’ = hs fein. 
Alſo ift tang as. tang a't’ = tang es. tang e't’ = k? = tang? hs 
==tang? h't’, und, wie man fogleic) fieht, auch tang at. tang a's’ 
= tang et. tang e's’ = s= tang? ht = tang? h’s. Daß es näm— 


ee 
lich innerhalb des Winkels SST und SST nur ein eingiges Paar 
entfprechender Strahlen g und g’ geben kann, fiir die gs = g’t” und 
alfo aud) gt = g's’ ift, erhellt fogleich. Denn ware noch ein Strahl 
G, Da, Dor der Befchaffenheit, dak gis — git’ wäre, und wäre g,s 
<gs, fo wire git'<g’t. Es wire alfo in dem Strahlbiifdel S 
die Uufeinanderfolge der Strahlen die: s, g,, g, t, im Strahlbüſchel 
S aber; s, g% gi, t, was dem Begriffe per Conformitit wider— 
fpricht, da fich dam g, und gi nicht auf derfelben Geraden ſchneiden 
können, wie s und s’, t umd t, g und g’, Ebenſo wenig kann es 
einen Strahl g, geben, der Art, daß g,s> gs und zugleich gos 
= git mire, Desgleihen giebt es in dem Nebenwinkel des Winkels 
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SST nur einen eingigen Strahl h von ver geforderten Beſchaffenheit. 
Man hat alfo den 

9. Lehrfak. In zwei con-; 9. Lehrſatz. Gu gwet cone 
formen Bunftreihen 5BAO, | formen Strahlbüſcheln Sesat 
und s/E’A’o Q’ giebt es ftets | und S‘e's‘a’t’ giebt e8 ftets 
zwei, aber auch nur zwei zwei, aber auc) nur zwei 
Paare entfprechender Punfte | Paare entfpredender Strah- 
G und G, H und H, die} Ten g und gi, h und bi, die 
gleidweit von den Gegen- | gleidweit von den nicht ent- 
punften abftehn, fo daß OG | fprechenden Strahlen der 
G = OH = QW’ ijt. entfpredenden rechten Wine 
fel abjtehu, fo daß gs=— git 
=hs=h't’ und gt = g’s’ 
=ht=h's’ ijt. 

Bon befonderem Intereſſe ift es noch, gu erforſchen, welche Um— 
ſtände eintreten, wenn die conformen Gebilde der Art in perfpectivi- 
ſche Gage gebracht werden, bag G und G’ oder H und H’, g und g’ 
oder h und h’ gufammenfatlen. Hieriiber gilt folgender 

10. Lehrſatz. BWerden| 10. Lehrſatz. Werden zwei 
zwei conforme Punttreihen | conforme Strahlbüſchel Ssgth 
s3GEAO® und sGE’A’o Q’| und Sis’g’th’ ber Urt in per- 
ber Art im perfpectivifde | fpectivifde Lage gebradt, 
Lage gebract, bag man ein daß man ein Paar derjeni— 
Paar derjenigen entſpre- gen entfpredenden Strah— 
chenden Punfte 3B. G und) len 3. Bg und g’ zuſam— 
G' gufammenfallen läßt, die menfallen läßt, die mit ben 
von den Gegenpuntten O | nicht entfpredhenden Strah- 
und Q’ gleichwett abſtehn, len der ent{predhenden rede 
und breht man dann, indem ten Winkel st und st’ gleide 
man die Gerade s fefthalt,| Winkel bilden, und läßt 
pie anbere s’ um den feften| man dann, indem man den 
Durchſchnitts punkt G@ oder Strahlbüſchel S  fefthalt, 
G', fo Dewegt fic) das Pro- den anderen S’ auf der Ver— 
jectionscentrum S auf der bindungslinie der Scheitel 
Peripherie eines Kreiſes, g oder g’ fortriiden, fo be- 
ber ben Gegenpuntt O der wegt fic) vie Projections. 
feften Geraden s gum Mit- axe parallel diefer Verbin— 
te(punft und OG=OH zum dungslinie ver Gmeitel g 
Halbmeffer hat. Fig. 38. oder g’. dig. 39. 

Der Sak links ergiebt fic) unmittelbar aus Lehrfag 8. denn es 
ift jet nach der Vorausfegung G’Q’ = GO, und da auch OS = G’Q’ 
tit, iff OS = GO = HO. — Was ben Sak rechts betrifft, fo ijt 
nach der Unnahme gs = g’t’, alfo 7 SSC = / SSC, alfo A SCS’ 
gleichſchenllig, alſo SC=S’C. Qn den Dreieden SBS’ und S’'AS 
ift ferner SS’ = S'S, / SSB over gt’ = / SISA ober gs, / S'SB 
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over 90° + gs = / SSA over 90° + g’t’, alfo A SBS’ 2 S’AS, 
alſo SA = SB, folglich ba SC =S8'C war, auc) SA—SC = SB 
—SC over AC= BC. G8 iſt alfo auch das Dreieck ACB gleich- 
ſchenklig und / BAC= / ABC. Nun ijt 7 ACB= / SCS, 
alſo 7 ABC = 90° —A% = / S80 = 90° =; falgtich 
(B—A) || (S~S), und hieraus fo wie aus Lehrſatz 8. folgt der Sak 
rechts. 





Bis jetzt haben wir zwei Gebilde betrachtet, es ſind nun die 
Verhältniſſe zu unterſuchen, die eintreten, wenn mehrere zugleich auftreten. 
Zunäãchſt uͤberzeugt man ſich ſogleich von der Richtigkeit er Regel: 

11. Lehrſatz. Liegen zwei Gebilde zugleich mit einem 
dritten perfpectivifd, fo folgt daraus nod nicht, daß 
fie auc gegen cinander perfpectivifc liegen. 

Denn, find z. B.s,,A,C,B,D,, s,,A,C,B,D,, 8,,A,C,B,D, 
bret conforme Punktreihen, von denen die beiden erften mit ber drit- 
ten fic) in perſpectiviſcher Lage befinden, fo fann dabei ſehr wohl der 
Fall cintreten, daß die erfte und dritte Punktreihe mit den entſprechen— 
den Punften A, und A,, die zweite und dritte aber mit_einem ande— 
ven Baare, 3. B. mit C, ud C, auf einander fallen, Ob nun auch 
die erfte und gweite mit einem Baar entfprechender Punkte auf eine 
ander fallen, bleibt aber zweifelhaft, denn es Fann fowohl dag eine 
als bas andere jtatt finden. Während fich alfo im Allgemeinen nichts 
beftimmen (apt, kann man fiir die befondeven Fille, daß alle vrei 
Punktreihen fic) in einem und demſelben Punkte ſchneiden, und daß 
bret Strahlbuͤſchel denfelben Strahl gemein haben, dew Sag aufftellen: 

12. Lehrfag. Liegen von | 12. Lehrſatz. Liegen von 
pret conformen Punttreihen | bret conformen Strahlbü— 
bie erfte und gweite mit der ſcheln der erfte und gweite 
britten perfpectivifd und mit tem dritten perfpecti= 
ſchneiden fic) alle dret in| viſch und Liegen ihre Schei— 
einem und demfelben Punk— | tel alle drei auf einer und 
te, fo liegen auch die erfte | derfelben Geraden, fo lie— 
und zweite gegen cinander gen aud) dev erfte und zweite 
perfpectivifd) umd die drei gegen einander perjpecti- 
Projectionscentra fallen ent-  vifch und die drei Projec- 
weber zuſammen ober lie- tionsaren fallen entweder 
gen auf einer und derfelben zuſammen oder ſchneiden 
Geraven. Fig. 40. amd 41. fic in einem und demfelben 

Punkte. Fig. 40. und 42. 

G8 feien die bret Punftreihen s,,A,C,B,D,, s,,A,C,B,D,, 
s,,A,0,B,D, einander conform und die erfte liege mit per dritten 
perſpectiviſch, fo dag fich die Projectionsftrahlen in S, fchneiden, die 
zweite Liege auc) mit der dritten perfpectivifch, fo daß die Projections- 
ſtrahlen fic) in S, ſchneiden, und alle drei migen fic) in einem und 
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demfelben Punkte ſchneiden. Oa mm s,,A,C,B,D, VW und pers 
ſpectiviſch mit s,,A,C,B,D, fo müſſen in ihrem Durchſchnittspunkte 
zwei entfprechende Punlte, fie mégen E, und P, heifer, anf eine 
ander fallen. Es liegt aber auc) s,,A,C,B,D,  perfpectivifd) mit 
8, A,0,B,D, nach der Gorausfegung, es miiffen alfo auc in threm 
Burchſchnitispunkte zwei entfprechende Punkte vereinigt fein. Der 
dem gemeinfamen Durchſchnitispunkte P, der Reihe s,,A,C,B,D, 
entfprechende Punkt der Reihe s,,A,C,B,D, heiße mm B,, fo ift 
alfo nad) § 2. Lehrſatz 2. 

A,C, | A,E, 

B,C, * BE, 

AWC, AYE, AC, | Ay, 
alfa BC, TE, = BAC, TE, 
Es find alfo nach § 2. Lehrſatz 11. HE, und EH, entfprechende Punkte 
ber Reihen s,A,C,B,D, und s,,A,C,B,D,, und da fie gufam- 
menfallen, fo liegen diefe hunttreihen nach Lehrſatz 2.6. perſpectiviſch 
und ihre Projectionsſtrahlen ſchneiden ſich alſo in einem und demſel— 
ben Punkte S,. Nun iſt Strahlbüſchel S,azc,b.d, A Strahlbü— 
feel S,,a,c,b,d, nach § 2. Erklärung 5., da fic) a, und a,, cy 
und c,, u. f. w. auf der Geraden s, ſchneiden, und die Büſchel alfo 
perſpectiviſch legen fiir s, als Are. Werden mm S, und S, durch 
eine Gerade verbunden, fo find in derfelben nach § 2. Lehrſatz 2. und 
Erklärung 8. entfprechende Strahlen diefer conformen Strahlbüſchel, 
fie migen r, und r, heifen, veveinigt? Gs ſchneidet alfo (S,—S,), 
ba auf ihr der Strahl r, liegt, die Punftveihen s,A,C,B,D, und 
8,,A,C,B,D, in den entfprechenden Punkten R, und R,; es ſchneidet 
aber auc) (S,—S,), da auf ihr der Strahl x, liegt, die conformen Puntte 
reihen s, und s, in den entfprechenden Punften R, und Ry. Es ft 
alfo s,A,R,C,B,D, © s,,A,R,C,B,D, 7 8,,A,R,C,B,D,, 
folgtich aud) &,A,R,6,B,D, 7H s,A,R,C,B,D, nach § 2. kept 
fag 13.; und nach § 2. Lehrſatz 11. find R, und R, entfpredende 
Punkte dieſer Punttveihen, folglich da diefe perfpectivifdy liegen, R,R, 
ein Projectionsſtrahl, dev alfo durch S, geht, alſo mug (S,~8,) 
durch S, gehen, oder S, mit S, und S, anf einer und derſelben 
Geraden liegen. Nur das könnte noc) ftatt finden, daß alle drei 
Projectionscentva gufammenfielen Fig. 41. — Gind ferner Fig. 40. 
drei Strahlbüſchel S,a,c,b,d,; S,,a,c,b.d,; S,,a,c,b,d, con- 
form und liegen die beiden erjteven mit bem legteren perfpectivifeh, 
exfterer für bie Axe s,, letzterer fiir bie Are s,, und liegen S,, 8,, 
S, auf einer und derfelben Geraden, oder fallen drei ihrer Strahlen 
Ty, To, Ty anf einander, fo find r, und rg, r, und r, entfpredend 
nad § 2. Lehrſatz 2., alfo auch, da 
sinaye, sinayr, __simages sinagrs sin agey , sin agry 
Sinbyc, “Sinbyr, — sinbyc, ‘sinbgr, — sinbycy sinbyry 


iff, r, amd r, nach § 2. Lehrſatz 11. entfprechend, alfo Strahlbüſchel 


2 AsEy _ Ags | AgE, 
G, * ByH, ByC, * Bb, 
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S,,a,c,b,d, perfpectivije) mit Strahlbüſchel S,,a,c,b,d,. Num iſt 
Punkirelhe s,,A,C,B,D, A Punktreihe s,,A,C,B,D,, da fie dem 
Strahlbüſchei S, einbefehrieben find. Schneiden fic) dieſe mm in dem 
Punkte E, (oder E,), fo find hier zwei entfpredende Puntte EH, 
und E, vereinigt, Oa mm E, ein Punkt ver Projectionsaze s, ber 
Strahlbüſchel S, und S, ift, mug auch der dem Strahle e, bes er— 
fteven entſprechende Strahl e, des letzteren durch EK, gehu; da ferner 
E, cin Puntt ver Projectionsaze s, der Strahlbüſchel S, und S, 
ift, mug diefer Strahl e, auch dem Strahl e, entfprechen. Es iſt alfo 
Strahlbüſchel S,,a,c,b,d,e, A S,,a,c,b,d,e, A Sy,a,c,bsd,e, 
alfo aud) nad § 2. Lehrfag 13. S,,a,c,b,d,e, A Sz,a,c,b,d,e, 
und nach § 2. Lehrſatz 11. find e,, ©, entſprechende Strahlen iefer 
beiden Strahlbüſchel; ba diefe nun perjpectivifeh find, mug ber Durch— 
ſchnittspunkt ver Strahlen ©, und e, jugleich ein Punkt ihrer Axe 
sy fein; alfo geht auch diefe durch) den Punkt B, ober E,, und es 
faͤllt auch E, nach E,, E,, es ſchneiden ſich daher alle pret Pro— 
jectionsaxen in einem und demſelben Punkte; oder alle drei Pro— 
jectionsagen fallen zuſammen, wie in Sig. 42, Man wird übrigens 
leicht bemerfen, daß der Sag rechts die Umkehrung von dem links 
ftehenden ijt. Es läßt fic) gugleich diefer Lehrſatz noch anders aus— 
fpreden. Gind nämlich zwei Dreiede A,A,A, md B,B,B, in 
folcher Lage gegeben, daß die Geraden A,B, ober s,; A,B, oder 
8,5 A,A, ober s, fic) in einem und demjelben Puntte feyneiden 
Big. 40., fo fann man annehmen, es feien in diefem gemeinſchaftli— 
chen Durchſchnittspunkt die entfprechenden Punfte von conformen 
Punttreihen auf s,, 82, 8, vereinigt, e8 Ligen alfo in ihm Puntte 
E,, E,, B,, ferner fein A,, A,, A, entfpredende Punfte und 
ebenfo B,, B,, B,. Man fann mm auf einer der Geraden, 3. B. 
auf s, einen beliebigen Punkt, 3. B. C, annehmen, und die entfpre- 
chenden C,, Cy, auf sy, 8, beftimmen, fo dag alfo s,,A,C,B,E, 
XK 8,A,C,B,E, A 8,,A,C,B,E,. Gbenfo fann man die einem 
beliebigen anderen Punkte D, entfprechenden D,, D, beftimmen, fo 
pags, A,C,B,D,E, Ws,,A,C,B,D,E, 1 s,,4,C,B,D,E, ijt. 
Man hat dann drei conforme und perfpectivifd) liegende Punktreihen 
und fann den obigen Gag links anwenden. — Gind tm anderen 
Falle zwei Dreiecke A,A,A,, B,B,B, Fig. 40 in folcher Lage ge- 
geben, daß die Durchſchnittöpunkle S,, S,, S, ber Seiten A,A, 
abd B,B,, A,A, und B,B,, A,A, und B,By auf einer und der— 
felben Geraden fliegen, fo kann man 8,, 8,, S, ale Seheitel con- 
former Strahlbiifehel anſehn und in ihrer Verbindungslinie drei ent- 
fprechende, auf einander fallende Strahlen r,, r,, ry annehmen; man 
tann dann gu beliebigen Strahlen c,,d, die entfpredjenden c,,d,,¢,,d5 
beftimmen, fo dag Strahlbuͤſchel S,,a,r,c,b,d, A Sy, aor,c,b,d, 
KS5,agrgcgb,d, ift und dag fie zugleich alle perſpectiviſch liegen, 
worauf man den obigen Sak rechts anwenden fann. Man hat alfo 
den 
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13. Lehrſatz. Liegen die 
drei Durchſchnittspunkte §,, 
S8o, S, ver Seitenpaare AA, 
und B,B,, A,A, und B,B,, 
A,A, und BB, zweier Dret- 
ede A,A,A, und B,B,B, auf 
etner und derfelben Gera- 
ben r, (oder r, oder ry), fo 
convergiren die Geraden s,, 
So, 85, welche bezüglich die 
Puntte A, und B,, A, und 
B,, A, und B, verbinden, 
in einem und demfelben 
Puntte E, (ober E, oder E,). 
Big. 40. 
daß der Sag rechts die Umkehrung 


13. Lehrſatz. Convergiren | 
bie pret Geraden 8), 8, 85,) 
welche die Gen A, und B,,| 

A, und B,, A, und B,, zweier 

DreiedeA,A,A, und B,B,B, | 

verbinden in einem und dem— 

felben Punkte E, (oper EB, 

oder E,), fo liegen die Durch— 

ſchnittspunkte S,,S,, 8, be- 

pliglih der Geitenpaare| 

‘A,A, und B,B,, A,A, und | 

B\B,, A,A, und BB, auf 

einer und derfelben Gera- | 

ben r, (oder r, oder r,). 

Big. 40. 

Auch Hier fieht man fogleich, 
bes links ftehenden ift. 

Befonders wichtig find auch hier wieder die Verhiltniffe, die ſich 
zeigen, wenn harmoniſche Gebilde dadurch in perfpectivifde Lage gee 
bracht werden, dag man fie, nach Lehrſatz 2. 6. mit einem Paar ent 
{prechender Elemente auf einander legt. Es feien Fig. 43 die Punkt- 
reigen s,,A,C,B,D, und s,,A,C,B,D, harmoniſch, und folglich, 
ba nach § 1. Erklärung 23 ver Quotient des Doppelverhiltniffes bet 
beiden = 1 ft, conform. Gie feien ferner dadurch in perſpectiviſche 
Lage gebracht, daß man fie mit einem Paar entſprechender Puntte, 
3 B. mit A, und A, anf einander gelegt hat. G8 convergiver 
demnach die Projectionsjtrajlen (C,—C,) over c,, (B,—B,) oder 
b,, (D,—D,) ober d, in demfelben Puͤnkte S,. Da aber, wenn 

ALC. 


ift, auch —— Aste =1 

2Do 
ift, fo ift aud) Punktreihe s,,A,D,B,C, A s,,A,C,B,D, und da 
fie mit einem Paar entfpredyender Puntte A, und A, auf einander fallen, 
fiegen fie perfpectivife), und es ſchneiden fic) alfo auch die Geraden 
(C,~D,) over c,, (B,~B,), welcyes jegt b, heifen mag, (D,—B, 
oder d, al8 Projectionsftrahlen im einem und demfelben Puntte S,. 
Ebenſo überzeugt man fich fogleich, daß zwei harmoniſche Strahlbüſchel 
$,,a,c,b,d, und S,,a.c,b,d,, indem man fie mit einem Paare 
entfprecyender Strahlen b, und b, gufammenfallen (apt, auf doppelte 
Weiſe in perſpectiviſche Lage gebracht werden können, indem fic a, 
und ay, ¢, und cy, d, und d, auf s,; a, umd a,, c, und d,, d, 
und cy auf s, ſchneiden. Es entfteht alfo dev 


14. Lehrſatz. Zwei hare 14. Lehrſatz. Zwei hare 
monifdhe Punktreihen s,,| monifhe Strahlbifmel 8,, 
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A,C,B,D, und s,,A,C,B,Dy | a,¢,b,d, 
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und S,,a,c,b,dy 


Yinnen, wenn fie in ihrer | fonnen, wenn fie in ihrer 


Lage, mit cinem Paare ent- 
fpredender Punkte anf eine 
anber fallend, feftgehalten 
werden, als perfpectivifd 
für zwei verſchiedene Strahl— 
büſchel S, und S, angefehen 
werden. Gig. 43, 


Man fann diefen Sag nod) anders ausfprechen. 


15. Erklärung. Man vere 
fteht unter einem vollftindigen 
Bierfeit den Inbegriff bee 
liebiger vier Geraderc,,d,, 
Cy, dy, die alSybegrengt ane 
genommen werden Diefe 
Geraden heißen die Seiten 
pes Bierfeits, ihre feds 
Durdhfdnittspuntte C,, S,, 

or C,,D, die Eden des— 
felben, Es hat drei Paar 
gegentiberliegender Eden: 
C, und D,, 8, und 8,, C, 
und D,; die drei Berbine 
bungslinien jedes Paares 
Gegeneden, alfo vie Gera- 
den s,, b, (oder b,), 8, hei- 
fen die Diagonalen des Vier— 
feits. Big. 43, 
Man Fann demnacd den Say 

16. Lehrſatz. Bringt man 
zwei harmonifdhe Punktrei— 
hen s,A,C,B,D, und s,, 
A,C,B,D,, indem man fie 
mit entfpredenden Punkten 
auf cinanbder legt, auf dop— 
pelte Weife in perfpecti- 
viſche Lage, ſo erhält man 
ein vollſtändiges Vierſeit 
o,d,c,d,. Fig. 43. 


Lage, mit einem Paare ents 
fprechender Strahlen auf 
einander fallend, feftgehal- 
ten werden, als perfpecti-« 
vifd fiir gwet verfdicdene 
Punktreihen s, und s, ane 
gefehen werden. Big. 43. 

Nämlich: 

15. Erklärung. Man ver— 
ſteht unter einem vollſtändigen 
Viereck den Inbegriff belie— 
biger vier Punfte C,, Dy, 
C,,D,. Diefe Puntte heifen 
pie Gen des Viereds, ihre 
ſechs Verbindungslinien c., 
81, dy, 8, &,, d, die Seiten. 
Es hat drei Paar gegen- 
liberliegender Seiten: c, und 
d,, 8, und s,, c, und d,; dte 
bret Durchſchnittspunkte je- 
des Paares Gegenfeiten, 
alfo die Puntte S,, B, (oder 
B,), 8, heifen die Durch— 
fojnittspuntte dev gegenitberlic: 
genden Seiten des Biereds. 
Big. 44. 


14 auch fo ausſprechen: 

16. Lehrſatz. Bringt man 
zwei harmonifhe Strahl- 
biifdel S,,a,c,b,d, und 8,, 
aycybad,, indem man fie mit 
cutypredenden Strabhlen auf 
einander legt, auf doppelte 
Weife in perfpectivifde 
Lage, fo erhalt man ein voll- 
ſtäudiges Biered C,D,C,D,. 
| Big. 44. 


Auch der umgefehrte Sak läßt fich leicht beweifen, nämlich: 


17. Lehrſatz. Im voll- 
ſtändigen Bierfeit find die 
Punkte, in welchen die Dia- 


17. Lehrſatz. Im voll- 
ſtändigen Biered find die 





Strahlen, welche die Durch— 


. 3. 


gonalen einander ſchneiden, 
uw den zugehörigen Eden zu— 
geordnete harmonifde Punk 
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ſchnittspunkte gegenüberlie— 
gender Seitenpaare verbin— 
den, gu den Legteren zuge— 


ordnete harmoniſche Strah- 
fen. Es iſt alſo Strahlbü— 
fhelS,,a,c,b,d,,8,,a,c,b,d,, 
B,s,b,s,b, harmonifd. sig. 
44, 


te. Es tft alfo Punttreige 
s,A,C,B,Dj, s,,A,C.B,D,, 
b,S,B,8.B, harmoniſch. 
Dig. 43. 


Denn im Strahlbüſchel S.a,c,b,d, iſt nach § 1. Lehrſatz 11 und 
§ 2. Lehrſatz 2. 
— Arle, 


ADs 


BC, * B,D, 











Es ift alfo: 
ober 


folglich 


ober 


aber auch, da fie über der Punktreihe s,,A,C,B,D, ſtehn: 
sin ad, sin agey | sin agdy 
sinb,d, * sinb,e, 
woraus ebenfo wie oben folgt 
sin aye, saya, —1 
sinbye, ‘sinbyd,  ** 
Es ift alſo Strahlbüſchel S,,a,c,b,d, harmonifeh, ebenfo S,,a,c,b,d,. 
Dev Strahlbüſchel B,,b,s.b,s, liegt aber mit S,,a,c,b,d, fir die 
Gerade D,C, oder d, perſpectiviſch, alfo ift auch ev harmonifd. 
Wegen dev Wichtigheit des merkwürdigen Gages 17. mag noch 
der elementare Beweis deffelben hier feinen Play finden, d. h. ein 
Veweis, der die im Vorigen entwicelten VBegriffe der „Geometrie der 


_ sin ayes 








Sinby¢y * sin bydy 
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Lage” oder „neueren Geometrie” nicht vorausſetzt und ſich nur an 
die gewöhnliche Geometrie anſchließt. Es fei ein vollftindiges Bier- 
feit gegeben Sig. 45. deffen Geiten, natürlich beliebig verlingert ge- 
badt, AB, AD, CB, CD, HG, HJ fein. Man ziehe durch C die 
Gerade KL || BD, fo verhält fic 
AG: AC =DB:LK. 
ober AG:CG=DB:LK—DB. (a. 
Ferner verhilt fic) in den ähnlichen Dreiecken FLC und FDB 
FC:LC = FB:DB 
alfo ift LO =— 
in den ähnlichen Dreiecken ECK und EDB verhält fic) 
EC:KC=ED:BD 
EC-+ BD 


worans folgt KC=45- 


FC EC 
folgtih «LK =LC+kKO=(% + #) pp 
und dager nad) (a: 





AG: CG = 1: FC 4 BE 

ober AG: CG = 1: —% 
a. 
ober andy AG: 0G =1:5% _& ¢ 


Bird ferner durch C die MN || EF gejogen, fo verhält fic) 
AH: AC = FE: MN 
alfo AH:CH=FE:FE—MN. (8. 
Wegen der Aehnlichkeit ver Dreiede DNC und DFE; BMC und 
BEF aber ift 
DC: NC = DE: FE 


alfo no= 2 
amb BC: MC =BF: FE 
alſo Mc = 2c 


mithin «MN =NC+MC=(2 4 2) re 
und es verhält fic) daher nad (6. 
cD CB 
AH: CH = FE: FE—(2 + 2) Fe 
cD CB 


ober AH: CH =1:1—(2 49) 
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ober AH: CH=1:2— 2 
ce cpt (> 
ober auch AH: CH =1: 553— ay 


Vergleicht man jegt diefe letzte Gleichung (b mit (a, fo erhält man 
fogleich : 





AG: 0G = AH: CH= 1:0 —@ 1: 
Es iſt alſo oat 
AG AH 
ober Gaal 


alfo ift die Diagonale AH in A, G, C, H harmoniſch getheilt, und 
jugleich Hat man den Exponenten des Verhiltniffes, nämlich 1:2 
—& over 1:52 —& ober auch BF x ED : CF x ED—CD 
x BF ober DE x FB: CE xX FB—CB x DE erhalten, deſſen 
geometriſche Bedeutung ſogleich iné Auge fallt. Zöge man ferner 
JA und JC, fo wiirde ebenfo wie ber Lehrfag 13. § 1. fich zeigen 
laffen, daß ver bei J entitehende Strahlbüſchel harmoniſch ijt. 
Aus § 1. Lehrſatz 27. folgt ferner: 


18. Lehrſatz. Sind in 18. Lehrſatz. Stehen in 


einem vollftandigen Bierfeit 
c,d, c,d, zwei Diagonalens, 
und s, parallel, fo werden 
die auf ihnen von 3 wei Sei— 
ten c, und d, oder c, undd, 
abgefdunittenen Stide C,D, 
und C,D, von der dritten 
Diagonale b, oder by hal— 
birt, und umgekehrt: 

Werden in etnem vollftin- 
digen Bierfeit die anf gwei 
Diagonalen s, und s, von 
zwei Geiten c, und d, oder 
ec, und d, abgefdnittenen 
Stiide C,D, und O,D, von 
ber dritten Diagonale by, 
oder b, halbirt, fo find die 
erfteren Diagonalen s, und 
s, parallel. Big. 46, 


einem vollftindigen Biered 
C,D,C,D, jgwet Berbine 
dungsliniena,,b, ber Durch— 
fehnittspuntt S, und §,, 8, 
und B, (oder B,) der Gegen= 
feiten auf einander ſenkrecht, 
fo halbiren fie bezuglich ben 
Winkel, den vie Berbin- 
dungslinien C,C, und D,D, 
ber Gegeneden mit einander 
bilden, und feinen Neben— 
winkel; und umgefehrt: 
Bird ver Winkel, den die 
Verbindungslinien  C,C, 
und D,D, dev Gegeneden in 
einem vollftindigen Biered 
mit einander bilden, und 
fein Nebenwintel von zwei 
Verbindung slinien a,,b, der 
Durchſchnittspunkte der Gee 
genfeiten halbirt, fo ftehen 
Tegtere auf einander fents 
recht. Big. 47. 





62 § 8. Perſpeetiviſche Lage der Grundgebilde. 


Mit Hiilfe des bisher Entwicelten laſſen ſich num auch. leicht 
folgende Aufgaben löſen. 


19. Aufgabe. Gegeben drei 19. Wufgabe. Gegeben drei 
Punkte einer harmoniſchen Strahleneines harmoniſchen 
Punktreihe, mit Hülfe des Strahlbüſchels, mit Hülfe 
Lineals allein den vierten des Lineals allein den vier— 
Punkt gu finden ten Strahl gu finden. 

a) wenn er dev dufere fein a) wenn er der äußere fein 
ſoli. ſoll. 

@) wenn er dev innere fein 6) wenn ev der innere fein 
foll. Gig. 43. foll. Fig. 44. 

Auflöſung ver Aufgabe a. Durch den Punkt B,, deſſen zu— 
geordneter gefucht wird, giehe man eine beliebige Gerade b, (oder b,) 
und nehme auf ihr zwei beliebige Buntte S,,S, an, ziehe (S,—C,), 
(8,—D,), (8,—C,), (S,—D,); die erfte und vierte diefer Geraden 
ſchneiden fic) in C,, die zweite und dritte in D,; man ziehe mum 
(D,—C,) oder s,, fo ſchneidet diefelbe die s, Fig. 43. im verlangten 
Puntte A,.— Um zu drei Strahlen c,,a,,d,, eines Strahlbüſchels 
S, Gig. 44. den dem mittleren Strahl a, zugeordneten harmoniſchen 
gu finden, nehme man auf a, einen beliebigen Buntt S, an und ziehe 
die beliebigen Graden c,, d,, die die Strahlen c,, d, bezüglich in 
C,, D,, Ga, D, ſchneiden, ziehe vie Geraven (C,—D,), (C,-D,) 
ober s,, Sy, die fic) in B, (oder B,) treffen, fo ift (S~B,) over 
(S—B,) ver geſuchte Strahl b,. 

Auflöſung dev Aufgabe B. Gegeben vie Punkte A,, C,, D, 
der Geraden s, Fig. 43., gefucht der innere, dem A, gugeordneten 
Punkt B,. Man giehe durch A, (over A.) eine beliebige Gerade s,, 
nehme auf ihr zwei beliebige Punkte C,, D, an, ziehe (C,—C,), 
CrP (D,-C,), (D,—-D,) over c,, dy, ea, dy, die fich in 

1) Sy fchneiven, ziehe (S,—S,) over b, (ober b,); ſo ſchneidet dieſe 
die s, im gefuchten Punkt B,. — Gegeben die Strahlen b,,c,,d,, 
des Strahlbüſchels S, Fig. 44; gefucht der dem b, zugeordnete in- 
nere Strahl a,. Wan nehme auf b, einen beliebigen Punkt B, 
(over B,) an und ziehe von ihm ans zwei beliebige Grade s,, sy, 
die pie c,,d,, bezüglich in C,,D,, D,, C, ſchneiden, ziehe (C,-D,), 
(D,-C,), die fic) in S, treffen und ziehe (S,-S,), fo ijt dies der 
verlangte Strahl a,. 

Man fieht fogleich, daß fich die Auflöſungen der Aufgaben: links a 
und rechts B, links 8 und rechts a, entſprechen. 

20. Unfgabe. Gegeben eine 20. Uufgabe. Gegeben der 
Geradves, und auf ihr drei Scheitel S, eines Strahl 
Puntte C,, B,, D,, von de- büſchels und an thm drei 
nen B, die Strecde O,D, hal- | Strahlen c,, b,, d,, von de- 
birt, und außerhalb der s, | nen b, den Winkel c,d, hal- 
ein Punkt C,; mitteljt des birt, und eine nicht durd S, 








§ 3. Perſpectiviſche Lage dev Grundgebitbe. 63 


Lineals allein durch C, eine| gehende Gerade c,; mittelft 
Parallele s, gus, gu giehen.| des Lineals allein denjent- 
ig. 46. gen Punkt S, der c, gu fine 
ben, dev fo befdaffen ift, 
da der von (S,—S,) und b, 
gebidete Winkel = 90° ift. 

Sig. 47. 
Auflöſung ver Aufgabe links. Man ziehe (C,—-C,), (D,—-D,); 
auf (C,—C,) nehme man einen beliebigen Punkt S, an, zlehe 6, —D,) 
und ‘8, -B, 1)3 legteve ſchneidet die (D,—C,) in 8 dann iehe man 
(C,- Si) welche die (S,-D,) in D, trifft; fo ift nach Lehrſatz 18, 
(C,-D,) die gefuchte Gerare 89. — inn vie Aufgabe rechts zu loſen, 
beftimmme man die Durchſchnittspunkte C,, Dz, von oc, und d, mit c,. 
Durch erfteren lege man eine beliebige Gerade s, und fixire ire Durch⸗ 
{ebuittsputte D, und B, mit d, und b,; von B, jiehe man 8, 
nad) (d, +e.) odev Dy; fie ſchneidet die c, in Cy. Man ziehe nun 
(D, -C)), fo trifft fie mit ber c, im gefuchten Pant S, 3ufammen 
md (S,-S,) oder a, fteht nach Lehrſatz 18. 1 
Die Betvachtung der perfpectivifcen Lage itt ung noch auf 
eine Befonderheit dev Punltreihen. Es kann nämlich kommen, daß in 
einem Strahlbüſchel Sabed zwei parallele Transverſalen f, und f, 
Dig. 23. gezogen werden, die fic) alfo in einem unendlich entfernten 
Punkte ſchneiden. Es ift alfo dann nach § 2 Lehrſatz 2. Punttreihe 


f,%,6,B, © W fy 6,B, 0, alfo Ret ge = wee , ee 





€,' Bye BE, ° Bo 
UE, M,C, — BiG, 
der nach § 1. Lehrſatz 9. By = rl 3.6, 1, ober i.€, > 8.6, 


ẽbenſo we fich auch, weil die Punttreihe fp U%,€,D, 07 f,,%, 6,9, 
+ etc. Kurz, man fieht, daß alle entfpredenden 


Gheden it, C, und U,C,, B,C, und BC, €,D, und C,H, u. ſ. w. 
ein und daſſelbe Berhattnis zu ‘einanber Haven, und jugleich, dag das 
cine Folge davon ijt, daß die unendlich entfernten Punkte beiver Punkt— 
reihen entſprechend waren. Gs fann aber diefelbe Eigenſchaft ver Reihen 
auch dann cintreten, wenn das Projectionscentrum S Fig. 23a. in das 
Unendliche rit. Dann werden die Projectionsftrahlen parallel und man 
faun fic) einen unendlich entferuten mit den übrigen parallelen Strahl 
denken, dev durch die unendlich entfernten Punkte von f, und fj. geht; 
eS ift alfo anc) dann nach § 2. Erklärung 8. dev unendlich entfernte 





Punkt der Punktreihe 7,,A,C,B,.... und f,,A,C,B,.... entfprechend 
Al a _'8, ie D,€ B,D 
und man erhält auch Hier oF T= 8, 3,0, 7 = 9.6, * oo IL ſ. w., 





wovon man ſich auch mit bitte dev Aehnligien der Dreiecke A, SA, 
B, SB, ete., leicht überzeugt. Zugleich ſieht man, daß, wenn in oli 
conformen Pliuttre hen {M,C B, . . fo MC, B, .... die entſpre— 
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chenden Abſchnitte daffelbe Verhältniß haben, die unendlich entfernten 








Punkte entſprechend fein miiffen. Denn aus we = By ef fo Igt FF age 
= gil be Be Be Bee Bee GS find alfa nag 52. 


Lehrſatz 11. die unendlich entfernten Punkte entfprechend. Conſtruirt 
man über derſelben Punktreihe sQAC.... Fig. 24. ein Paar mit 
den entfprechenden Strahlen ber rechten Winkel zuſammenfallende 
Strahlbüſchel, ſo müſſen offenbar jede zwei entſprechende Strahlen 
a und a’, c unde’ u. f. w. zuſammenfallen. Läßt man bei perſpec— 
tivifeh uͤcgenden Strahlbüſcheln S,, S, Fig. Wh. die Projectionsaxe 
in das Unendliche wien, fo werben jede zwei entſprechende Strahlen 
parallel, alſo a, |] a,b. |] b, ete. alfo 7 a,b, a4 0,51, Z Cad, 

= /cjd, ete. Stehen in 'S, zwei Skrahler ft 1 auf cinander 
fentrecht, fo ftehen auch die eitt{prechenden Strahlen fo, t, auf einan— 
der ſenkrecht; und entſprechen umgekehrt in zwei conformen Strahl— 
büſcheln jeden zwei auf einander ſenkrechten Etrhlen ſutizugnveten 
wieder zwei auf einander ſenkrechte f,, ta; u,, 0, ete., fo muͤſſen, wie 
fogletch gu ſehen ijt, die von zwei entfprechenden Strahlen gebiloeten 
Winkel gleich fein. Gagt man alfo: 


21. Erklärung. Zwet cone | 
forme Punftreihen 
pM, CB, oer [yA EB. --, 
in denen das Verhältniß je 








21. Erklärung. Zwei con- 
igeme Ztrabtbuſge 


Sa erb oop Sg Mglghy vee 
in penen je zwei entfpre- 


zweier entſprechender Strek— 
fen überall daſſelbe in de— 
nen alſo das Verhältniß 

XC, B,C, _ GD, 


chende Strabhlen gleiche Win- 
fel bilden, in denen alfo 
ZU = Z pet 


bic, 








Ue, = $6, = 3d, ete, 


conftant ift, heißen propor: 
tional Fig. 23a. 
fo hat man nad) dem Borigen vie 


22. Lehrſatz. Gindin zwei 
conformen Punttreihen 
f,U,C,B,.., FM, 6,B,..-- 
bie unendlich entfernten 
Punkte entfprechend, fo find 
bie Punftreihen propor- 
tional. 


Z cb, =f — oteo. 
iſt, hetgen gleich. Sig. ‘23D. 


Site. 


22. Lehrſatz. Sind in zwei 
conformen Strahlbüſcheln 
Gy C,b, . . . . Fy My eghy .... 
jeden zwei ſenkrecht auf ein— 
ander ſtehenden Strahlen 
des einen, wieder zwei ſenk— 
recht auf einander ſtehende 
Strahlen des andern ent— 
ſprechend, ſo ſind die Strahl— 





buͤſchel gleich 
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23. Lehrſatz. Gn zwei; 23. Lehrfag. In zwei glei- 
proportionalen Bunttreihen chen Strahlbifdheln entſpre— 
find bie unendlich entfern= chen jeden zwei fenfredt auf 
ten Punkte entfprechend. einander ftehenden Strahlen 
des einen zwei ſenkrecht auf 
einander ftehende des ane 

deren. 

24. Lehrſatz. Werden in 24. Lehrſatz. Werden über 
einem Strahlbüſchel zwei einer Punktreihe zwei 
parallele Gerade gezogen, Strahlbüſchel ſo conſtruirt, 
fo entſtehen auf ihnen zwei daß die entſprechenden 
proportionale Punktreihen. Strahlen der rechten Winkel 
zuſammenfallen, ſo ſind die 
Büſchel gleich und fallen 
ganz zuſammen. 

25. Lehrſatz. Werden durch 25. Lehrſatz. Werden von 
einen Parallelſtrahlbüſchel swet PunttenS,,S,, Gerade, 
ow ,abed.... beliebige Trans-| je eine parallel gueiner des 
verfalenf,,f, gelegt, ſo ent- anderen gegogen, 
ftehen auf ihnen proportio- a, |l4,, b, Il 2 ete., 
nale Punktreihen. Fig. 2a. fo entſtehen an G, und G, 
gleidhe Strahlbüſchel. Fig. 
23d. 


§ 4. 


Conjectivifhe Lage ber Grundgebilde. Snvolution*). 





Es feien jest gwei conforme Punktreihen anf einer und devfelben 
Geraden gelegen und zwei conforme Strahlbüſchel mit ihren Scheiteln 
an einander gelegt. G8 drängt fic) hier die Frage auf: 

„Ob und unter welchen Umſtänden bei diefer Lage entſprechende 

Clemente der beiven Grundgebilde auf einander fallen 2“ 
Offenbar nämlich ijt, wenigftens bem Anſcheine nach, die Möglichkeit 
ba, dag von den Punften und Strahlen dev in den Geraden f, Fig. 27. 
und dem Scheitel S Fig. 28. veveinigten Punktreihen s,ACBD und 
sAOBD' und Strahlbüſchel S,acbd und S/a’c’b’d’ ein Baar ente 
fprechende Punfte 3. B. E und EH’, und Strahlen, 3. B. e und e gue 
fammenfallen. Vermöge § 2. Lehrſatz 10. wiffen wir jedoch ſchon im 
Voraus, daf, wenn entfprechende Elemente gufammenfallen, ihre Anzahl 
nicht mehr als zwei betragen fann; denn fielen drei Paar entfprechen- 
der Elemente, 3. B. A und A’, C und O, B und B’ Fig. 27, oder 
a und a’, c und c’, b und b’ Fig. 28. auf einander, fo gibe es nach 


*) Die Venennung: ,,conjectivifh’ ift im Folgenden nur der Kürze wegen ger 
braucht worden. 
Weißenborn, Projection, 5 


66 § 4, Conjectiviſche Lage ber Grundgebilde. Involution. 


bem genanten Gage fiir jedes weitere Element D over d nur ein ent- 
ſprechendes D’ oder d’, und dies müßte mit D over d zuſammenfallen. 
Wir haben alfo den 
1. Lehrſatz. Gn zwei cönjectiviſch gelegenen Grund- 
gebilden können höchſtens zwei Paar entſprechender Ele— 
mente zuſammenfallen; fallen vrei oder mehr Paare 
zuſammen, fo fallen auch alle übrigen gufammen, und 
die Grundgebilde find nicht nur conform, ſondern con- 
gruent. 

Es find nun zwei Falle gu unterſcheiden, ob nämlich die auf der— 
felben Geraden vereinigten conformen Punftreihen, um von diefen zu— 
nächſt zu fprechen, diefelbe (Richtung der) Wufeinanderfolge der 
entfprechenden Punkte beſitzen, oder nicht. Schon aus Fig. 32. gebt 
hervor, dag wenn zwei Punftrcifen s,ACBD und sA‘'C'B'D' auf dic 
beiden nach § 3. Lehrſatz 7. miglichen Weifen in perſpectiviſche Lage 
gebracht werden, die beiden Lagen s, und s,, welche die s’ einnehmen 
foun, ſich dadurch unterſcheiden, daß bet erſterer die Punkte A,,C,,B,,D, 
von links nach rechts, auf s, aber A,, C,, Bz, D, von rechts nach 
Tints verlaufen. Dajfelbe foun natiivlich auch fiattjinden, wenn zwei 
Punktreihen anf derſeiben Geraden veveinigt find. 

a) Es feien die conformen vereinigten Punktreihen s,A,C,B,G, 
abd 8,A,C,B,G, von gleicher (Richtung in der) Wufein- 
auderfolge der entſprecheüden Punkte Fig. 48a. Um die Figur 
nicht gu ſehr mit Buchſtaben zu überladen, foller die beiden Punktrei— 
Hen nicht wirklich als in derſelben Geraden, ſondern nur als in zwei 
ſehr nahe an einander liegenden Geraden liegend, dargeſtellt werden. 
Man hat ſich aber vorzuſtelleu, daß s, und s, zuſammenſallen, und 
daß alſo der Punkt C, z. B. auf derfelben Geraden liege, wie C,, 
und gwar an der Stelle dev s,, die man erhält, wenn man von C, 
eine Gentrechte auf s, fällt, ebenſo By uw. ſ. w. Es wird alfo von 
den vereinigten Geraden s, und s, al8 von nur ciner einzigen ge- 
fproden werden. O, und Q, feien die Gegenpuntte, und G,, H,; 
G,, H, die entfprechenden, gleichweit vor O, md Q. entfernten 
Punkte § 3. Lehrjag 9. Es koͤnnen nun drei verſchiedene Fille ftatt- 
haben ritcfichtlich der Lage, welche die vereinigten Punktreihen zu ein- 
ander haben können. Entweder nämlich ijt 

a) die Stree O,Q, > 0,G, + Q.G,, d. h. 0,Q, > 20,G, 
oper 0,Q, > 2Q,G,, Fig. 48a. oder: 

b) 0,Q, =0,G, + Q,G,, d. §. G, und G, fallen in der Mitte 
vor O,Q, jufammen; Fig. 48b. oder: 

c) 0,Q, <0,G, + Q,G,, d. h. 0,Q, <20,G, oder 

0,Q, <2Q.G,. Big. 48. 

Sn allen drei Fallen fieht man fogleich, daß cin Paar ent 
ſprechender Punkte mur zwiſchen O, und Q, jgufammenfallen fan, 
denn dem Punkte O, entfpricht der Punkt oo ver Reihe ACB, 




















os 


§ 4. Conjectiviſche Lage der Grundgebilde. Involution. 67 


jedem Punkt vechts von O,, 3. B. dem H, cin Puukt links vor Q,, 

3 B. H,, dem Punkt co der Reihe A,C,B, sees dev Punkt Q., 

dem Punft C, der Punt C, rechts von Q, u.f.w. Es fet mun 

im Galle a) M, und M, cin entjprecjendes und zuſammenfallendes 

Punktpaar, welches alfo zwiſchen O, und Q, und gwar, wie mat fich 

fogleich überzeugt, zwiſchen O, und G, oder zwiſchen Q, und G, 

Tiegen mug, fo muß nach § 2. Lehrſatz 17. und § 3. Lehrjag 9. fein: 
O,M, -Q,M, = 0G, -Q,G, = 0G2. 

ober (0,6, + M,G,)(Q,G, —M,G,) =0,G? 

ober 





0,G2 + (M,G, —M,G,) 0,4, —M,G,-M,G, =0,42 
ober G,G,-0,G,—M,G, -M,G,=0 
ober G,G,-0,6, —(@,G, +M,G,) M,@, =0 





alfo 


folgtih «= MG, = S202 Ve 





(E8)*, atfo G,G,-0,6, + (28) > See 


ift, cin negativer Werth fir M,G, aber feinen Sinn hat, fo ift das 
+ Beichen gu nehmen, und es ift alfo 


GG, 
+ V6,4,-0,6, + (F 
Ebenſo findet man auf der anderen Seite 


N,G, = 28 4 Va,a,-Q 
Da mun Q,G, =O0,G, ft, fo ijt M,G, =N,G,. 

Man fieht daher, dag man für M, oder M, zwei Werthe er- 
Halt, wenn O,Q, > 2OG,, daß es aljo dann zwei Punktpaare M,, 
M,; N,,N, giebt, die der Anforderung geniigen, Fig. 48a, und dap 
diefe beiden Punkte M, (oder M,) umd N, (oder N,) gleichweit von 
der Mitte vor G,G, oder O,Q, abjtehen, alfo auch gleidweit vor 
Q, md O,; raf es, wenn O,Q, = 20G, ift, Fig. 48b., nur 
eit ſolches Punktpaar giebt, und gwar G, und G,, daß endlich, wenn 
0,Q, <20,G, ijt, Sig. 48c, e8 teins giebt. Denn im Falle b) 
wird G,G, =0, alfo aud) M,G, =N,G, =0, alfo fallen dann 
beive Punktpaare nach G, oder G,, im Falle c) aber, Fig. 480., müßten 
entſprechende Punktpaare, wenn fie zuſammenfallen follen, entweder 
zwiſchen Q, und G, oder zwiſchen O, und G, liegen und man hitte, 
wenn wir wieder ein ſolches Baar entfprechender Puntte, die auf dev 
Stree Q,G, gufammenfallen, mit M, over M, bezeichnen: 

5# 
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O,M,-Q,.M, =0,G? 

ober: (0,G, +.M,G,)(Q,G, —M,G@,)=0 
ober: 

0,G2 + (M,G, —M,G,)0,G, —M,G,-M 
ober: —G,G,-0,G,—M,G,-M,G, 
ober: G,G,-0,G, +M,G,-M,G, =0, 

eine Gleidung, die unmöglich zu erfüllen ijt, da die Summe zweier 
pofitiven Produlte nie =O fein kann. 

8) Die vereinigten Punttreihen Haben entgegengefeste Richtung, 
Big. 49. Man fieht hier, dag entſprechende Puntte nicht auf der 
Stree O,Q, jufammenfallen können. Denn dem Punft Q, ber sy 
entſpricht der Punkt co der s,, dem Links von Q, gelegenen C, bas 
rechts von co (auf s,) gelegene C,, dem B, das B, u. f. w., und 
man fieht, daß wenn man einen Puntt C,,B,, W., auf dev s, links 
von Q, annimmt, fein entſprechender auf der (mit s, veveinigten) s, 
finfs von O, liegt. Es muß nun auf dev s, jedenfalls einen Puntt 
W,, von der Bejchaffenheit geben, daß fei entſprecheuder W, auf s, in 
denfelben Punkt fallt, den Q. beim Zufammentegen per Geraden s, 
und s. einnimmt. Fallen nun entfprechende Punkte zuſammen, fo kann 
es nur auf der Stree WW, geſchehen, da, wenn auf s, ein Punkt 
von Q, nach W, gerückt ift und fein entfpredjender von oo auf 5, 
nach W, gefommen ijt, fie nur gwifden W. und W, jufammenge- 
fallen fein können. Es können alfo die entfpredjenden Punfte nur 
außerhalb der Stree Q,Q., auf einander fallen. W, und W, 
aber fdnnen wieder eine doppelte Lage haben, denn e8 mug nach § 2. 
Lehrſatz 17. und § 3. Lehrſatz 9. 

0,W, -Q,-W, =0,G,-Q,G, =0,G7 =Q,G. 
fein. Iſt alfoQ,W., <Q,G,, fo mug O,W, > 0,G, fein, alfo 
fiegen in diefem Falle W, und W. auf der den Puntt Q, einſchlie— 
fenden Strede G,G,, Fig. 49a; ift Q.W, > Q,G,, fo muß 
0, W, <O,G, fein, dann aber können M, und M,, Big. 49b., 
wiederum nur auf ber Strede G,G, der W,W, liegen. Es fine 
nen alfo gwet Punfte nur zufammenfatlen außerhalb ver Strede O,Q, 
und innerhalb ber Stree G,G,, ebenfo auf der anderen Seite anfer- 
hath O,Q, und innerhalb H,H,. Wir haben nun auch hier die 
Gleichung O,M, -Q,.M, = 0,G? 
oder: (0,4, + M,G,) (Q,6, —M,@,) = 0,62 
ober: (Q,G,—M,G,) 0,G, —M,G,-M,G, =0 
oder: (M,G, —M,G,)0,G, —(G,G, —M,G@,)M,G, =0 
over: (G,G, —2M,G,) 0,G, —(G,G, —M,G,)M,G, =0, 
ober: 

G,G,-0,G, —G,G,-M,G, —20,G,-M,G,+ M,G? =0 











iG? 
G, =0,G; 
0 
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oder: M,G2 —(G,G, + 20,G,)M,G, =—G,G, -0,G,, 

eine Gleichung, die nie unmöglich ijt, da die Linke Seite fic) ſchreiben 
ligt M,G, Q1,G, —(G,G, + 20,G,)). Mun ift nach dev Bore 
ausfesung M,G, <G,G,, alfo um fo mehr <G,G, + 20,G,, 
folglich ber Factor M,G, — (G,G, + 20,G,) negativ. at 








durch welche gleichfalls das eben Gefagte beftitigt wird, da 


2 G,G,)? — 
(A + 0,61) = (2) +G,G, 0,6, + 0,G2 

> G,G,-0,G,. 
Da dev Ausdruck unter vem Wurzelzeichen 


= (S24 OGY, ato > ()" if, 


jie = VOEYP4 O62 =2% +0. 
Nähme man das + Zeicjen, fo erhielte man 

M,G, =G,G,-+0,G, +2, 
es wire alfoM,G, > G,Go, was nicht möglich ift, es ift alfo das 
— Beichen zu nehmen; dag man dann ftets einen pofitiven Werth er— 
Halt, ergiebt ſich ſogleich daraus, daß 

ar G,G. P 
VGE+0,4,)— 44, - 0,6, <8 40,4, it, 

und man hat affo: 

GG. G&asioayoac a 
M,G,—(&&+0,4,) Vi 181 1 0,G,)'—G,G, -0,G). 
Ebenſo ift anf dev anderen Seite 

HH, (His on) on .on., 
v8, =@#240,0,)—-V G24 0,n,) 4,4, 0,4, 
and da H,H, =G,G,,0,H, =0,G, ift, 
fo ift alſo N,H,=M,G,; alfo ſtehen, bo O,H, =Q,G, iſt, 
N, und M, gleich weit von der Mitte von O,Q, ab. 

Ebenſo find bei Strahlbüſcheln S,,8,g,t, · .., Sy SaFqty vere, 
die fo gelegt find, dag ihre Scheitel si § aufeinander fallen, zwei 
Fälle zu unterſcheiden, ob nämlich in beiden die entſprechenden Strah— 
len in beiden Strahlbüſcheln nach derſelben Richtung hin, z. B. von 
links nach rechts verlaufen, oder ob die Strahlen des einen Büſchels, 
welche den von links nach rechts verlaufenden Strahlen des andern 
entſprechen, von rechts nach links verlaufen. 

a) Die entſprechenden Strahlen folgen in gleicher Richtung 
auf einander. Man hat hiebei augenſcheinlich wieder drei Möglichkei- 
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tert in's Auge zu faſſen, nämlich, ob die Winkel g,g, und got, fo 
grof find, dag, wenn fie an s, und t, nach verfdierenen Seiten hin 
angetragen werden, gwifden g, umd g. nod) ein Winkel gg, bleibt, 
Big. 50a., oder ob g, und g, auf einander fallen, Fig. D0b., oder 
ob 8,g, und t,g, in einander iibergreifen, Sig. 50c., oder ob 

a) sytp > 28181 oder > 2-t,g,, Big. 50a. 

5) s,ty =2+s\e, =2-t,e,, Big. 50d. 

©) 8,t, <2-s,g, oder <2-t,g,, Dig. 500. 
ift. Die auf einander fallenden Strahlen heißen m,, m,; fie müſſen, 
wie matt fic) mit Hülfe ver Aufeinanderfolge entfprechender Strahlen 
überzeugt, zwiſchen g, und t,, oder zwiſchen g, und s, liegen, wenn 
s,tp, wie es ftets moöglich iff, als fpiker Winkel vovausgefest wird. 
Nun ift, wenn wir zuerſt unterfuchen, ob zwiſchen g, und t, wirklich 
Strahlen auf einander fallen, nach § 2. Lehrfag 17. umd nach § 3. 
Lehrfag 9. 





tang s,m, « tang t,m, = tang? s,g,, 
wenn g, die Eigenſchaft Hat, vag fein entfpredender Strahl g, mit 
t, einen Winkel tpg, — s,g, bildet. Mum ift in allen drei Fallen 
a), b), ¢), tym, = s8,t, —s,m,, alfo 
tang s,m, - tang (s,t, —s,m,) = tang? s,gy, 
tang 


TF tangs,t, > ting s,m, 





tang s,m, 








oder: tang s,m, - = tang? s,g1. 


ober: 
+) tang? s,m, — (1 — tang? s,g,) tang s,t, - tang s,m, 

= — tang? s,g). 
Die Faille a), b) fdunen, da s,t, <90° ft, nur eintveten, wenn 
8,8, <45° iſt, dev Gall c) aber kann fowohl dann ftatthaben, wenn 
8,8, < 45°, al8 auch, wenn s,g, > 45° iſt. Dah ed im Legteven 
Falle, alfo wenn s,g, > 45° ijt, keine zwei entfprechenden, auf eine 
ander fallende Strahlen geben fann, erhellt fogleic aus der letzten Glei— 
dung, denn es ift Daun tang? s,g, > 1 und da man dev Gleichung 
die Form geben fan: 
tang? s,m, + (tang? s,g, —1) tangs, t, - tangs,m, 

=— tang? s,g, 
und tang? s,m, pofitiv fein mug, fo müßte eine Summe pofitiver 
Zahlen ein negatives Refultat geben, was unmöglich iſt. Es muß 
alfo sy, <45° fein. Um nun die Gleichung weiter zu unterſuchen, 
miiffen wir fie etwas umformen. Im Falle a), Big. 50a, ift 

Sit, = 8181 + t8y- 


Da aber 8,8, =t,g, ift, 
fo ift $81 = 8182 
alſo — 8 5:8. 





Ferner iſt 8182 + Bom. 
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Werden dieſe Werthe 5181 + s8482. für s,t, und sye, + 82m, für 
s,m, in die Gleichuug +) eingefest, und tang (s,¢, + 5,25), 
tang (8,g + g,m,) nad) bekannten Regeln entwickelt, fo erhält man, 
nachdem man den Factor (1+ tang? s,g,) ausgeſchieden hat, die 
Gleichung: 
tang® s,g, tang sg, + tang? gm, -+ tang? 5,g, - tang sg, 
stang g,m, 
— tang’ s,g, + tang g,m, — tang? g,m, — tang? s,g, 
+ tang s,g, + tang s,g, 
+ tang s,g,- tang gsm, —tangs,g, -tangg,m, = 0. 
Es ijt ferner s,g, =s8,g, + 8,84. Wird diefer Werth eingefest, 
fo erhält man nach Ausfonderung des Factors (1 + tang* s,g,) die 
Gleichung: 
(tang s,g, «tang g,g, — (1 — tang? s,g,)) tang? g,m, 
— (1— tang® s,g,)- tang g,8,° tang g.m, + tang s,g, 
tang g18, = 0. 
Da mm nach dev Vorausfegung s,g, <45° iſt, fo iſt 


tang 2-8 ,2, =o merase’ 





indem auch dev Winkel 2-s,g, dann ein fpiger ift und alfo die bis- 
Herige Bezeichnung (vgl. § 1. Erllarung oe) beibehalten werden kann. 
ang 8464 





Es iſt alfo l — tangꝰ s,g, = 


Wird dieſer Werth in die letzte Gleichung eingeſetzt, ſo nimmt ſie die 
Form an: 
(tang 2 · s,g, + tang 1S2 — 2) tang? g,m, — 2tang g,g, 
+ tang gm, — tang2-s,g,-tangg,g, = 0. 
oder; — (1 + 1— tang 2 -s,g, - tang gg.) tang? g,m, 
— 2tang g,g,. tang g.m, = — tang 2-s,g,- tang gig,. 
+8484 -£ tang ¢. 
“tang (28181 + £182) 
we EZ +8181 cans uba 
tang 8,ty 
folglich (tang s,t, + tang 2-s,g, + tang g,g,) tang? g,m, 
+2. tang g,g, + tang s,t, - tang g,m, = tang 2+s,2, 
s tang g18, * tang 8;ty, 
eine Gleichung, die ftets zu erfüllen möglich ijt, Es giebt alfo im 
Falle a) jtets cin Paar Strahlen von der verlaugten Eigenſchaft. — 
Sm Falle c), Fig. 50c., hingegen ijt, 
8), = 82, +S My, St, = 8,8; + ty, = 818) + 818o- 
Werden dieſe Werthe in vie Gleichung +) eingeſetzt, fo ergiebt ſich 
nach Ausſonderung des Factors (1 + tang? s,g,) die Gleichung: 












Nun ijt 1— tang 2-s,g,- tang gig. = 





, 


72 § 4, Conjectivifeje Lage der Grundgebilde. Iuvolution. 


tang® 8,g, - tang 5,8, - tang* g,m, — tang? g,m, — tang 8,8, 
tang g,m, + tang’ s,g, + tang g,m, + tang s,g, + tang g,m, 
— tang? s,g, + tang s,g, - tang g,m, + tangs,g, - tangs,g, 
— tang? s,g, =0. 
Ferner iff s,g. — 8,8, —B 2- Wird diefes eingefest, fo erhält 
man nach Abſcheidung des Factors (1 + tang? s,g,) die Gleichung 
(tang 8,g, + tong g,g2 + (1 — tang? s,g,)) tang? g,m, 
+ (1 — tang? 8,8) tang g,g, + tang g,m, + tang 8,8, 
+ tang giba = 0. 
Da min nach dev Vorausſetzung s,g,<45°, alfo 1— tang? s,g, 
pofitio ift, fo enthalt die Linke Seite nur pofitive Poften, und da auch 
tang g,m, pofitiv fein mug, fo fieht man, daß die Gleichung zu er— 
füllen unmiglich ift, Es können alfo im Falle c) tg. 5Oc, weber 
wenn s,g, > 45°, nod) went sg, < 45° ift, wei entipredende 
StraGlen auf einander fallen. Aus ver Gleichung +) folgt mum um 
den Winkel s,m, Fig. 50a wirklich gu berechnen: 














(tangs, mM, ietang? S81 stang $; t)" =(— ©: tang syt,)" 
— tang? s,g, 
5 1— ang 848) 
ce, du ng, <6", fe SEMEN — me w— 
tang 8,m,= ae ae (tang s,t, -+Vtang? s,t,— tang? 2-s,g,). 


Es ijt leicht gu fehen, daß hier das pofitive Vorzeichen vor der Qua— 
dratwurzel gu nehmen ift, denn, ba sym, > 8,g, nach der Annahme 
ift, mug auch tang s,m, > tang 5181, alfo ber Factor, mit dem 
tang 8,8 multivlicirt ift, > 1 fein. Es 8 mug alfo: 








ſein. Für ons unteve Beier wiltbe —— flyers 
tang 8, — 8181 > Viang? s, t, — tang? 2 8,81 

ober Viang s,t, — tang 2- 8,¢, >Vtang s,t, + tang 2- sig, 
was unmiglich ift; es ift alfo das obere Zeichen zu nehmen, und in 
der That ift 

Vtang? st, — tang? 2-s,e, > tang2-s,¢, — tang s;t,, 
denn die rechte Seite ijt negativ. Man hat alfo: 

tang $184 
tang . 
Ebenſo ergiebt ſich: 


tang ty 














tang s;m,= (tang s,t, --Viang? s,t, — tang?2-8,g,). 





tang t.n, = (tang?t,s, +-Vtang? t,s, — tang?2- t,g,). 
818, iit 
sym, = t,n, 


tang 2 
Es ift alſo, da tig, 
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Es giebt alfo im Falle a) zwei entſprechende Strahlenpaare 
my, My} Ny, No, die auf einander fallen. 

Gm Falle b) Fig. 50b. wo sig, —t,g, —48,t, iſt, folgt 
aus der Figur, bag g, umd gy die einjigen Strablen find, die auf 
einander fallen, was anch die Gleichung +) beſtätigt, die dann über- 
geht in 
2 tang 8,0, 


tang? s,m, — (1 — tang? 5:81) 7 uang? sy + tang s,m, 

4 tang? 8,g, =0 
ober: (tang s,m, — tangs,g,)? =0. 
alfo tang s,m, = tang 8,g,. 


Es fallt alfo auger g, und g, fein Strahlenpaar gufammen. 

8) Die entfpredenden Strahlen dev Strahlbüſchel folgen in ents 
gegengefester Ridtung Fig. 51a. Dann giebt es gwei Orte, 
an denen moͤglicher Weife entiprechende Strahlen gufammenfallen kön— 
nen. G8 fann dies geſchehen in dem Flächenraum, der fowohl zwiſchen 
8, unds,, als auch zwiſchen g, und g, liegt oder in dem, der ſowohl 
gwifehen t, und t. alé auch zwiſchen h, und h, (vergl. § 3- Lehr 
fag 9) liegt. Wir ſuchen gunichft das erftere Strahlenpaar m,, my 
zu beftimmen. Auch hier muß fein nad) § 2 Lehrſatz 17. 

tang s,m, - tang t,m, = tang? s,¢,. 
Nun iſt t,m, —s,t, — s,m,. Wird diefer Werth eingefegt, fo er— 
giebt fic 
tang? s,m, -} (1 4- tang*s,g,) tang s,t, - tang s,m, =tang? s)g, 
eine Gleichung, die jedenfalls befriedigt werden kann. Es ergiebt ſich 
dager 


1 -+ tang? syg, 
tang 8,m, att me" S161 


2 tang 8,t, 





5 — 
+V¢ ie S181 + tang 8,t,) + tang? 8124. 
Es iſt hier das pofitive Vorzeichen zu nehmen, weil fonft tang s,m, 
negativ würde. Man hat alfo 
1 + tang? syg1 
2 





tang s,m, = tang s,t, 


fittings, . a 
4 Vé sane “181. tang 8,ts) + tang? s,g, 


und ebenfo erhält man: 


2 tog, 
tang tanz = 1+ tang? tele + tang t,8, 








+Y (eae + tang t,s,) + tang? t.g.. 

Da mn tg. =s,8, iſt, fo fieht man, daß ton, s,m, fein mug. 
. Gind ſchließlich die vereinigten Punttreihen proportional, und zwar 
zunächſt in gleicher Richtung verlaufend, Fig. 48d., (es find in diefer 
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Gigur, da nicht fo viele Punkte vorfommen, die Punktreihen als wirk— 
Tic) auf einer und derfelben Geraden fiegend, dargeftellt, und nur die 
Fälle unterfejieden, die, wenigſtens auf den erſten Anblick, einen Unter— 
ſchied im Refultat miglicher Weife bedingen könnten, ob nämlich 1) die 
Stree A,B, theilweife mit ver Strede A,B, gufammenfallt, oder 
ob fie 2) gang außerhalb A,B,, oder 3) gan; innerhalb A,B, liegt); 
fo (apt fic) immer ein Buntt M bev rt finden, daß fig” verhalt 












A,M_ A.M A\M Ajo AM , Ago 

BM = Bit ober iM ie > Bai! Bee" Man erhalt nämlich 

bet Punktreihen, die in gleicher Richtung verlaufen, in allen Fallen 

B,M= Arb Bila “By ; verlaufen fie entgegengefett, Sig. 49 6. fo ergiebt 
APL 








fic) ftets B, M=_; —— alſo jedenfalls ein geometriſch con— 


ſtruirbarer Berth Abs Giegen ferner zwei gleiche Strahlbüſchel con- 
jectiviſch und verlaufen fie einſtimmig Fig. 50d; ſo iſt ſogleich far, 
daß ſie entweder mit keinem Paare curtfpredhender Strahlen zufammen- 
fallen können, oder dag fie mit allen gufammenfallen miiffen. Ber- 
laufen fie entgegengefekt Sig. 51b, fo ijt far, dag fie ftets mit zwei 
entſprechenden Strahlen gufammenfatlen müſſen. Denn man brancht 
nur den von zwei entſprechenden Strahlen gebildeten Winkel, z. B. 
ZL av zu halbiren, um den einen ſich ſelbſt entſprechenden Strahl 
m zu erhalten; der gu ifm ſenkrechte m muß der andere fein. 
Faſſen wiv das Bisherige gufammen, fo erhalten wir den 

2. Lehrſatz. Gind zwei 2 Lehrfak Sind die 
conforme Puͤnktreihen auf Scheitel zweier conformer 
berfelben Geraden vereinigt | Strahlbüſchel in demfelben 
und gefdieht Punkte vereinigt und ver— 
faufen 

a) die Aufeinanderfolge a) die entfprecenden 
ent}predender Punkte in| Strahlen in gleicher Dre— 
gleicher Richtung, und ijt die | hungsridtung mud tft dev 
endlice von den Gegenpunt- | von den nicht entfpredenden 
ten eingefdloffene Strede | Strahlen der entfpredenden 
| rechten Winkel eingefdlof- 
fene Wintel 

a) 0,Q,>2-0,G, (§ 3) a) 8,t, > 2-8, 9, ($3 Lehr. 
Lehrfag 9) dig. 48a, ‘ho fal- | fag 9) Big. 50a, fo fallen 
Cen zwei Baar entfpredender | zwei Paar entfpredender 
Puntte M,, M,; N,, N, zu- Strahlen m,,m,; ny,m, zu— 
fammen, tam tig M, anf M,, fammen, nämlich m, anf my; 
N, auf N,. Die Buntte, woln, auf ny. Die Strahlen, 
diefes geſchicht, liegen auf wo dieſes geſchieht, liegen 
der von O, und Q, begreng-| auf dem von s, und ty etn- 
ten endliden GStrede O,Q.,| gefchloffenen ſpitzen Win- 
und find gleidwett vor O, | fel s,t,, und find gleidweit 


elt 
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und Qe, desgleichen gleich— 
weit von der Mitte von 
O,Q, entfernt. 

4) 0,Q, =2 0,G, Big. 48b. 
Dann fallen nur zwei ent- 
ſprechende Punkte, und zwar 
die Punkte G,,G, (§ 3 Lehr- 
fag 9) zuſammen. Es giebt 
alfo nur ein Baar entfpre- 
enderundgufammenfallen- 
ber Bunfte. Der Punt, wo 
fie 3ufammenfallen, ift vie 
Mitte der endlichen Stree 


0,Q,. 

¢) 0,Q,<20,G, dig. 480. 
Dann giebt es fein Boar 
entfprecender und auf eine 
ander fallender Puntte. 

6) BVerlaufen vie Punkte 
der Punftreihen in entgegen- 
geſetzter Ridtung, fo giebt 
es ftets zwei Paare entfpre- 
chender und zuſammenfal— 
Tender Punkte M, und M,; 
N, und N, Fig. 49a und 49b. 
Die Punkte, wo fie zuſam— 
menfallen, liegen außerhalb 
dev endliden Strede O,Q,, 
glethweit von O, und Q,, 
und gleichweit von der Mitte 
von O,Q, entfernt, 

y) Gind die conjectivifd 
liegenden Punttreihen pro— 
portional, fo giebt es ftets, 
fie migen in gleicher oder 
entgegengefegter Richtung 
verlaufen, gwei fic) felbft 
entfprecbende PBuntte, die 
gufammenfallen. Der eine 
ift dev unendlich entfernte, 
der andere ein in endlider 
Entfernung liegender Punkt. 
Fig. 48d, 490. 





von s, und t,, desgleichen 
gleichweit von der Mitte von 
s,t, entfernt. 

b) s,t, =2-8,g, Fig. 50b. 
Dann fallen nur zwei ent— 
fprechende Gtrahlen, und 
gwar die Strahlen gy, gy 
(§ 3 Lehrſatz 9) gufammen. 
Es giebt alfo nur cin Paar 
entſprechender und zuſam— 
menfallender Strahlen. Der 
Strahl, wo fie zuſammen— 
fallen, ift die Mitte des 
fpigen Winkels s,t,. 

¢) 8,t, <2-8,g, Fig. 50c. 
Dann giebt es tein Paar ent- 
ſprechender und auf einan— 
der fallender Strahlen. 

6) Berlaufen vie Strah- 
fen der Strahlbüſchel in 
entgegengejebter Orehungs- 
richtung, fo giebt es ftets 
zwei Paare entfpredhender 
und zuſammenfallender 
Strahlen, m, und mg; n, und 
ny. Sig. 51a. Die Strahlen, 
wo fie gufammenfallen, lie- 
gen auferhalh des fpigen 
Winkels s,t,, gleidhweit von 
8, undt,, und gleidweit von 
der Mitte von s,t, entfernt. 

y) Gind die conjectivifd 
liegenden Strahlbifdel 
gleich, fo giebt es, wenn fie 
in gleider Richtung verlau— 
fen, entwebder Fein Baar ente 
fprechender Strahlen, die 
gufammenfallen, oder fie 
fallen alle gufammen; vere 
laufen fie entgegengefegt, 
fo giebt e8 ftets zwei Baar 
entfpredhender Strahlen m 
unden, die zuſammenfallen. 
Dieſe beiden Strahlen m 
und n ftehen rechtwinklig auf 
einanber. Sig. 50d, 51d. 
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3. Erklärung. Die ent- 3. Erklärung. Die ent. 
{prechenden und zuſammen- fpredenden und zuſammen— 
fallenden Buntte M, undM,, | fallenden Strahlen m, und 
N, und N, Gig. 48a, 49. | m,, n, und n, Sig. 50a, Sa. 
heifen Hauptpuntte. heifen Hauptſtrahlen. 

Von befonderem Intereſſe ift der Fall, wenn man die conformen 
Punktreihen mit den Gegenpuntten O,, Qo; die conformen Strahle 
büſchel mit den Strahlen der entfpredenden Winkel auf einander fallen 
Lape, und gwar fo, bags, undt,, t, und s, gufammenfallen. Gig. 52. 53, 
Wegen der grofen Widhtigkeit dieſes Falles hat man ihn mit einem 


befondeven Namen belegt. 


4, Erklärung. Sind zwei 
conforme Bunftreihen 
8,A,G,B,oH,0,, 
8, A,G,B,Q,H,«0 
auf einer Geraben s ber Urt 
vereinigt, daß ihre Gegen- 
puntte O, und Q, gufam- 
menfallen, fo fagt man: bie 
Punktreihen liegen involuto- 
riſch; ober fie bilden eine 
Snvolution oder man ſpricht 
von den vereinigten Punft- 
veihen wie von einer eingi- 
gen und fagt: „die Punkt— 
reife sB,E,D,A,0,.... ift 
involutorifh” oder „bildet 
eine Gnvolution”. Fig. 52a, 
52b. 


5. Erklärung. Der Punkt, 
in weldhem O, nnd Q, gue 
jammenfallen, heift der 
Gentralpuntt der Gnvolution. | 





4. Erklärung. Sind gwei 

conforme Strahlbifdel 
S,,a,g18;h byt, 
S,,a,g.8,h,bat, 

mit ihren Scheiteln in einem 
Punkte S der Art vereinigt, 
da die nicht entfpredhenden 
Strahlen der entfpredenden 
rechten Winkel, s, mit t,, 
t, mit s, gufammenfallen, 
fo fagt man: Die Strahl. 
bitfhel Liegen involutoriſch; 
oder: fie bilben eine Snvo- 
Intion oder man fpridt von 
ben vereinigten Strahlbü— 
ſcheln wie bon einem eingi- 
gen und fagt: „der Strahl— 
düſchel S,bygyd,a,s, ift in- 
volutoriſch“ oder  ,,bildet 
eine Involution“. Fig. 53a, 
53b. 


5. Erflarung. Die Strah— 
fen, in welden s, und t,, t, 


| und so gufammenfallen, hei- 


fen die Mormalftrablen der 
Guvolution. 


Es verfteht fich von felbft, dak auch hier noch das § 2. Lehr 


fag 17 aufgeſtellte Geſetz gilt. 
der Involution, C,, C. 


Git O, oder Q, der Centralpuntt 
ein Baar entfpredjender Punkte, fo ift 


0,C, -Q,C, over 0,0, -0,C, ober Q,C, - Q,C, fonftant. 
Ebenſo ijt, wenn s,, t, oder ty, s, die Normalftrahlen, und c,, cy 
ein Paar entfprecjender Strahlen find, tang s,c, - tang tye, ober 
tang 8,¢, + tangs,c, ober tang t,c,-tang t,c, conftant, und ebenfo 
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TW 


tang t,c, + tang 8,c, oder tang t,c, - tang tc, oder tang 8,c, 


stangs,c,. Man hat alfo den 


6. Lehrſatz. Das Produkt 
dev Ubftinde irgend zweier 
entf{predenden Punkte Cy, 
23 D,, D,; E,, E, ete. einer 
Suvolutton von dem Cen- 
tralpuntte O, (oder Q,) hat 
fteté denfelben Werth. Es 
ift alfo 


0,0, -0,¢. 
=0,D,-0;D, 
=0,5, -O\E, 
= ete. 


Läßt man die Fig. 48a., 
Big. 49a, 49d. in Fig. 52.5 Gi 
Fig. 51. in Fig. 56. übergehen, 

7. Lehrſatz. In gleicher 
Richtung (oder einſtimmig) 
verlaufende involutoriſche 
Punktreihen haben nie einen 
Hauptpunkt. Fig. 52a. Gn 
entgegengefegter Richtung 
(oder entgegengefegt) ver- 
laufende involutorifde 
Punktreihen haben ftets 
zwei Hauptpuntte, und gwar 
find dies die Punkte G, oder 
G,, H, ober H, (§ 3. Lehr— 
fag 9). Gie ftehen gleichweit 
vom Gentralpuntt ab und 
das Ouadrat der Entfer- 
nung eines jeden von ihnen 
vom Centralpuntt 

0,42 =0,G2 
bildet den conftanten Werth 
des im Lehrſatz 6. erwähn— 
ten Produkts. Fig. 52b. 


6. Lehrſatz. Das Produkt 
ber Tangenten der Winkel, 
bie bon irgend zwei entfpre- 
chenden Strahlen cy, cy; dy, 
d,; e;, e, etc. einer Snvolu- 
tion undeinem der Normal- 
ftrahlen gebilbet werden, 
hat ftets denfelben Werth. 
Es ift alfo 

tang s,C, 
= tang s,d, 
= tang s,e, 
tang t,¢, 
= tang t,d, 
= tang t,e, 
= etc. 
48b., 48c. in bie Big. 52a.; 
ig. 50a, 50b., 50c. in Fig. 53a5 
fo evhalt man fogleic) den 


7. Lehrſatz. In gleider 
Drehungsrichtung (oder eine 
ftimmig) verlaufende invoe 
lutoriſche Strahlbüſchel ha— 
ben nie einen Hauptſtrahl. 
Fig. 53a. Gn entgegenge- 
fegtem DOrehungsfinn (oder 
entgegengefebt) verlaufende 
involutorifche Strahlbüſchel 
haben ftets zwei Hauptftrah- 
fen, und gwar find dies die 
Strahlen g, oder g.,h, oder 
h, ($3. ehrfag 9). Ste ftee 
hen gleichweit von den Nore 
malftrahlenab und das Qua— 
drat der Tangente des von 
jedem von ihnen mit einem 
der Normalſtrahlen gebilde— 
ten Winkels, 

tang? s,g, = tang? s,g, 
= tang? s,h, = tang? s,h,; 

tang? t,g, = tang” t,g. 
= tang? tsh, = tang? t,h, 


+ tang s,¢, 
+ tang s,d,' 
+ tang 8,625 
tang t,c. 
+ tang t,d, 
+ tang t,e, 
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des in Lehrſatz 6. erwähnten 
Produkts. Fig. 53b. 


Es ergiebt fic) dies unmittelbar aus der Figur, fowie durch Rech— 
nung, denn in O, oder Q, können im erjten Falle feine entfprechen- 
dent Punkte vereinigt fein, weil die hier zuſammenfallenden Punkte O,, 
Q, ſich nicht entfpreden, und wenn auferdent zwei entſprechende Puntte 
M,, M, dennod in O, over Q, lägen, die Gleichung gelten miifte: 


| bildet den conftanten Werth 
| 








O,M, -Q,.M, =0,62 =Q,G3. 
Da aber M, und M, mit O, oder Q, infant, aljo O,M, 
= Q,M, =0 ft, fo müßte fein O,G, = =0, was gegen 
die Vdrausſehung iſt. Wäre aber in ber et é, “ao 2 =0, 





fo wiirde jedem Punkte A, dev Reihe s,,A,G, B Qs vet mdiſchen 
G, und oo liegt, ein Punkt A, dev Reige s, A, G, 3B, co entfprecen, 
ber zwiſchen G, und O,, alfo ‘in O, Kige; ebenfo twitvde jedem Punkte 
B, bev fetgentannten Reihe, dev riche mit O, gufammenfallt, ein 
Bunt B,, der mit Q, zuſammenfiele, entfprechen, ein Fall, der wegen 
feiner Unbeſtimmtheit ganz auger Ucht gelaffen werden mug. Denn ware 
die Punktreihe s,,00 G,A,O, gegeben, und follte in einer zweiten 
Qa, welches mit O, zuſammenfiele, em Punkt oo und zugleich anch 
dem Punkt G,, der Punkt co der zweiten Reihe aber vem O, dev 
erſten entiprecen, und der dem A, eutſprechende der Reihe s,,Q.Q. © 

gefucht werden, fo könnte perfelbe überall zwiſchen Q, und co Liegen 
und fein Ort Bliebe völlig unbeftimmt. iegen aber M, und M, 
nicht in in O, oder Q,, fo mug fein O,M, - Q,M, over O,M? 
= 0,4. 1G,?, es miipte alfo O,M, =O, G, ‘tein, ober es miiten in 
G, ettipedjende Punkte sufammenfatten; alfo müßte G, aud in G, 
legen, was gegen die Vorausſetzung ijt, nach welder dte Punttreiher 
0,G, © H, m> © G,Q.H, einſtimmig verlaufen follen. Auf 
biefelbe Weife überzeugt man fic) von dem analogen für Strahlbüſchel 
aufgeftellten Satze*). — Bei entgegengefesten Verlaufe ver entfpre- 


*) Pautus in einem vortelfisen Werte: ,,Crumblinien der neueren Geometric, 
Stuttgart 1853" erklärt die Hauptpuntte in einftimmig verlanfenden involutoriſchen 
Punftreihen für imaginär, aus folgenden Griinden: „Um die Ganptpuntte My, 
(ober ME) ia conjectivifgien Bunttecijen, Fig. 48a, “52a, 3u_finben, fot ma, 
wenn mat O,M, durch a, O,M, durd a’, 0,Q, durch q, O,G2 durch p bee 
zeichnet, die Gleidiungen aa’ ry und aa’ Py a aus denen folgt: 









14 
2 4 
In diefer Gleihung wird mm, um die Hauptpunkte der geuaunten Involution zu 
finden, q=0 gefest, wodurch man erhält a V=p.. Bei genaner Erwägung 
aber bemertt man, daf, went O, und Q, anf einander fallen, jroar q—=o wird 
und bie erſte Gleidung iibergeht in aa’ =o, dak aber, ba die entfpredjendert 
Zuntie der Vorausfeyning swoi}djen O, ub Qy sufammenfallen fotlen, gu fehiefen 
ift a — a' ⸗0; 08 miifte alfo aa’=p =o fein, oder es müßten G, und G, mit O, 





—p 


as 
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cheuden Strahlen, Fig. 52b., hat man die Gleichung O, M2 = O,G 2, 
woraus folgt, dag in G, entfprechende Punkte G, und G, vereinigt 
find, ebenfo in H,. Gbenfo überzeugt man fic) von der Richtigkeit 
des obigen Sages bei Strahlbüſcheln. Es läßt fic) nun auch leicht 
folgender Sak von Strahlbüſcheln beweifen, der feinen entſprechenden 
an Punktreihen hat. 


8. Lehrſatz. Gn jedem involutoriſchen Strahlbif Gel 
jteht ein Paar entfpredender Strahlen s,,s, (oder t,, ty) 
auf einander ſenkrecht. 

Bei entgegengeſetzt verlaufenden Strahlbüſcheln 
giebt es kein anderes Baar entſprechender Strahlen, die 
auf einander ſenkrecht ſtehen. 

Beieinſtimmig verlaufenden involutoriſchen Strahl— 
büſcheln ſteht entweder bloß ein Paar, oder es ſtehen 
alle Paare entſprechender Strahlen auf einander ſenk— 
recht. 

Das erſtere ergiebt fic) unmittelbar aus der Definition, Erklä— 
ring 6., des involutoriſchen Strahlbüſchels, der gu Folge ſtets ein 
Paar Strahlen s, und t, oder, da s, auf t, fallt, s, und s, (ober 
t, und t, ») auf einander fenfrecht ftehen. Iſt ferner, Big. 53b., a, 
ein Strahl des Büſchels, der innerhalb des Flachenraumes pesjenigen 
rechten Winkels s,s, liegt, weldyer den Strahl g, einſchließt, fo folgt 
wegen dev AuFeinande olge der Strablen, die in beiden gu Einem ver- 
einigten Strahlbüſcheln diefelbe fein mug, daß fein entſprechender ayy 
innerhalb deffelben Winkelraumes liegen muß, e8 muß alfo a,a, ein 
friger Winkel fein; ebenfo mug derjenige Strahl b,, der dem *Sirahl 

b, entipricht, weldher innerhalb bes den Strahl h, einſchließenden 
Flächenraumes liegt, in demfelben Winkelraum ſich befinden, es muß 
alſo auch baba ſpitz fein. Es kann daher bei entgegengeſetzter Auf- 
einanderfolge fein Baar entſprechender Strahlen auger s, unds, einen 
rechten Winkel bilden. Anders ift es bei einftimmigem Verlaufe, 
Big. 53a. Soll 3. B. aa, ein rechter Winkel fein, fo geht vie 
Gleichung: tang s,a, tang t,a, = tangꝰ s,g, 
ober tang 8,4, - tangs,a, = tang? s,¢,, 

(weil dant s,a, = 90° —s,a, ijt) über in 
tang s,a, - cotang s,a, = tang’ s,g,. 





und Q, vereinigt fein, ein Fall, deſſen Unbrauchbarkeit oben dargethan worden iſt. 
Wilde man troy der gemachten Vorausfehuug annehmen, dag, wenn O, und Qy 
juiammenfatlen, die entipredenden Puntte night mebe awifgen O, wd Qa git fuchert 
fein, fo wäre ftatt der Gleichung a + a’ =o zu ſetzen, a—a’ =o, was eine Glei- 
ching liefect, bie, mit aa’ = p in Verbindung gebracht, bas tefutat a —=Vp giebt, ober 
OM, =0,G,, 

welches aus den oben angegeberen Grüuden unmöglich iſt. Man darf alfo nidt 
ſchůehen, daß in bem in Rede fiehenden Galle die Hauptpuntte imagine feten. 


Involution. 
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Es kann dies aber, da tangs,a, -cotangs,a, SI,iſt, nur dann 
gelten, wenn tang s,g,, alſo aud) tang? s,g, SI iſt, oder, wenu 
818, = 450 ijt, Dann ijt aber auch fiir jedes andere Paar ent— 
ſprechender Strahlen, 3. B. b, und b,, tangs,b, - tangs,b, = 1, 
alſo tang s,b, iangsjb, = cotang s,b,, folglid) byb, = 90°, und 


fo für jedes Paar entfprechender Strahlen. Es bildet paver dam 
jedes Baar entſprechender Strahlen einen rechten Wintel. 


9 Erklärung. Bilden in einem einftimmig ver- 
laufenden involutorifden Strahlbifdel alle Paare ent- 
ſprechender Strahlen rechte Winkel, fo foll dies eine 
rechtwinklige Snvolution genannt werden. 


Da die Anzahl ver Punkte, die eine Punktreihe, und die Anzahl 
der Strahlen, die einen Strahlbiifchel bilden, unendlich ift, fo mug 
man fic) vorftellen, daß in jedem Punkte der Punktreihe ſowohl irgend 
ein Punkt der. Reihe s,,A,G,B,H,, als irgend ein Punkt der Reihe 
8,,A,G,B,H,, und in jedem Strahle des Strahlbüſchels ſowohl irgend 
ein Strahl des Büſchels S,a,g,b,h, ale ivgend ein Strahl des 
Büſchels S,,a.g,boh, gufammenfallen. Gm Allgemeinen find dieſe 
gufammenfallenden keine entfprechenden, denn es giebt nur bei dev ent- 
gegengeſetzten Gnvolution nur gwei Hauptpuntte, wohl aber gilt der 
mertwiirdige Gag: 





10. Lehrſatz. Fallen in eie | 


10. Lehrſatz. Fallen in ei- 


ner involutorifden Punkt- | nem involutorifden Strahl- 


reihe zwei Punkte 3. B.C,,D, 
ber vereinigten conformen 
Punktreihen aneinem Puntte 
gufammen, fo fallen aud 
bie entfprecbenden Punkte 
C,,D, an einem und dem- 


büſchel zwei Strahlen 3. B. 
c,d, dev veretnigten con- 
formen Strahlbüſchel in et- 
nem Strahl gnfammen, fo 
fallen auch die entſprechen— 
den Strahlen c,, dy auf et- 


felben Punkte gufammen. | nem und demfelben Strahle 
Sig. 52a, 52b. gufammen. Sig. 53a, 53b. 
Denn find C, und C,, D, und D, entſprechende Puntte, fo ift 
nad § 2. Lehrſatz 17. 
0,6, -Q,0, =0,D, -Q,D, 
ober, da Q, mit O, zuſammenfällt: 
0,0,-0,C, =0,D,-0,D,. 
Fallt nun D, mit C, gufammen, ijt alfo O,D, =O,C,, fo folgt 
0,C, =0,D,; es fallt dann auch C, nach D,. Cbenſo iſt bei 
Strahtbijeheln: 
tang 8,c, - tang t,c, = tang s,d, - tang tad⸗ 
ober, ba t, nach s, fallt, 
tang 5,¢, - tang 8,c, = tang s,d, - tang #,d,. 
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Fällt alſo d, nach c,, und iſt daher tang s,d, = tangs,c,, fo 
folgt: tang s,c, =tangs,d,, folglich s,c, — s,d,, es fallt alfo 


ec, nach dy. 


Umgekehrt kann man den Gag ausſprechen: 


11. Lehrſatz. Haben die 
eine Punttreihe s bilbenden 
PunfteC,,E,,N,,D,,F,,M,, 
eine ſolche Lage, dag je zwei 
von ihnen, 3. B.C,,D, wed 
felfeitig als entſprechende 
angefehen werden finnen, 
und mit fe zwei Paaren der 
übrigen Punfte, z. B. E,, F,; 
Ny My; By,Ny) Ey, My; Fy, 
Ni; F,,M, wf. w. conforme 
Quaternionen bilden, aber 
fo, daß ftets daffelbe Punkt— 
paar entfpredhend bleibt, fo 
ift bie Punktreihe involue 


11. Lehrſatz. Haben die 
einen Strahlbüſchel S bil- 
denden Strahlen c,, e,, ny, 
d,, f,, m,, eine ſolche Lage, 
dag je zwei von ihnen, 3. B. 
cy, d, wechfelfeitig als ent- 
fprechende angefehben were 
den können, und mit je zwei 
Paaren der übrigen Strah- 
fen, 3. Bie, f,3my,m, 5 ey, 045 
ey My; fy my5 fy, my Wf, 
conforme Quaternionen bil- 
ben, aber fo, daß ftets das— 
felbe Strahlenpaar entfpre- 
chend bleibt, foiftderStrahl- 


toriſch. Sig. 54a, 54b. büſchel involutorifdh. Fig. 


55a, 55b. 





Es fet 3. B. die Punktreife 
s0,E,N,D, 73D, Cc 
3C,E,N,F, 1 sD, E, 
und s,C,E,N,M, 7 3,D,F,M,N, 
and 8,0, E,D,M, ¥sD,F,0,N, 
und fo entftehe durch jede beliebige Combination ein anharmoniſches 
Verhaͤltniß, deffen Quotient dem eines ander anharmonijden Berhalt- 
niffes gleich ‘ft, welches gefunden wird, indem man den Punkt C, mit 
D,, D, mit C,; E, mit F,, F, mit E,; N, mit M,, M, mit N,; 
vertauſcht. Da die Doppelverhaltniffe gleich find, fo fann man fic) in 
dieſem Falle vorftellen, es feien auf der Geraden s gwei conforme 
Punktreihen s,,C,E,N,D,F,M, und s,,C,E,N,D,F.M, veveinigt, 
amd der dem C, entſprechende Punkt C, liege in D,, der bem D, 
entſprecheude in C4; der dem N, entfprechende N, in M,, M, in 
Ny, uf. w. Es mug dann mit dem Punkt oo der Reihe s,C,E,N, 
. ein Punkt Q,, Fig. 52, dev Reihe s,,C EN, ...., und 
alfo, da jedem Paar auf einander fallender Puntte D,, O, ein Paar 
ebenfalls auf einander fallender D,, C, entfprict, ver dem PBuntt oo 
der Reihe s,,C,E,N, entfprecbende Punkt O, dev evfteren Reihe 
mit Q, zuſammenfallen. Man hat alfo dann zwei conforme mit den 
Gegenpuntten auf einander gelegte Punftreihen, alfo eine Gnvolution 
nach Erklärung 4. Ebenſo überzeugt man fic) von dem Gage rechts, 
indem man fic) auch hier vorftellen faun, e8 feien conforme Strahl. 
BWeifenborn, Projection. 6 


FM, 
und zugleich F,M, 
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büſchel mit ihren Scheiteln auf einander gelegt, und jeden Paar auf ein- 
ander fallender Strahlen d,, c, entiprecje ein ebenfalls auf einander 
fallendes Paar d,, c,. Da es nun in conformen Strahlbüſcheln je- 
bexzelt Strahlen giebt, s,, ty; Sar toy Fig. 53, der Art, daß ſowohl 
s,t,, al8 sat, ein rechter Wintel ijt, § 2. Lehrſatz 14, fo folgt, dap 
8, mit t,, im t, mit s, jufammenfaller mug. Kürzer fann man 


ben vorigen Gag fo ausdrücken: 
12. Lehrſatz. Wenn eine 
Punktreihe Strahlbüfchel 
sC,E,N,D,F,M,.... | Sic,e,n,d,f,m,.... 
bie Gigenfdaft hat, daß man die Eigenſchaft hat, daß man 


12. Lehrſatz. Wenn ein 


bon fe feds igrer Puntte, | 


N,,D,,F,,M, je gwet 
iy, Fy; N,, M, als 


Ey, 


Das Bay 


entfprecend anfehen kann, 
und daß man, wenn man in, 


irgend einer Quaternion je— 


ben Punkt mit feinem ents | 


von je feds feiner Strahten, 
C1 Cry My, dy, fy, my je get 
ei, d,3 ey, f,3 my, m, als ent- 
fprechend anfehen Fann, und 
dag man, wenn man in ive 
gend einer OQuaternion der 
Sinus jeden Strahl mit fei- 


ſprechenden vertaufat, cine | nementfpredenden vere 

conforme Quaternion er- tauſcht, eine conforme Qua- 

Halt, fo ift die Punktreihe | ternion erhält, fo ift der 

involutorifd. Fig. 54a, 54b. Strahlbüſchel involutorifd. 
' Sig. 55a, 55d. 

Oefter wird viefer Sag auch als Definition ver Gnvolution auf: 
geftellt, indem man fagt: „Sechs Punkte ftehen in Gnvolution, wenn 
fie die Beſchaffenheit haben, daß man je zwei als entfprecend anſehen 
kann und, wenn man in irgend einer Quaternion u. f. w.“, wobei je— 
doch dev Zufammenhang mit dem Borhergegangenen verloren geht. 

13. Erklärung. Die entfpredhenden Elemente eines 
involutorifden Gebildes werden im Folgenden durch 
penfelben Buchftaben bezeichnet werden, dereneinem ein 
Accent beigefiigt ift, fo daß A, A’ entfpredende Punfte; 
a, a’, entſprechende Strahlen bezeichnen. 

Aus dem Vorigen folgt unmittelbar der 


14. Lehrſatz. Sind gwei 
Punktpaare einer Punkte | 
reihe gegeben, fo giebt es 


14.- Lehrfak. Sind zwei 
| Strahlenpaare eines Strah- 
lenbüſchels gegeben, fo gtebt 


gu jedem fiinften beliebig | es gu jedem füuften beliebig 


angenommenen Punkt nur 
einen eingigen fecften von 
der Befdaffenheit, daß er 
dem fünften entfpridt, und 
alle feds in Involution fte- 
Hen; ober: 


angenommenen Strahl nur 
einen eingigen ſechſten von 
der Befdhaffenheit, daß er 
dem fünften entfpridt, und 
alle feds in Involution fte- 
hen; oder: 
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Die Guvolution eines 
Strahlbüſchels iſt durch zwei 
Paare entſprechender Punkte Paare entſprechender Strah— 
völlig beſtimmt. len völlig beſtimmt. 

Sind z. B. gegeben, Fig. 56a., 56b., die Paare entſprechender 
Punkte A, A’; B, B'; und ſoll zum Punkt C der entſprechende C’ ge— 
fucht werden, fo muß nach Erklärung 4. und Lehrſatz 9., Punktrethe 
sABCA' 7 s,A’BC’A fein. Da nun C zwiſchen B und A’ liegt, 
Gig. 56a., mug C’ gwifden B' und A fich befinden, und es ift alfo 
nach § 2. Lehrfag 10. der Punft C’ villig beftimmt. Ganz analog 
ift der Beweis fiir ven Strahlbüſchel, Fig. 57a., STb. 

Gine befondere Eigenſchaft haben die Hanptpunfte und Haupt 
ſtrahlen, in denen alfo ein Paar entfpredender Clemente vereinigt ijt. 
Dev Definition zufelge mug, wenn G und H (over G’ und H’) die 
Hauptpuntte einer involutoriſchen Punftreife, Fig. 56b., und 3. B. A 
und A’ ein Baar entfprechender Puntte find, 

Punktreihe s,AHA’G FW s,A’H’AG’ 


Die Fuvolution einer 
Punktreihe ift durch zwei 











ober Punktreihe s AHA’G FW s,A'HAG 

b AH AG AH AG 

oper WH *V@ ~ An * AG 
. AH)? AG)? 
jolt wa) = (ea) 
AH AG „ 

ober wa = ye {ein 


G8 ift alfo die Punktreihe AHA’G harmoniſch. Ebenſo findet 


fich, daß auc) BHB’G, CHC'G u. 


büſcheln, Fig. STb., überzeugt man fic) auf gleiche Weife. 


fieht alfo: 

15. Lehrfag. Die Haupt— 
puntte G, H einer (in ent- 
gegengefebter Ridtung ver- 
Taufenden) involutorifjden 
Punttreihe bilden mit jedem 
Paar entfprehender Punkte 
A, A’; B, BY; O, C3 u. ſ. w. 
eine harmoniſche Punktreihe. 
Sig. 56b. 

Da jede involutoriſche Punttr 
men Reihen, und jeder involutori 


ſ. w. harmoniſch ift. Bon Strahl 


Man 


15. Gehrfak. Die Haupt- 
ftrahlen g, h eines (in, ent- 
gegengefegter Ridtung ver— 
fanfenden) involutorifden 
Strahlbifdels bilben mit 
jedem Paar entfprechender 
Strahlen a, a’; b, b's ¢ c; 
uf. w. einen harmonifden 
Strahlbüſchel. Fig. 57b. 
eihe als Vereinigung zweier confor- 
ſche Strahlbüſchel als Vereinigung 


zweier conformen Büſchel angeſehen werden kann, fo folgt aus § 1. 


Lehrſatz 13. unmittelbar dev 

16. Lehrſatz. Jeder 
Strahlbüſchel, deſſen Strah— 
len durch die Punkte einer 


16. Lehrſatz. Jede Punkt— 
reihe, deren Punkte auf den 
Strahlen eines involutori— 

oe 
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involutorvifden Puuktreihe 
gehen, ift felbft involutorifd. 


GConjectivifehe Lage ber Grundgebilde. 


Snvolution, 


ſchen Strahlbiifdhels liegen, 
ift felbft involutorifd. 


Mit Hiilfe diefes Sages laſſen fic) nun mehreve andere Cigen- 


ſchaften der involutoriſchen Gebilde 
15, ober der 

17. Lehrſatz. 
Stree zwiſchen gwei Punk— 
ten G und H einer Geraden 
durch dret andere Bunftpaare 
A, A’; B, BY C, C harmo- 
niſch getheilt, fo bilden die 
Punkte AB'CCBA’ eine In— 
volution entgegengefesten 
Verlaufs, mit Gund H als 
Hauptpuntten. Fig. 56b. 


Bird vie | 


beweifen, 3. B. die Umkehrung von 


17, Lehrſatz. Wird der 
Flächenraum zwiſchen zwei 


| Strahlen gund h eines Win— 


Fels durd drei andere Strah- 
Tenpaare a,a’; b, b's e, e' har— 
moniſch getheilt, fo bilden 
die Strahlen ab’ce’ba’ eine In— 
volution entgegengefegten 
Verlaufs mit g und h als 





Hauptitrahlen. Fig. 57b. 


Gs fei alſo Gig. 56b. Punktreihe s,GAHA’, s,GBHB’, s,GCHC’ 


harmoniſch, fo ijt alfo 


GA | GA’ GB’ 


Ga’__ Ge | ae’ 































































































GB GA 
HA ‘Ha’ ~ 8B * HB (=) aa ay = Be ‘ae (=), 
rer: SA; GB GA’, GB GA |G GA’ | GC’ B 
ober: HA * AB HA’ * ABT 4) HA * HC HA’ * HC’ ) 
folglich nach § 1. Lehrſatz 14. and): 
HG HB HG | HB’ HG HC _ HG. 
AG‘ AB ™ WG‘ WR AG‘ ac ~ Wwe? 
+ HB | HB’ HC | HC’ 
folglich mive = xetxe ç 
Da aber vie Theilung eine harmoniſche ijt, fo ift aud 
GA’ GA _ GB GR’ Ga’ GA GC GC 
HA’ * HA ~ BB * war ¢ Dig? in rie (= 1) 
. GA’ GB GA GB’, GA’ | 
ober: tas Saat ay ?) atic 
HG |BB HG, HB’, HG , 
alſo and) vg R= xe? ani ve! 
A HB | HB’ HC 
Folgtich aw ar woh ae 
Ge ift alfo nach y) und y’) 
HB HC AB, aC, HB 
BB HC AB AC? ap? 
AB AC A'B 
alfo xv we = ay 
. AB AC __ A’R’ 
oder: waive = ay 





Es bilden alfo die drei Punktpaare A, A’; B, B’; C, C’ eine 
Suvolution nad) Lehrſatz 12.; G und H aber find vermige der gegee 
Benen harmoniſchen Gleichungen Punkte, in denen zwei entfprechende 
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gufammenfallen, fie find alfo die Hauptpuntte nach Erklärung 3 und 
zwar kann es nach Lehrfag 7. fein zweites Boar Hauptpuntte geben. 
Der Say rechts folgt, wenn man fich durch ven Strahlbüſchel eine 
Transverfale gezogen denkt, mit Riicficht auf § 1. Lehrfag 13. und 
unter Zuziehung des obigen Lehrſatzes 16. von felbft ans vem Lehre 
fate links. Zugleich bemerft man, dag, wenn noch beliebige andere Baare 
von Punkten, D, Dy E, EB; F, F' etc. gegeben find, deren jedes mit 
den Hauptpuntten G, H, eine harmoniſche Punktreihe GDHD', GEHE’, 
GFHF’ etc. bildet, auch D, D’; E, FE’; F, F' entfprechende Punkte 
derfelben Guvolution bilden, dev die bisherigen dret Punttpaare A, AY; 
B, By C, C’ angehiren. Denn man kann ebenfo, wie oben gezeigt 
wurde, eine dev Gleichung 6) analoge entwiceln, in der an dev Stelle 
von C, C’, die Punkte D, D’, oder E, E’, oder F, F' ete. ftehen, 
ober in dev auferdem noch anc) B, B' (oder A, A’), oder beide (B, B’ 
und A, A’) je durch ein neues Baar Punkte erfetzt find. Es find 
alſo D, D5 E, By F, F'; Buntte derfelben Suvolution, gu der A, AY 
B, BY; C, CO’ gehiven, va nach Lehrſatz 14. eine Involution durch 
zwei Paar entiprechender Punkte beftimmt ift; und umgekehrt find A, AY; 
B, B; C, C’ entiprechende Punkte der Guvolntion, vie urd D, D; 
3* FY ete. gebildet wird. Man erhält alſo, wenn man bee 
liebig viele Punktpaare A, AS B, BY; C, C; D, Dy E, Ej FP, F'ete. 
conftruivt, deven jedes mit ett Buntten G, HL cine *parmonifde Punkt⸗ 
reihe bilvet, immer Punkte derſelben Involution; oder mit anderen 
Worten: die Involution iſt durch die zwei Hauptpunkte G, H beftimmt. 
Es ſtimmt dies auch mit dem Lehrſatze 14. uͤberein, da in jedem Haupt— 
punkte zwei entſprechende Punkte der Involution zuſammenfallen, und 
alfo, wenn die Hauptpunkte gegeben find, zwei Paar entſprechender 
Punkte gegeben find. Gang daffelbe gilt ebenfo von Strahlbüſcheln, 
fo daß man mit Rückſicht auf Lehrſatz 14. fagen foun: 

18. Lehrſatz. Die Invo— 18. Lehrſatz. Die Fuvoe 
lution einer Punktreihe tft | (ution eines Strahlbüſchels 





völlig beftimmt ift völlig beftimmt 
a) durch gwei Baarentfpre-| a) durch zwei Paar entfpre- 
Gender Punkte Gender Strahlen 


B) durch die Hauptpuntte. | B) durch die Hauptftrahlen. 
Gin dem Lehrſatz 17. ähnliches Geſetz ift mm folgender 

19. Lehrſatz. Werden die 19. Lehrſatz. Werden die 
Strecden zwiſchen swei Punkt- Flächenräume zwiſchen zwei 
paaren A, A’; B, BY einer Gee | Strahlenpaaren a, a b, b’ 
raden s durch zwei andere | eines Scheitels S durch zwei 
Punkte G, H harmonifdh ge- | andere Strahlen g, h hare 
theilt, fo bilden alle ſechs monifd getheilt, fo bilden 
eine Quvolution mit den} alle feds eine Involution 
Hauptpuntten G, H. Fig. | mit den Hauptftrahlen g, h. 
56b. Big. 5Tb. 
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A AG AH BG BH 
Es fei alſo a= aH) ye = pn) 
ber: GA _ Ga’, GR __ GB’ 
oder: 7 iB ~ iB" 
der: GH—HA_ HA’-GH, HB—GH  GH—HB’ 
ober: HA mat iB aw’ 
GH GH GH GH 
ober: mat=!1-qy !-m=awa!) 
alſo: ao ty 1, 2 14 1 
. GH Ha Ha”? GH HBT HB’ 
1 1 1 1 
alſo: ma + ay = an + ap 
BB+ HB’ 
ober: = BB+ 





~ HB- BB 
Nach a) und P) aber ift 
HA+HA' _ GA+GA’, HB+HB' __ GB+GB’ 














HA GA , HB GB 
. GA+GA’_ GB+4 GB 
alſo: Gay = Gna 
AA’ BB’ 
aber: caw = wus”) 


Aus a) und B) folgt weiter: 
HA — HA’, HB 

































Gx”? GB 
over: HG+Gx, HG+GR_ HG—Gn 
ober: a + 1; ue +1 a 1, 
ober: = aa ari iG aw a 
jolt ua — cu 
over: GAGA _ GB— GB 


GA-GA’ ~ GB- GB" 

Nach a) und 6) ift aber 

Ga’-GA HAHA, GB—GB’_ HB—Hp’ 
GA HA? GB HB 












alfo iſt 


ober: 6). 
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Es bilden alfo die fechs Punkte eine Guvolution, bei welcher G und 
H Hauptpuntte find. Der Gag rechts folgt ſogleich aus dem tints 
ftehenden vermöge des Lehrfabes 16. 

Für die Conftruction involutorifder, fonft aber gang beliebiger 
Gebilde find folgende Sätze von Bedeutung: 


20. Lehrfas. Gede Trans- 20. Lehrfak. Die von jee 
verfale in ber Ebene eines | dem beliebigen Puntte in der 
vollftindigen Vierſeits (3. Ehene eines vollftindigen 
Erklärung 15.) trifft deffen Btereds (§ 3. Ertlarung 15.) 
drei Baar gegeniberliegen- | nach den drei Paar gegen— 
der Seiten in drei Punkt- | iberliegenden Eden gezoge- 
paaren, bie eine involuto- | nen drei Strahlenpaare bil- 
riſche Punktreihe bilden. den einen involutoriſchen 
Big. 58a, 58b*). | Strahlbüſchel. Fig. 59a, 59b*). 

G8 fei nämlich aca’c’ das vollftindige Bierfeit. Denn es ent- 
ftehn zwei Strahlbüſchel B,abcd und D,c’ba'd’, deren Strahlen fic) gu 
je gweien anf der Geraden b’ fejneiden, fie find alfo perſpectiviſch und 
folglich conform; fie theifen daher auc) die Gerade s conform, fo daß 

s, ABEVY’ TH s CBA’ 
ift, folglich iſt 2. 3 ve 
AW A _ AB’ wB 
Sy TW Tw’ 
G8 ftehen alfo die Punttpaare A, Aß B, B; C, C nach Lehrfag 12 
in Gnvolution und diefe ift, je nach der Lage der Transverjale s ein 
ftimmig Gig. 58a. oder entgegengefest verlaujend, Fig. 58b. Iſt 
ferner ACA’C’ cin vollftindiges Viered Fig. 59., und A, A'S B, BY; 
C, OC’ die gegenitberliegenden Eden, und zieht man von einem belies 
bigen Punkt S nad) ihnen die Geraden a, a’ u. ſ. w., fo ift, wenn 
man fic) AA’, die e heißen mag, gezogen denkt, Punktreihe b, OAA B' 
und ¢BYA’C’ fiir den Strahlbüſchel A, aaed perſpectiviſch; alſo iſt 
vil b,CUXA'B’ A Punktreihe ¢,BA’A’C’ und daher auch Strahl 
üſche 








oder 








S,caa’b’ A S,baa’e’. 














F ina, sin bla’ sina. sinc’a’ 
Es ift alfo at ae od 
ſt alf sinca * sine’ sin ba * sin ba” 

sin Wa, sin Wa’ sin ba’ | sin 
ober in Ba, ina, St Sine 
sinew * sin cw’ ~~ sinea ‘sina 


Es ftehen alfo nach Lehrſatz 12 die Strahlenpaare a, a’ b, yc, c 
in Quvolution und diefe hat cinftimmigen Fig. 59a. oder entgegen- 
gefesten Fig. 59b. Verlauf, je nach der Lage des Punktes 8. 


*) S. Witzſchel's „Grundlinien ber neneven Geometrie.“ § 100. 
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21. Aufgabe. Gegeben zwei 21. Anfgabe. Gegeben zwei 
Paar ent{predhender Puntte | Paar entfprechender Strah- 
A, W; C, C und ein fiinfter | len a, aß c, c und ein fiinfter 
Punkt B; gefudt der vem | Strahl bz geſucht ver dem 
letzteren entſprechende in- letzteren entfpredende ine 
volutoriſche B. Fig. 58. volutorifde b. Fig. 59. 


Auflsfung der Aufgabe Links. Man ziehe durch B’ eine belie 
bige Gerare b'; durch A, A’ gwei belicbige Gerade a, a’, welche die b’ 
bezüglich in A, C ſchneiden, ziehe CA, EC, oder c’, c, welche die a” 
und a bezüglich in D, B fchneiven, und ziehe (B— D) ober b, fo 
ſchneidet diefe die s im Punkte B nach dem vorigen Lehrſatze. — 
Auflöſung der Aufgabe rechts. Man nehme auf b’ einen beliebigen 
Punkt Br an, und auf a den beliebigen Punkt A, auf a’ den Punkt 
A’, ziehe (B’— A), (BAY), die bezüglich den Strahl cin C’, den 
Strahl c in C ſchneiden, ziehe AC, A’C’, fo fchneiden fic) diefe in 
einem foldjen Punkt B, dag SB der verlangte Strahl b ift, nach 
dem vorigen Lehrfage 

22. Aufgabe. Gegeben gwet 22. Unfgabe. Gegeben gwei 
Paar entfpredhender Punfte | Paar entſprechender Strah- 
A, W; C, Ch gefucht der Cen- | Len a, ws c, Cs gefudt die 
tralpunft O einer involuto- | Normalftrahlen s, t, eines 
vifhen Punktreihe. Fig. 58, | involutorifdhen Strahlbhit- 
60. ſchels. Sig. 61. 

Erſte Auflöſung der Wufgabe Links. Wir haben hier offen— 
bar nur eine Specialitdt der vovigen Aufgabe, nämlich den Fall, wo 
ftatt des Punktes B' dev unendlich entfernte gegeben ijt, deſſen ent— 
fprechender gefucht werden foll. Man Lege alfo eine Gerade b pare 
allel zu s Gig. 58. (in welcher man fic) jest b || s vorftellen mage), 
ziehe durch A, A' die beliebigen Gevaden a, a’, welche die b in B, D 
treffen, ziehe BC, DG’ oder _c, o’ and verbinde den Durchſchnittspunkt 
A ber a und cf mit dem Durchſchnittspunlt C der a’ und c, durch 
die Gerade b’, fo ſchneidet dieſe die s im verlangten Bunft O nach 
Erklärung 5 und Lehrſatz 20. Cine gweite Auflöſung derfelben 
Aufgabe ift folgende, Fig. 60. Man befehveibe zwei Kveife, deren 
einer durch M und W, der andere durch C und C' geht und die 
fih in G, und G, fehneiven. Zwei folche Kreiſe find, welche Lage 
aud) die gegebenen Punkte haben mugen, ftets leicht gu finden. Dann 
ziehe man GG, weldje die s im gefuchten Punkte O ſchneidet. Denn 
es iſt nach einem befannten Sate der Sretslehre 

OU - OY = OG, OG, und OC- OC = OG, - OG, 
alfo OX. OW = OC-OW 


oder 


ober 
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es ift alfo O nach Erklärung 5. der Centralpunkt. — Die Mufgabe 
rechts Lape fic) nicht auf die vorige zurückführen, denn hier find nur 
vier Strahlen befannt und man fennt einen der Normalftrahlen, 
(wahrend in der Aufgabe links der im Unenbdlichen liegende Punkt 
befannt war), denn fonft wire auch dev rechtwinklig auf ifm ftehende 
andere Normalſtrahl befannt. Es läßt aber der Beweis ves Sages 
§ 2. 14, vermuthen, da die Auflöſung hier mit Hiilfe des Kreiſes 
erfolgen miiffe. Und in der That, man beſchreibe einen beltebigen 
durch S gehenden Kreis, den die Strahlen a, c, a’, c, begiiglich in 
A, C, A, C fehneiden, giehe die Sehnen AA’ CC’, die fich in einem 
Punkte X inners oder außerhalb des Kreiſes treffen Fig. 61a, 61b. 
und ziehe dann von X nach dem Mittelpunkt M des Rreifes eine 
Gerade, welche die Peripherie bes Kreiſes in gwei Puntten S, T 
ſchneidet; dann entftehn zwei Strahlbüſchel Wyfet und C, y'ſr't', vie 
fiir ST als Projectionsaze perfpectivife) liegen und alfo conform find. 
Es ijt alfo Uyfet VW Gyyve’. Zieht man mn SS, WS, TS, CS, 
AS, CS, fo ift Winkel yf — sc, weil Hf in dem vem Kreiſe einge— 
ſchriebenen Viereck ACTS 180° — ETS 180° — ASS = cs 
(nach § 1. Erklärung 22.) ift; ferner ijt (mit Berückſichtigung derſel— 
ben Erklärung) ſy = sa, yr — co’, Ht = ct, ſt — st, zr—a't ald 
Peripheriewinkel iiber demfelben Bogen. Es iſt alſo Strahlbüſchel 
A, yſxt = Strahlbüſchel Scsa’t. Chenfo ift ver Strahlbüſchel Cyr’ 
= Sasc't, da f= sa, yr = ac, yt’ =at, fe sc, ft’ =st, 
"t 
































sina’s * 
sin es 





* Sine’ 

sin ¢’s 
oder ‘ore? 
Es ijt alfo auch Strahlbüſchel Sicsa’t A S,c’tas, oder es find a’ und 
a, C und c, s umd t entfprechende Strahlen eines involutorifden 
Strahlbüſchels S,acta’c’s, und da s und t fenfrecht auf einander ftebn, 
weil SX ein Durchmeſſer ift, find fie die Normalſtrahlen. 


23. Unfgabe. Gegeben zwei 23. Aufgabe. Gegeben zwei 
Paar entfpredhender Punkte | Paar entfprechender Strah- 
A, Aß C, Cj geſucht die Haupt- | len a, a'; c, Cs gefucht die 
punfte der involutorifden | Hauptitrahlen des involue 
Punktreihe, wenn foldhe vor-|torifdhen Strahlbüſchels, 
hanbden find. Fig. 58b. | wenn foldhe vorhanden find. 

| Big. 61b. 


Hauptpuntte giebt es nach Lehrſatz 7. nur dann, wenn die ent— 
jprechenden Elemente der beiden zu einem einzigen, involutorifden, 
vereinigten conformen zwei Grundgebilde in entgegengefester Richtung 
verfaufen. Man hat dann folgende 

Auflöſung dev Aufgabe links. Man fuche nach Auflöſung dev 
Aufgabe 22. den Centralpuntt O dex involutorifden Punktreihe Fig. 58b. 
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(in welder man fic) BD || s, B im Unendlichen, O an die Stelle von 
B' gefegt vorftelle), und verwandle nach befannten Regeln das Rechtedt 
aus den Entfernungen zweier beliebiger entfprecender Punfte, 3. B. 
A und W in ein an Flache gleiches Quadrat, indem man die mittlere 
Proportionale ju OX und OW’ jucht, fo ift die Seite deffelben gleich 
der Entfermung der Hauptpuntte G, H von dem Centralpuntt, nad) 
Lehrſatz 7. — Behufs ver Ldfung der Aufgabe vechts befchreibe man 
einen beliebigen durch S Fig. 61 b. gehenden Kreis, ver von a, c, a’, c 
in A, C, W, C gefchnitten wird, ziehe die Sehnen AY’, CC’, die ſich 
bei entgegengefegtem Berlauf entſprechender Strahlen allemal außerhalb 
des Kreiſes ſchneiden müſſen und giehe von ihrem Durchſchnittspunkte 
X an den Kreis die Tangenten XG, XH, fo find die Strahlen SG 
ober g und SH oder h die Hauptftrahlen. Denn nach dev Auflöſung 
ber Aufgabe 22. rechts find s und + die Normalftrahlen, a und a’ 
find nach der Vorausſetzung entipredende Strahlen. Nun ift sa 
= / STM, dev furz a, sa’ = / STA’, der kurz a’ heife, der /UXS 
heiße d. Sm A XSU verhalt fich nun nach dem Sinuslehrſatz der 
Xrigonometrie XA: SA = sin (90 — a): sind = cosa:sin d; es ift 
XY + sin 


daher Gx = AT? gm A XSW ift XW: SH = sin (90 — a) 
:sind = cosa’: sind; folglich ift SU = Xa sind und man hat daher: 





8 a 





Sx. Sy —= XH. xy. —si? _ 


cos a+ cos a” 
Gn dem A XTA aber verhalt fic) XT: TA = sin XAT: sin d oder 
ba £XUT = / TSW = 90° — iſt, KX: TA = cos a’ : sin 6, 
alſo iff TA = see “? 5 gm A XSW verhitt ſich XT: TW’ 


== sin XYU'T isin d, oder ba “XAT = / TSX = 90 —a iſt, 
XT:TW = cos a:sin d; alfo iſt TA — ="? Man Hat alfo: 
TY. Ty — XT? AP 
Divivirt man mit diefer Gleichung in die vorige, fo erhalt man: 
Sx Sw xXY-xy’ 
Ta Tw ~ xg? * 
Da aber XG eine Langente ift, fo ift XX. Kw — XG2, alfo: 
ox ew (3) 
Tu se \xr) 
Es ift aber a = tang a; a= tang a’; ferner verhält fic) im 
AX&G XG: XT = siny: sin XGT, wenn 7 STG durd y bee 
zeichnet wird, oder, da nach einem befannten Gage der Kreislehre 
ZL XOL = / XSG = 90° — / STG = 90° —y ift: XG: XT 
=siny:cosy; es ift alfo XO = tangy. Man hat alfo: 
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tang a - tang a’ = tang? y 
ober da Sasa, fo’ =so’, Wy =sg ift: 

tang sa - tang sa’ = tang? sg. 

Ferner ift / sh = 7 STH = / STG (weil A XTH VA XTG 
iff) = 7 y= sg. G8 find alfo g und h die Hauptftrahlen nad § 3. 
Lehrſatz 9. und nach Lehrfak 7. Uebrigens wird fic) eine allgemeine 
Auffaffung ber Löſung der Aufgabe rechts im § 14. zeigen. 


§ 5. 


Projectivifdhe Lage ber Grundgebilde. 


Dev allgemeinfte, in § 2. TI. erwähnte Fall ijt offenbar dev, 
daß conforme Grundgebilde weder axial noch central, oder projectiviſch 
legen. Bet dev Unbeftimmtheit, die daher über ihre gegenfeitige Lage 
hervfcht und dem weiten Spielraum, in dem fie fich bewegen können, 
giebt es natürlich nur wenige Eigenſchaften von allgemeiner Geltung ; 
wenigftens können mit Hiilfe des Bisherigen mur wenige entdedt were 
den, und erft in einem ſpäteren Rapitel wird diefer Fall als die Quelle 
einer Menge intereffanter Geſetze auftreten. Zunächſt mug vorausge— 
fehickt werden, dag folgende Definitionen gelten follen: 

1. Erklärung. Auch bei pro— 1. Erklärung. Auch bei pro- 
jectivifher age conformer | jectivifdher Lage conformer 
Punttreihen s,A,C,B,D, | Strahlbifdhel S,,a,c,b,d, 
und 8,,A,C,B,D, follen die] und S,,a,c,bad, follen die 
Verbindungsgeraden ent-Durchſchnittspunkte entſpre— 
ſprechender Punkte, z. B. A, chender Strahlen, z. B. von 
mitA,,D, mit D, Projections: | a, mit a,, d, mit da, Proz 
ſtrahlen heifen. Sig. 62. jectionsp unfte heißen. Fig. 63. 
Es follen alfo die fiir die perſpectiviſche Lage gebraudhten Bezeich— 
nungen § 3, Erklärung 1. auch bei projectiviſcher Lage gebraucht wer- 
ben, die fic) von der erfteren dadurch unterfcheidet, dag die Projections 
ftrablen fich nicht in einem und demſelben Punkt ſchneiden und die 


Projectionspuntte nicht auf einer 
leicht die Richtigkeit ves folgenden 


2. Lehrſatz. Befinden fig | 


zwei conforme Punktreihen 
s,A,C,B,D,unds,,A,C,B,D, 
in projectivifder Lage, fo 
Lapt fic) ftets eine dritte 
Punktreihe s,ACBD finden, 
die mit jeder der beiden ge- 
gebenen perfpectivifd liegt. 
Sig. 62. 


Man nehme auf irgend einem der 


Geraden liegen. 
Sages beweifen: 


2. Lehrſatz. Befinden fig 
zwei conforme Strahlbüſchel 
S,a,c,b,d, und S,,a,c,bed, 
in projectivifder age, fo 
läßt fic ftets ein dritter 
Strahlbüſchel Sachd finden, 
der mit jedem dev beiden ge- 
gebenen perfpectivifd liegt. 
Sig. 63, 


Projectionsftrahlen, 3. B. (A,—A,) 


Es laßt fid) nun 
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zwei beliebige Punkte S,,S. an, und ziehe von dem einen 3. B. von 
8, nad Ay, Cy, By, Dd, von bem anderen S, nach A,, C,, Ba, 
D,), fo entftehen, da die Punktreihen s,,A,C,B,D, und s,,A,C,B,D, 
conform find, gwet conforme Strahlbuͤſchel nach § 1. Lehrfatz 13, 
S,,a,c,b,d, und S,,a,c,b,d,, und da fie der Annahme nach mit 
einem Baare entiprecyender Strahlen a, und a, auf einander fallen, 
Tiegen fie perſpectiviſch nach § 3. Lehrſatz 26. Es ſchneiden fic) alſo 
die entfpredenden Strahlen auf einer Geraden s, auf welder die bei- 
ben Strahlbüſchel vie Punktreihe s,ACBD befchreiben, die demnach mit 
jeder ber beiven gegebenen s,,A,C,B,D, md s,,A,C,B,D, per- 
fpectivifeh liegt, nach § 3. Lehrſatz 2a. Es fejneiden ſich alfo sACBD 
und s,A,C,B,D, in zwei entfprechenden Punkten Eo und E,, und 
ebenfo sACBD und s,,A,C,B,D, in zwei entfprecjenden Punkten 
F und F,, und es durchſchneidet daher s die Punktreihen s,,A,C,B,D, 
und s,,A,C,B,D, in gwei nicht entfprechenden Punkten E, und Fy. 
— Ghenfo überzeugt man fic) von der Richtigheit ves Sages rechts. 
Man ziehe durch den Projectionspuntt irgend gweier entſprechenden 
Strahlen, 3. B. a, und a, gwet beliebige Gerade s, und sy, die von 
den Strahlbiifdett S,a,c,b,d, und S,,a,c,b,d, bezüglich in den 
Punktreihen 8,A,0,B,D, und 8,,A,0,B,D, geſchnitten werden. 
Da diefe gwei Punftreihen conform find und mit einem Paar entfpre- 
chender Bunfte A, und A, auf einander fallen, fo liegen fie nach 
§ 3. Lehrſatz 26. perſpectiviſch und die Projectionsſirahlen (C,—C,), 
(B,- B,), D,—D,) bilden alfo einen Strahlbüſchel S,achd dev mit 
S,,a,c,b,d, für die Axe s,, mit S,a,c,bpd, fiir die Axe s, per— 
fpectivifd liegt. 

Man fann diefen, eben bewieſenen Lehrſatz noch von einer anderen 
Seite auffaffen, wenn man folgende Definition berüuͤckſichtigt: 

3, Erklärung. Man ver— 3. Erflirung Man vere 
fteht unter einem vollftandigen | fteht unter einem vollſtändi— 
Sechsfeit den Gubegriff be- | gen Sedhse den Inbegriff 
liebiger feds Geraden, die | beliebiger feds Punkte. 
als unbegrengt angenommen | Diefe Punkte Heifen die 
werden. Diefe Geraden | Eden des Sed ses, ihre Ver- 
heißen die Seiten des Sechs- | bindungsgeraden bie Seiten 
feits, ihre Durchſchnitts- deffelben. Fig. 63. 
punfte die Gden veffelben. 
dig. 62. 

Oder allgemein: 

A. Erklärung. Um ein| 4. Erklärung. Um ein 
vollftindiges Sechsſeit zu vollftandiges Sechseck gu ere 
evhalten, nefme man feds) halten, nehme man feds be- 
Beliebige Gerade s,, d, s,,| liebige Punkte S,, D,S,, Fy, 
f;, a, (oder ay), e, an und A, (oder Ay), Ey an und bee 
beftimme willtirlih, daß 3. | ftimme willkürlich, daß 3. B. 
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B. s, die erfte, d die gweite, 
s, die dritte, f, die vierte, 
a, bie fiinfte, e, die fedfte 
Seite fein foll. Dann ziehe 
man vom Durchſchnittspunkt 
ber erften mit dev ſechſten 
auf der erften bis dahin, wo 
jie von der gweiten geſchnit— 
ten wird, dann auf der zwei— 
ten bis gum Durchſchnitts— 
puntte mit der dritten, dann 
auf der bvitten bis jum 
Durchſchnittspunkte mit der 
vierten u. f. to. bis man gum 
Anfangspuntte zurückge— 
langt. Läßt man nun eine 
andere Gerabe die erſte, u. 
ſ. w. fein, und verfährt eben— 
ſo, und auf gleiche Weiſe 
durch alle Permutationen 
hindurch, ſo erhält man halb 
jo viele einfache Sechsſeite, 
als die Anzahl der Permu— 
tationen beträgt, die fünf 
Elemente gulaffen, nämlich 
60. Alle diefe 60 einfachen 
Sedhsfeite gufammengenom- 
men bilden das vollftandige 
Sedhsfeit. Fig. 62.*) 
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S, die erfte, D dic gweite, S, 
bie dritte, F, die vierte, A, 
bie fiinfte, E, bie fedfte 
Eee fein foll, und verbinde 
dann S, mit D, D mit 83 
S, mit F,, F, mit A,, A; 
mit E,, E, mitS, durch Gee 
rade, bi8 man gum Anfangs- 
puntte guriidgelangt. Laͤßt 
man nun einen anderen 
Punkt den erſten, u. ſ. w. fein, 
und verfährt ebenſo und auf 
gleiche Weiſe durch alle Per— 
mutationen hindurch, ſo er— 
hält man halb ſo viele ein— 
face Sechsecke, als die Ane 
zahl ber Permutationen bee 
tragt, die fünf Elemente zu— 
laffen, namtich 60. fle 
dtefe 60 einfachen Sechsecke 
gufammengenommen bilden 
das vollftindige Sechseck. 
Fig. 63.*) 


Läßt man nämlich 3. B. s, die erfte Seite fein, was jedergeit 


angenommen werden Fann, fo können die fünf anderen ihre Rangord- 
ming al gweite, dritte u. ſ. w. fo vielmal wechſeln, als fünf Elemente 
Permutationen gulaffen. Man erhält alfo, wenn man die erfte Seite 
guerft, die gweite gu gweit u. ſ. w. ſchreibt, die einfachen Sechsſeite 
8,ds,f,a,¢e,, 8,ds,f,e,a,, 8,ds,a,f,e,, 8,ds,a,e,f, uf. w. Ihre 
Anzahl ift offenbar 1.2.3.4.5. Man erhiilt jedoch fo jedes einfache 
Sechsfeit zweimal, denn es ift 3. B. s,ds,fraye, und s,e,a,f,s,d 
einerfei, und beide find nur durch die Aufeinanderfolge dev fie bilden- 
den Geraden verfchieden. Ebenſo ift s,;ds,a,f,e, identiſch mit 
8,¢,f,a,8,d uf. w. Es giebt alfo nur Lae. 45. 60 verſchiedene 
einfache Sechsſeite. Ebenſo iſt es bei den Sechsecken. Man überzeugt 
ſich übrigens leicht, daß auch die § 3. Erklärung 15. gegebene Defi- 





*) Man fehe das Ende dieſes Paragraphen. 
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finition bes vollftindigen Vierſeits und Vierecks auf diefelbe Weife 
anfgefagt werden fann, indem vier Gerade we. = 3 verſchiedene ein- 


fache Bierfeite hervorbringen. 

5. Erklärung. Wird im| 5. Erklärung. Wird im 
Folgenden von einem Sede. Folgenden voneinemSedsed 
feit s,ds,f,aje, ohne weite- S,DS,F,A,E, ohne weiteren 
ren Bujas gefproden, fo ift | Bufas gefproden, fo tft dar— 
darunter dasjenige einfache Unter dasjenige einfade 
Sechsſeit gu verftehen, wel- | Sechseck gu verftehen, wwe 
hes durch s, als erfte, d als | hes durch 8, als erſte, D 
gweite, ....e, als ſechſte als gweite....E,, als ſechſte 
Seite gebildet wird. Das | Ede gebitbet wird. Das 
voliftindige Sechsfeit hinge- | vollftindige Sechseck hingegen 
gen wird bezeichnet durch wird bezeichnet durch den 
ben Ausdrud: ,vollftindiges | Ausdruck nvottftdndiges 
Sechsſeit s,ds,faje,” mit) Sechseck S,DS,F,A,E,” mit 
beliebiger Anfeinanderfolge | beliebiger ‘Aufeinanverfolge 
ver Seiten s,, d,s, uf. mw. | der Eden 8,, D, S, u. f. w. 

Gin einfaches Sechsſeit Cin cinfades Sedhsec ijt 
ift ibentifd mit einem eins |identifd) mit einem einfa- 
fachen Sedhsed, denn es hat| hen Sedsfeit, denn e8 hat 
feds Eden, ſechs Geiten. 

Nach Vorausſchickung diefer Definitionen läßt fic) nun ver Lehr— 
fag 2. auch fo ausſprechen: 

6. Lehrſatz. Wird in ei— 6. Lehrſatz. Sind in ei- 
nem Gedsfeit s,ds,f,aye, | nem Sedsed S,DS,F,A,E, 
bie erfte und dritte Seite die Berbindungégeraden ber 
8, und s, burch die vier|erften und dritten Ede S, 
iibrigen a,,e,, d, f, in ſol- und S, mit den vier iibvigen, 
chen PBuntten gefdnitten,| A,, E,, D, F,, entfpredende 
daß die Durchſchnittspunkte Straglen ‘conformer Strahl: 
entfpredende Punkte con- büſchel, fo daß alfo Strahl— 
former Punktreihen ſind, büſchel 
daß alfo Punttreihe 8,,2,¢,4,f, 18,,a,¢,daf, 
8,A,E,D,F, Ws,A,E2D.F, | ift, fo liegen die Dur d- 
tft, fo ſchneiden fic) die Dia- | fdnittspuntte 8, D,, D, be- 
gonalen s, dy, d,, welde die | züglich bev evften und vier- 
erfte und vierte, gweite und ten, gweiten und fiinften, 
fünfte, dritte und fedjte Ede | dritten und fedften Seite 
des Seihsfeits s,,ds,fja,e, | ded Secseds S,,DS,F,A,E, 
verbinden, in einem und deme: | auf einer und perfelben Gee 
ſelben Buntte D. Fig. 62. raden d. Tig. 63. 

Denn, man giehe vom ‘Dave ffnittspuntte S, der vierten und fünften, 
bas Sechsſeit bildenden Geraden die Cinien ay e,, d,,£, nach denjeni- 
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get Punkten A,, E,,D,, F,, in weldjen die erfte Seite s, von den 
vier andern geſchnitten wird, und ebenſo giehe man vom Durchſchnitts- 
punfte S, der fünften und fechften, das Sechsſeit bildenden Geraden 
die Linien a,, ey, dy, f, nach denjenigen Puntten A, E,, Dy, F,, 
in welchen die dritte Seite s, von den vier anderen gefdhnitten wird. 
Es entftehen fo zwei conforme Strahlbüſchel S,,a,e,d,f, und 8,, 
ane, d,f,. Sie Kegen perfpectivifa, da fie mit einem Paar entſpre⸗ 
chender Strahlen a, und a, auf einander fallen, und ihre Projections 
punfte E, D, F liegen daher auf einer Geraden s, es ſchneiden fic) 
alfo die dic erſte und vierte, zweite und fünfte, dvitte und ſechſte 
Ecke verbindenden Diagonalen D,S,, D,S,, FE, in einem und 
demſelben Punfte D. — Man beftimme auf der Verbindungsgeraden 
8, des vierten und fünften dev das Sechseck bildenden Puntte die Durch— 
ſchnittspunkte A,, E,, D,, F, weldhe die Gerbindungsgeraden des 
erſten Punktes S, mit den vier übrigen A,, E,, D, F, auf s, bilden; 
ebenfo beftimme man auf dev Verbindungsgeraden s, des fitnften und 
fechften Punktes vie Durchſchnittspunkte A,, E,, D,, F,, in welchen 
file von den Verbindungéslinien des dvitten Punftes S, mit A,, E,, 
D, F, getvoffen wird. Es entſtehen fo zwei conforme Punttreihen 
s,A,E,D,F, und s,A,E,D,F,. Gie fallen mit einem Paare 
entiprecjender Punkte A,, A, auf einander und Tiegen folglic) per- 
ſpectiviſch und ihre Projectionsftrahlen e, d, f fcjneiven fic) in einem 
und demfelben Buntte S. Es Liegen alfo die Ouvehfdhnittspuntte ver 
erſten und vierten, der zweiten und fiinften, dev dritten und fechfter 
Seite, D,, D,, S auf einer und derfelben Geraden d. 


Umgekehrt fann man behaupten: 


7. Lehrſatz. Schneiden fid 
in einem Sechsſeit die Dia- 
gonalen, welche die erfte und 
vierte, die zweite und fünfte, 
die dritte und ſechſte Ede ver— 
binden, im etnem und deme 
felben Punkte D, fo werden 
je die erſte und dritte Seite, 
nämlich s, und s,, d und fy, 
8, und a,, f, und e,, a, und 
8;, @, und d, bon den vier 
übrigen conform gefdnitten, 
fo daß die Durchſchnitts— 
punftte, bie jede der vier 
iibrigen mit der erften und 
dritten bildet, entfpredende 
Puntte find. Fig. 62. 





7. Lehrſatz. Liegen in einem 
Sechseck die Durchſchnitts— 
punkte der erſten und vier— 
ten, der zweiten und fünften, 
der dritten und ſechſten Seite 
auf einer und derfelben Gee 
raden, fo find bie Strahl- 
büſchel, die entftehen, wenn 
man je den erften und drit— 
ten Punt, nämlich S, und 
8,, D und F,, S, und Aj, 
F, und E,, A, und 8, E, 
und D mit den vier iibrigen 
verbindet, conform und gwar 
fo, daß die Berbindungslie 
nien, die jeder der vier ibri- 
gen mit dem evften und drit- 
ten bildet, entfpredende 
Strahlen find. Fig. 63. 
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Denn fejneiden fic) die Diagonalen der erften und vierten, gweiten und 
fiinften, dvitten und fechften Ede in einem Punfte D und fieht man 
ixgend zwei Seiten des Sechsfeits s,dssf,a,e,, zwiſchen denen eine 
andre Seite liegt, 3. B. s, und s, (zwiſchen denen d liegt) als erſte 
und dritte an, und den Durchſchnittspunkt dev erſten und zweiten s, 
und d als die erfte Ecke, den der zweiten und dritten als zweite Ecke 
u. f. w. fo verbinde man die vierte Ecke mit der erften und fechjten, 
bie fünfte Ecke mit dev gweiten und dvitten, fo entftehen ein Baar 
Strahlbüſchel S,,a,e,d,f, und S,,a,e,d,f,, die perſpectiviſch liegen 
in Bezug auf die Diagonale der dvitten und fechften Ede als Pro- 
jectionsaze. Gie find alfo conform, und alfo ift s,A,E,D,F, 
‘K 89,A,E,D,F,. Man hatte ebenfo auch 3. B. a, und s, als 
erfte und dvitte Seite anfehen können, dann hatte mon D, umd F, 
als Scheitel des conformen Strahlbüſchels angufehen und D,D ware 
die Projectionsaye; man itberzeugt fic) dann, daß a, und s, conform 
getheilt werden, und fo in jedem andern Falle.— Man ſehe ixgend zwei 
Puntte des Sechsecks S,DS,F,A,E, zwiſchen welchen ein Punkt 
liegt, 3. B.S, und S, (gwifdhen welchen D liegt) als erften und 
britten an, nenne die Verbindungslinie des erften und zweiten S, und 
D bie erfte Seite, die Verbindungslinie des gweiten und dritten die 
gweite u. f. w. und beftimme die Durchſchnittspunkte der erſten und 
fechften mit der vievten, der zweiten und dritten mit der fünften, fo 
entftehen ein Paar Punktreihen s,A,E,D,F, und s,,A,E,D,F,, 
bie perſpectiviſch ftegen fiir den Durchſchnittspuukt der dritten amd 
ſechſten Seite als Projectionscentrum. Gie find alfo conform und 
alfo ift S,,a,e,d,f, A S,,ase.d.f,. Man hitte ebenfo auch 3. B. 
A, und x als erſte und dritte Ede anfehen finnen, dann bitte 
man d, und f, al8 die Linien gu betrachten, auf denen die conformen 
Punktreihen fic) befinden, und der Durchſchnitt von d, und d wäre 
das Projectionscentrum; man überzeugt ſich dann, daß auch vie Strahl- 
büſchel, die entftehen, wenn man von A, und S, nach den vier übri— 
gent Punkten Gerade zieht, conform find, und fo in jedem anderen Falle. 
Aus dem VBisherigen ergeben fic) noch folgende Sage: 


8. Lehrſatz. Bilden in 
einem einfachen Sedsed 
8,DS,F,A,E, ein Paar 
Eden, 8, und S,, die als 
ervfte und dritte angefehen 
werden können, durd ihre 
VGerbindungslinien mit den 
vier übrigen Eden conforme 
Paare Seiten in vemfelben | Strahlbijdhel, fo gilt dieß 
einfacen Sechsſeit, die al8 | aud von jedem anderen 
erfte und bdritte angefehen | Paare Eden in demfelben 
werden finnen, alfo von 5, | einfadhen Sedhsed, die als 


8. Lehrſatz. Wird in et- 
nem einfadhen Sed sfeit 
8,ds,f,a,e, ein Baar Seiten, 
8, und s,, die als erfte und 
dritte angefehen werden kön— 
nen, von den vier übrigen 
conform getheilt, fo gilt 
dies aud von jedem anderen 





$5. 


und s.; d und f,; 8, und a,; 
f, unde; a, und s,; e, und 
@. Sig. 62. 
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,erfte und dritte angefehen 
werden finnen, alfo von S, 
und 82; D und F,; 8, und 


iA F, “und E,; Ay und 8, ; 
E, und D. Sig. 63. 

Gs folgt dies unmittelbar aus Lehrſatz 6 und 7. 
Sind nun fechs beltebige Gerade s,, d,s, f,, ay, Cy gegeben, 
fo bejtimmen dieſe ein vollftandiges Sechsſeit (Erklärung 4), 
weldes 60 einfache Sechsſeite enthilt; unter diefen 60 einfachen 
Sechefeiten find 24, in denen s, und s, die evfte und dritte Seite 
ift, 24, in denen d und f,, 24, in denen s, und a, u. f. w. die erfte 
und dritte Seite find. Natürlich können inverfehiedenen diefer Sechsfeite 
mehrere oper alle der feds genannten GSeitenpaare je als erfte und 
britte Seite angefehen werden, und in der That find unter den 60 
verſchiedenen einfacyen Gechsfeiten fechs, in denen alle fechs Paare, 
zwei, in denen drei Paare, neunundvierzig, in denen zwei Paare, vrei, 
in denen ein Baar der in Lehrſatz 8. genannten Seiten als erjte und 
dritte angeſehen werden fénnen; 3. B. in dem Sechsſeit s,ds,f,a,e, 
fann fowohl s, unr s,, al8 d und f,, al8 s, und a,, ‘ae f, und 
e,, a8 a, unds,, alg e, und d afs erſte und dritte Seite ange- 
fehen werden; in dem Sechsſeit s,da,e.f,s, aber nur a, und s,, 
e, und d; u. fe w. Zugleich it unter den ſechzig, das vollftindige 
Sechsſeit bildenden einfachen Sechsfeiten feines, in weldjem nicht 
wenigftens eins der genannten ſechs Paare als erfte und dvitte 
Seite angefehen werden könnte. Gin Gleiches gilt von em Sechseck. 
Man erhalt demnach, da, was von einem einfachen Sechsfeit gezeigt 
worden ijt, fic) eben fo von allen iibrigen darthun läßt, nach Lehr— 

fag 8. den 

9% Vehrfas Bn jedem 


9. Lehrſatz. Gu jedem 
vollftindigen Sechsſeit bil- | 


vollftanbdigen Sechseck bil- 
ben die Durchſchnitispunkte den die Verbindungslinien 
je ber erſten und dritten je ber erſten und dritten 
Seite mit den vier übrigen Ecke mit den vier übrigen 
conforme Punktreihen, wenn conforme Strahlbüſchel, 
dies mit der erſten und drit- wenn dies mit der erften 
ten Seite in einem eingigen | und dritten Ede in einem 
der 60 einfachen Sechsſeite einzigen ber 60 cinfacen 
ber Fall ift. Fig. 62. Sechsede der Fall ift. Fig. 63. 

Es ift bisher immer nur von der erſten und dritten Seite die 
Rede gewefen, allein man bemertt leicht, daß dies auch von jedem 
Paare anderer gilt. Gu vem einfachen Sechsſeit s,ds,a,f,ec,, in wel- 
chem fic) s, und s, als erfte und dritte darſtellen, Fann auch 
8, und f,, alfo zwei Gerade, die in dem urſprünglich angenommenen 
Sechsſeit s,ds,fia,e, (Fig. 62.) die erſte und vierte waren, als erſte 
und dritte quigenommen werden; es gilt alfo nach Lehrſatz 8. daffelbe 
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Geſetz aud) von s, und f,, nämlich, daß fie von den vier übrigen 
conform getheilt werden. In dem einfacjen Sechsſeit s,s,df,a,e,, 
in welchem s, und a, die erjte und dvitte Seite find, finnen auch s, 
und d als folhe angenommen werden; es gilt alfo unfer Gag auch 


für diefes Baar u. ſ. w. Gleiches 
erhält alſo den allgemeinen Satz: 


10. Lehrſatz. Bu jedem | 
volljtindigen Gedsfeit, in) 
welcem zwei Seiten von den 
vier übrigen conform ge- 
theilt werden, wird auch je- 
bes andere Paar von den 


findet fic) bet Sechsecken. Man 


10. Lehrſatz. Yn jedem 
vollſtändigen Sechseck, in 


welchem die Verbindungs— 


linien von zwei Ecken mit 
den vier übrigen conforme 
Strahlbüſchel bilden, findet 


ein Gleiches mit den Strahl— 
büſcheln, die jedes andere 
Paar Ecken zu Scheiteln ha— 
ben, ſtatt. 


Eingehender werden die hier ſich darſtellenden Verhältniſſe in 
Rap. IIL. behandelt werden. Es mögen hier nur nod) beſſeren Ver— 
ſtändniſſes wegen die ſechzig verſchiedenen Sechsſeite und Sechsecke aufe 
geführt werden, die ſich aus ſechs Elementen bilden laſſen, und es 
mag dabei nochmals erinnert werden, daß z. B. s,ds,f,a,e, dasjenige 
einfache Sechsfeit bezeichnet, welches entſteht, wenn man vom Durch— 
ſchnittspunkt von s, und d auf d bis dahin fortgeht, wo d von s, 
gefchnitten wird, dann anf s, bis gum Durchſchnitt mit der darauf 
folgenden Linke £,, dann auf diefer u. ſ. w. fortgeht. Ebenſo bedeutet 
8,DS,F,A,E, das einfache Sechseck, welches entiteht, wenn man die 
Verbindungsgerade zwiſchen S, und D, dann zwiſchen D und 8, 
u. ſ. w. zieht. Man erhält fo folgende 


einfache Sechoſeite: 


8,ds,fa,e,. 8,df,s,a,e)- 


vier ibrigen conform gee 
theilt. 


einfache Sechsecke: 


§,DS,F,A,E,. §,DF,8,A,E,. 
s,ds,f,e,2,. s,df,s,¢,2,. | S,DS,F,E,A,. 8,DF,S,E,A,. 
s,dsa,f,e,. s,df,a,s,e,. | $,DS,A,F,E,. $,DF,A,8,E,. 
8,ds,a,e,f,. s,df,a,e,s,. | $,D8,A,E,F,. S8,DF,A,E,8,. 
8,ds,e,f,a,. 8,df,e,s,2,. | S,DS,E,F,A,. §,DF,E,8,A). 
s,ds,e,a,f,;. s,df,e,a,s,. S,DS,E,A,F,. 8,DF,E,A,8,. 
#,da,s,f,¢,- 8,degsyf,a,. $,DA,S,F,E,. $,DE,8,F,A,. 
s,da,s,¢,f,. s,de,s,2,f,. S,DA,S,E,F,. $,DE,S,A,F,. 
s,da,f,s,e,. s,de,f,s,a,. S,DA,F,8,E,. $,DE,F,S,4,. 
s,da,f,e,s,. s,de,f,2,s, 8,DA,F,E,8,. $,DB,F,A,S,. 
s,da,e,s,f,. s,de,a,s3f,. S,DA,E,S,F,. 8,DE,A,S,F,. 
6,da,c,f,s,. s,de,a,f,s, $,DA,E,F,8,. $,DE,A,F,S). 
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einfache Sechsſeite: einfache Sechsecke: 
8,8,df,2,¢,. 8,8,f,da,e,. | $,8,DF,A,B,. 8,8.F, DaA R,. 
3,8,df,c,0,. 8,8,f,de,a,. | S,S,DF,B,A,. 8,8,F,DE,A,. 
s,8,da,f,c,. 8,8,f,a,de,. | $,8,DA,F,E,. 8,S,F,A,DE,. 
8,8,da,e,f,. s,5,f,e,da,. | S,S,DA,E,F,. 8,8,F,E,DA,. 
5,8,de,f,a,. $,8,DE,F,A,. 
8,8,de,a,f,. 8,8,DE,A,F,. 
$18,4,df,e,. s,8,e,df,a,. | 8,S,A,DF,E,. 8,S,E,DF,A,. 
8,8,a,de,f,. 8,8,e,da,f,. | 8,S,A,DE,F,. 8,8,E,DA,F,. 
8,8,4,f,de,. s,8,e,f,da,. | S,S,A,F,DE,. 8,8,E,F,DA,. 
$,8,4,e,df,. s,8,¢,a,df,. | 8,8,A,E,DF,. 8,8,E,A,DF,. 
8;f,ds,4,€3. 8,f,8,da,e,. | S,F,DS,A,E,. $,F,S,DA,E,. 
5,f,ds,e,a,. s;f,8,de,a,. | S,F,DS,E,A,. 8,F,S,DE,A,. 
s,f,da,s,e,. 8,f,s,a,de,. | S,F,DA,8,B,. 8,F,8,A,DE,. 
s,f,de,s,a,. 8,f,s,e,da,. | S,F,DE,S,A,. 8,F,S,E,DA,. 
s,f,a,ds,e,. 8,f,e,ds,a,. | S,F,A,DS,F,. 8,F,E,DS,A,. 
s,f,a,s,de,. s,f,e,s,da,. | S,F,A,8S,DE,. 8,F,E,8,DA,. 
,a,ds,f,e,. 8,8,8,df,e,. | S,A,DS,F,E,. 8,A,8,DF,E, 
8,0,df,8,e,- 8,a,8,f,de,. | $,A,DF,8,E, $,A,8,F,DE,. 
s,a,f,ds,e,. §,A,F,DS,E,. 
8,0,f,8,de,. | 5,4,F,8,DE,. 
Sap. II. 
Gebilde zweiter Stufe. 


§ 6. 
Das ebene Syftem. 


Bie wir im erften Kapitel § 1. den einfadhften Fall der Pro- 
jection zu Grunve legten, nämlich den, eine Gerade auf eine andere 
gu projiciren, und bie fic) hiebei ergebenden Geſetze entwicelten, fo 
haben wir uns jest, vom Einfachen gum Zufammengefegten fortſchrei— 
tend, mit der Projection einer Figur auf eine andeve gu befchaftigen, 
und die dabet obwaltenden Gefege zu erforſchen. 

Gs wurde bereits in § 1. gezeigt, daß es nothwendig fet, um den 
Begriff des Projicirens einer Geraden auf eine andere flar und präcis 
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gu faffen, fic) die Gerace als Punftreihe zu denken. Etwas Aehnliches 
finbet fic) auch hier, indem man, um fich nicht im Unbeftimmten und Vagen 
gu verlieven, zunächſt feftfesen mug, was es heift, eine Sigur auf eine 
andere zu projiciven. 

Zunächſt mag daran evinnert werden, daß wir es, wie bereits im 
§ 1 bemertt wurde, nicht mit materiellen Figuren hier gu thun haben, 
dag alfo Undurchſichtigkeit u. f. w. hier anger Acht bleiben, daß wir 
uns vielmehr mit rein mathematiſchen Gebilden befchaftigen. Doch 
auch dann bedarf es nod) einer genaueren Feſtſtellung deffen, was unter 
Projection dev einen Figur auf eine andere gu verftehen fein foll. Es 
feien 3. B. Gig. 64. zwei Fünfecke ACBDE uid A’C'BD’E’ gegeben, 
und gwar von der Befchaffenheit und in folcher Lage, dag die Geraden 
(A-A’), (B~B4), (C-C’), (D~D’), (EE) fich in einem und deme 
felben Punkte S ſchneiden, fo witrde man anf ven erſten Anblick gee 
neigt fein, gu fagen, tas eine fei die Projection des andern. Gine 
nähere Betrachtung indeſſen zeigt, dag, fo gefaßt, ver Begriff ver Pro— 
jection ein ſehr unbeftimmter ijt. Denn es laſſen fic) dann unzählig 
viele und belicbige Fünfecke, 3. B. A”B’C’D'E” jeichnen, die mit 
ABCDE over mit A'B'C'D’E’ in Projection ftehen. Zugleich ijt noch 
ein anberer und ſchwerer in das Gewicht fallender Umjtand vorhan— 
ben, der uns hindert, bei diefer Auffaffung von: Projection ftehen zu 
bleiben. Schon durch cin gewöhnliches Fünfeck find namlich nicht blog 
bie fiinf, feine Eckpunkte bildenden Punkte geſetzt, fondern es find, 
wenn es gezeichnet vorliegt, gugleic) eine Menge anderer Punkte be- 
ftimmt, 3. B. dle Durchſchnittspunkte jeoer Seite mit jever der vier 
iibrigen, alfo 3. B. vie Punkte F, und Fu. f. w., ebenjo die Dia 
gonalen, 3. B. AD, AD'; CE, CE’ and ihre Durchſchnittspunkte, 
3 B. G, G’; ferner die Durchſchnittspunkte dieſer Diagonalen mit 
ben Seiten u. ſ. w. Daraus mum, dag vie Geraden (A~ A’), (B~ BY, 
(C-C’), (D—D’, (E~E’) fich in einem und demſelben Buntte ſchnei⸗ 
ben, folgt nun feineswegé, daß auch die Verbindungsgeraden der iibri- 
get Punfte, alfo die Geraden (F—-F’), (G—-G’) u. f. w. durch bene 
felben Punkt gehen. Es würde dann alfo die Projection eine, fo gu 
ſagen, rein äußerliche fein, indem bloß die fiinf, ben Umfang beſtim— 
menden Punkte in Projection ftinden. Cinmal diefe Rückſicht, ſodann 
aud die alfgemeinere Auffaſſung von Biere und Sechsed, (f. § 3. 
Erklärung 15., § 5. Erflarung 3.), auf die wir durd) das Vorige 
naturgemag geführt wurden, beftimmt uns, diefe Punkte mit als gum 
Weſen der Figur gehirig anzufehen, und zu verlangen, daß alfo die 
Durchſchnittspunkte A, C, F, H, welche vie Geraden (E~ A), (O- B), 
(D~B), (E~B), (D—E) mit ber Geraden (AC) bilden, mit den 
Puntten A’, C’, FY, H’, in denen die Geraren (H’— A’), (C’-BY, 
(D’'-B), (E’-B), (D’-E’) bie Gerave (A’-C’) ſchneiden, in Pro— 
jection ftehn, und dag dies bei jedem Paar entfprechender Seiten (B—C) 
und (B’—C’), (B~D) und (B’-D’), u. ſ. w., fo wie auch fiir alle 
Diagonalenpaare, (A~D) und (A’-D’), (C—E) und (C’-E) ete, 
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gelte, Mit einem Worte, wir fehen jede Gerade in dev Figur als 
Punttreihe an und verlangen, als zum Wefen der Projection gehirig, 
dag alle Punkte, welche diefelbe geometvifde Bedeutung in den Figuren 
ABCDE und A’B/CD'E’ haben, in Projection ftehen. Nennen wir 
z. B. (A~C) amd (A’~C’) die erſte, (BC) und (B'-0) die 
gweite, (BD) und (B’—D’) die dritte Seite u. f. w. der Fünfecke, 
fo mug der Durchſchnittspunkt F ver erften Seite und der zweiten 
mit dem Punkt EF’, der diefelbe geometriſche Bedeutung an der zwei— 
ten Figur hat, in Projection ftehen, ebenfo ver Durchfchnittspunkt K 
ber erjten Seite und der Verbindungslinie der dritten und fiinften Ede 
(B~E) mit dem Durchſchnittspunkt K’ der evften Seite mit (B’—-E’) 
an der gweiten Sigur u. ſ. w. Ganz daffelbe mug alſo anch fiir alle 
iibrigen Geiten und fiir alle Dingonalen gelten. Damit ijt zugleich 
nod ein Umftand verbunden, ver ung in unjerer Auffaffung von Pro— 
jection noch mehr beſtärkt. Stehen nämlich zwei Fünfecke ABCDE, 
A'BCDE’ auf die angegebene Weiſe in Projection, alſo fo, daß vie 
Verbindungsgevaden jeder zwei Punkte, welche diefelbe geometriſche Be- 
dentung haben, alfo (A—A’), (H—H’), (G—-G’) ete. fic) in einem 
und demfelben Puukte S ſchneiden, Fig. 65, und betrachten wir irgend 
ein Baar Dreiede z. B. AED und AED’, von denen fic) alfo (A A’), 
(E-E/, (D—D’) in S ſchneiden, fo ſchneiden fic) nach § 3, Lehrfag 13. 
bie Geraden (AD) und (A’-D’), (A~E) und (A’-E’), (D-E) 
und (D’—E’) auf einer und derfelben Geraden s. Ebenſo miiffen in 
den beiden Dreiecken AGE und A’G’E’ nach demfelben Lehrfag die Ge- 
raden (AE) und (A’—E’), (AG) und (A’-G’), (EG) umd (EG) 
auf einer und derfelben Geraden liegen. Da aber (AG) diefelbe 
Gerade ijt, wie (A— D), fo miiffen fic) alfo (E-G) und (H’-G) 
oder (B—E) und (B’-E/) anf_derfelben Geraden s ſchneiden, auf dev 
fish (A —E) und (A’— E), (D—E) und (D’—E/ treffen. Da ferner in 
ben Dreieden AEB und APB' fic) (AE) und (A’—E’), (BE) und 
(B’—-E’ auf s ſchneiden, fo mug dies aud) mit (A—B) und (A’-B’) der 
Fall fein, nach § 3. Lehrſatz 13., und ebenfo miiffen fich auc) ie Seiten 
(B-D) und (B/-D’) der Dreiecke BDE und BD'E’ anf s ſchneiden, des- 
gleicyen die Seiten (G-H) und (G’-H’) ber Dreiecke BGH und B’G’H’, 
ba fic) (BH) ober (A~B) und (B’—H’) ober (A'— B’) und B-6) 
und (B’~G’) auf s treffen; daraus folgt, dag anch der Durchſchnitts- 
puntt der Seiten (B-C) und (B’-C’) dev Dreiecke BCH und B'C'H’ und 
der Durchſchnittspunkt ver Seiten (C~D) und (C~D’) der Dreiede CDH 
und C'D'H’ auf s liegt, u. ſ. w. Kurz, es Lapt ſich auf dieſe Weife zeigen, 
daß jede zwei Gerade, welche diefelbe geometriſche Bedeu— 
tung haben, fic) auf einer und derſelben Geraden s ſchnei— 
den. Man mug daher, wie man jede Gerade einer Figur als Punktreihe 
angufehen gendthigt war, jede Ede als Seheitel eines Strahlbüſchels bee 
trachten, z. B. A ald Scheitel bes von den Geraden (A~B),(A~D),(A-E) 
u.f.w., G als Scheitel res von den Strahlen (GA), (GB), (G-C) ete. 
gebildeten Strahlbüſchels u. ſ. w. Wir können alfo fagen: 
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1. Erklärung. Zwei geradlinige ebene Figuren 
heifen dann auf einander projicirt, wenn die Verbin- 
dungsgeraden von je zwei Punften, welche diefelbe geome- 
triſche Bedeutung haben, fic) in einem und demfelben 
Punkte S ſchneiden, und die Durchſchnittspunkte von je 
zwei Geraden, welde viefelbe geometriſche Bedeutung 
haben, anf einer und derfelben Geraden s liegen 

Man fieht aus dem Bisherigen, daß jetzt ver Begriff der ebenen Figur 
ein ganz andever wird, als er in der Elementar-Geometrie gefaßt wird. 
Denn es fommt hier nicht eine endliche Anzahl begrengter Gerader, 
fondern eine unendliche Anzahl unbegrengter Gerader in Betracht. 
Denn man hatte, von vem urfpritnglicy gegebenen Fünfeck ansgehend, 
noc) Beliebig viele andere Linien und Punkle conſtruiren können, hatte 
3 B. den Duvehfehnitt J von (B—C) mit (AE) auffuchen und ihn 
mit H, oder G oder C durch eine neue Gerade verbinden finnen, die 
Gerade (J—G) 3. B. hätte wieder irgend eine der bisherigen Gera- 
den 3. B. (BE) in M getroffen, umd man hätte mum jeden der bis— 
Her gefundenen Punkte wieder mit M verbinden können, wodurd) wie— 
der eine Anzahl never Linien entftanden ware. Mar hatte ferner den 
Durehfehnitt jeder derſelben mit jeder dev bisherigen auffucjen und fo 
wieder Stoff zum Biehen nener Linien erhalten können u. f. w. Jedes 
Paar auf gleiche Weife aus den Figuren ABCDE und A’B/CD'E’ ev- 
haltener Punkte und Gerader müßten in Projection ftehen, indem vie Ver— 
Hindungslinien jedes Paares folcher Punkte durch S gehen, ver Durch— 
ſchnittspunkt jedes Paares folder Geraden anf s legen mug. Man 
wird aus dem Borigen geſehen haben, daß es gar nicht ndthig ift, 
von einem Fünfeck, Sechseck u. f. w. auszugehen, um die in Betracht 
fommenden Punkte und Geraden ju erhalten, dag man vielmehr auf 
einfachere Weife ganz daffelbe hätte erveichen finnen. Hat man näm— 
lich zwei Punttreihen, deren jede, auger dem gemeinfamen Durchſchnitts— 
pinft wenigſtens noch zwei Punkte enthalt, 3. B. vie Punktreihen 
„ABOD und [pbvsOO, Fig. 66., und verbindet man jeden Punkt dev 
einen Reihe mit jedem der anderen (es find, um die Figur nicht gu 
ſehr zu überladen, uur einige diefer Geraden gegogen), fo erhält man 
jugleich eine Menge nener Punkte, indem jede diefer Geraden fowohl 
jede andere, al8 auc) die urſprünglichen Geraden s und ſchneidet; 
von diefen Punften verbinde man wieder jeden mit jedem, ſowohl dev 
urfpriinglich gegebenen als dev new gefundenen, und fahre fo fort, fo 
erhält man eine unendliche Anzahl von Punkten fowohl als Geraden, 
mithin auch eine unendliche Anzahl von Vieleden, Vielfeiten (im Sinne 
von § 3. Erklärung 15. und § 5. Erklärung 3.), und ebenfo einfache 
Vielecke. Es entiteht 3. B. cin Fünfeck aefgh, deffen Ecken bezüglich 
find bie Buntte (eA) *(®~D), (OD) * (se ~B), (&6—B)  (C-C), 
(@-C) + (~B), (we—B) + (&— A)*) und umgefehrt hatte man von 





*) Unter (M—N)-(P—Q) iſt nach § 1. Erklärung 2 der Durchſchnittspunkt 
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dieſem Fünfeck ausgehend, wie in Fig. 65., wieder alle übrigen Gera- 
den und Punkte erhalten können. Wir haben alfo, von zwei Punft- 
veihen ausgehend, ein ſolches Meg conftruirt, wie wir es dem Begriff 
der Projection nach brauchen (ſ. Erklärung 1.). Indem man ferner 
jeden Punkt mit jedem anderen verbindet, entftehen eine unendliche 
Menge Punttreihen, 3. B. auf a, auf h, auf u, auf vu. ſ. w. und 
umgekehrt hatte man, indem man mit irgend einem beliebigen Paare 
derfelben ebenfo verfahrt, wie mit sABCD und fvvbe@, anf die 
letztgenannten zurückkommen finnen, fo daß e8 alfo gang gleichgitltig 
ift, ob man die Conftruction des Neges mit s, ABCD und (bise® 
oder mit einem anderen Baare beginnt. Zugleich find aber anch eine 
unendliche Menge Strahlbüſchel entjtanden, 3. B. Sabed und 8abed, 
und augenſcheinlich hatte man auch mit jedem beliebigen Baar Strahl- 
büſchel 3. B. eben mit Sabcd und Sabed die Conftruction ves Netzes 
beginnen können, indem man den Durchſchnittspunkt jedes Strahls des 
einen Büſchels mit jedem Strahl ves anderen Büſchels gefucht, jeden 
ſolchen Durchſchnittspunkt mit jedem anderen verbunden hatte, von der 
Durehfehnittspuntten der fo erhaltenen Geraden unter fich fowohl als 
mit den Strahlen dev urſprünglich gegebenen Strahlbüſchel wieder 
nad jedem anderen Punkte Gerade gezogen hatte, u. f. w. So hatte 
3. B. Hier ver Durchſchnitt (asa) pen Punkt A, ver Durchſchnitt 
(d+d) den Punkt E over €, der Durchſchnitt («+ b) den Punkt F 
geliefert, die Berbindungsgerade (aa) — (d-d)*) hätte die Gerade s, 
die Berbindungsgerade (w+ b)—(d*d) hatte die Gerade f geliefert. 
Der Durchſchnitt (af) hatte & gegeben, der Durchſchnitt von (&—8) 
mit s ben Punft B, der Durchſchnittspunkt (e+e) hatte den Punt G 
beftimmt, ber Durchſchnitt von (&—-G) mit s den Punlt C, der 
Durchſchnittspunkt (b-6) hatte H beftimmt, der DOurehfehnitt von 
(C—H) mit ¢ den Punkt ©, endlich der Durchſchnitt von (S—S) mit 
s und f die Bunfte D, ®. Man wire alfo von den Strahlbüſchelu 
S,abcd und S,abcd ansgehend, wieder gu den Punktreihen s ABCD 
und f&VC® gefommen. Es iſt alfo ſchon hieraus klar, daß man 
aud, von Strahlbüſcheln ausgehend, cin beliebiges Vieleck und Bielfeit 
erhalten kann. Direkt überzeugt man fic) fogleid) davon, indem offen- 
bar ein Fünfeck AEFGH entſteht, deffen (nicht alle gezogene) Seiten 
bie Geraden (wa) (dd), (2*d)—(@*b), (w*b)—(c*e), (cc)~(6b), 
(8b) (wa) bilben. Solche, aus einer unendlichen Menge von Punft- 
reihen und Strahlbüſcheln beftehende Figuren, wie Fig. 66. bilden die 
Grundlage dev ,Projection einer Figur auf eine andere”. 

2. Erklärung. Das New aller, unendlich vielen, 





jweier Geraden ju verſtehen, von better die Richtung der einen durch die Puntte 
M, N, bie bev anberen durch die Puntte P, Q Leftimmt if 

4) Unter (m_*n) — (pq) ift bie Berbindungsgerave gtocier Punkte zu verſtehen, 
von denen der Ort bes einen durch den Durchfeuitt der Geraden m,n, dev bes 
anderen bivd den Durchſchnut der Geraden p, q beftinnne ift. 
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Punttreithen und Strahlbüſchel, welches durch zwei, in 
derſelben Ebene liegende, gleichartige Gebilde der erſten 
Stufe, alſo entweder durch zwei Punktreihen 5ABCD, 
(WE, ober S,abed, Sabed erzeugt wird, heißt ein: „Ge— 
bilde gweiter Stufe“ oder cin „ebenes Syftem”. Fig. 66. 


3. Lehrſatz. Fedes von: 5 Lehrſatz. Fedes von 
Punktreihen s ABCD; we ; Strahlbüſcheln Sbed, $d 
ergengte ebene Syſtem kann erzeugte ebene Shftem fann 
aud als von Strahl bifdeln | aud als von Punktreihen 
S, abed; 8abed erzeugt gedacht 5ABCD, fwwwe® ergengt ge— 
werden, Fig. 66. dacht werden. Fig. 66. 

Diefe Erklärung ſowohl als ver Lehrſatz ergeben ſich ans dem 
Borigen unmittelbar. Zugleich leuchtet fogleich die Richtigkeit ves fol- 
genden Sages ein: 





4. Lehrſatz. Bur Erzeu— 
gung eines ebenen Shftems 
find mindeftens nithig, aber 
aud vollfommen hinreihend 
zwei Punktreihen sAB; fv, 
beren jede aufer ihrem ge- 
meinfdaftliden Durde 
ſchnittspunkte EB, € zwei} 
Punkte A, B; &, vs enthalt, 
ober: 


Bur Erzeugung eines ebe— 


4. Lehrſatz. Bur Erzeu— 
gung eines ebenen Syſtems 
| find mindeftens ndthig, aber 
auch vollfommen hinreichen d 
| swei Strahlbifdel Sab; Sa8, 
| Deven jeder auger bem ge- 

meinſchaftlichen Verbindungs— 
ſtrahl der Sgeitet e, e, zwei 
Strahlen a, bj a, 6 enthalt, 
jeder: 

Bur Erzeugung eines ebe— 
nen Syſtems ift mindeftens 


nen Syſtems ift mindeftens | 
nbthig, aber auch vollkom- nöthig, aber aud vollfom- 
men Hinveichend ein voll- men hinreidhend ein voll— 
ftdudiges Biered ABW, Fig. i ftdudiges Bierfeit abab. Fig. 
66. | 66. 


Denn drei Puntie, auch wenn fie nicht in derfelben Geraden liegen, 
geben nur zum Biehen von drei Geraden Anlag, die fic) eben nur in 
ben gegebenen Bunften, und fonft nirgends ſchneiden; desgleichen erzeu— 
gen dret Gerade, auch wenn fie fic) nicht in einem und demfelben 
Punkte ſchueiden, nur drei Durchſchnittspunkte und feinen mehr. Bier 
Punkte aber, oder ein vollſtändiges Viereck Fig. 43. geben gum Ziehen 
von fechs Geraden Veranlaffung, durch die man auger ben gegebenen 
noch drei neue Punkte erhalt, deren jeder mit jedem anderen ſowohl 
dev urfpriinglich gegebenen, ale der neu gefundenen durch eine Gerade 
verbimbden werden kann; fest man dies fort, fo erhalt man ein ebenes 
Syſtem. Ebenſo geben vier Gerade, oder ein vollftindiges Bierfeit 
Big. 44. ſechs Punkte, umd, wenn man jeden mit jeder anderen fowohl 
der durch die urſprünglich gegebenen Linien beftimmten Punkte, als ver 
neu gefundenen durch eine Gerade verbindet, drei neue Gerade, u. f. w. 
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bas Biehen von Linen fortfegend, erhalt man auch hier ein ebenes 
Syſtem. 

Es mögen endlich noch ein Paar Bemerkungen hier Platz finden, 
die fic) unmittelbar aus dem Vorigen ergeben und im Folgenden öfter 
angewendet werden follen. Da bei dev Conftruction eines ebenen 
Syſtems das Bejtimmen von Geraden und Punften bis in das Un- 
endliche fortgeht, fo daß fic) bie Ebene mit einem immer dichter were 
denden Nes von Geraden und Punkten iibergieht, fo fieht man, daß 
man durch hinlängliche Fortfegung des Ziehens von Geraden, went 
in ber Ebene des Syſtems irgend ein beliebiger Punkt P oder eine 
Beliebige Gerade p gegeben ift, jedenfalls frither oder ſpäter einmal 
ein Baar Gerade erhalten mug, die fic) in P fcyneiven, und daß mar 
ebenfo jedenfalls frither oder fpäter cinmal ein Baar Punkte erhalten 
mug, die auf der Geraden p liegen. Es läßt fic) alfo fowohl P als 
p als gu dem gegebenen Syfteme gehirend anſehn. Wie frith oder 
ſpät man ju P oder p gelangt, hängt von der Lage diefer Gebilde 
P ober p felbjt und von der Lage der das Syſtem erjeugenden Gee 
bilde ab. Man hat alfo den 

5. Lehrſatz. Jede in der | 
Ebene eines ebenen Shftems | Ebene eines ebenen Shftems 
liegende Gerave p (aft fid | liegende Punkt P lagt ſich 
als gu diefem Syſtem gehs- als zu diefem Syſtem gehs- 
rend anfebn. ‘rend anſehn. 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn man fic) in derſelben Ebene 
mit bem gegebenen noch ein zweites Syftem conftrnirt venft: 


6. Lehrſatz. Liegen zwei 6. Lehrſatz. Liegen gwei 


5. Lehrſatz. Jeder in der 


ebene Syſteme in derfelben 


Ebene, fo fann jede Gerade | 


p diefer Ebene als fowohl 
gu dem einen, als gu dem 
anderen Syſteme gehirend 
angefehen werden. 


ebene Shfteme in verfelben 
Ebene, fo Faun jeder Punkt 
P viefer Ebene als ſowohl 
gu bem einen, als gu dem 
anberen diefer Syſteme ge- 
hörend angefehen werden. 


Nachdem fo die Fundamentalbegriffe des Projicivens einer Figur 
auf eine andere feftgejtel{t find, gehen wir, wie im § 1., an die prak— 
tifehe Ausführung unferer Aufgabe, wiederum vom Einfachſten anfan- 
gend. Wir fangen demnach mit der Projection eines Dreiecks auf ein 
anderes an, da das Dreieck die einfachfte ebene Figur ijt, obſchon 
burch daffelbe fein Syſtem erzeugt werden farm, wie oben gezeigt wurde. 


7. Aufgabe. Gegeben zwei 7. Unfgabe. Gegeben zwei 
beliebige Dreiede ABC, | beliebige Dreifeite abe, a’b’c’ 
ABC diefelben fo zu legen, diefelben fo zu legen, daß 
dag (A~A’), (BB), (020) (aca’), (b-b’), (ere) auf einer 
fic) in einem und demfelben ‘und derfelben Geraden lie— 
Punkte ſchneiden. Fig. 67. i gen. Fig, 68a. 68b. 
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Auflsfung dev Aufgabe Links. Man conftruive urd) das eine 
Dreieé A’B/C’ einen ganz beliebigen, drei Strahlen enthaltenden 
Strahlbüſchel S,abc, und conftruive, wenn b innerhalb des nad) § 1. 
Erklärung 22. fpigen Winkels ac liegt, ither BC einen Mreishogen, 
der den Wintel be als Peripheriewinkel enthalt, dann mache man auf 
derfelben Geite von BC, auf welder der Mittelpunft des Kreiſes 
liegt, Winkel ACD—=ab, und conjtruire nun über BC aus den Seiten 
BA, CA das Dreieck ABC fertig, entweder auf der einen odev auf 
der anderen Seite von BC, und ziehe AD, die den Kreigumfang jum 
gweiten Male in S,, (wenn A und D auf derſelben Seite von BC 
fiegen) oder in S, (wenn A und D auf verfchiedenen Seiten von BC 
liegen) ſchueidet, und verbinde diefen fo erhaltenen Punkt S, oder S, 
mit A,B,C, fo ift fir S,, dev Wintel BS,;C=be; BS A= 
BS,D = BCD = ba, alfo Strahlbüſchel S, a,b,c, Strahlbüſchel 
Sabe, fiir S, ijt Wintel BS,C= 180°—be, BS, A = 180°—ab; 
es ift alfo ber Nebenwinkel von BS,C = be, der von BS, A = ab, 
alfo aud) Strahlbüſchel S,,a,b.c, =S,abe. Man fann daher in 
beiven Fallen das Dreieck ABC in den Strahlbüſchel S,abe legen, 
indem man von S aus entweder auf a, b, e nach derfelben Seite 
hin, und gwar nach der, auf welcher ab und be fpige Winkel find, 
Stücke bezuͤglich gleich S,A, S,B, S,C abträgt, und die Endpunkte 
dieſer Strecken verbindet, oder, indem man von S aus auf a, b, ¢ 
und zwar auf a und c nach der Seite hin, wo Winkel ab und be 
zugleich fpis find, S,A, SC, auf b aber nach der entgegengefegten 
Seite S,B tragt, und die evhaltenen Punkte verbindet. Es können bei 
ber genannten Conftruction folgende Fille ftatt finden, fowohl wenn 
A und D auf derſelben, al8 wenn fie auf verfcjiedenen Geiten von 
BC fiegen: Wenn man denjenigen Theil ber Strahlen a, b, c, dev 
fic) auf ver Seite von S befindet, wo die fpigen Wintel ab, be find, 
mit „Strahl a, b, e“ ſchlechtweg bezeichnet, den auf der anderen Seite 
von S Liegenden Theil aber als: „Verlängerung ves Strahls a, b, e“, 
fo findet folgendes ftatt. iegt 1) S auf dem Bogen DC, fo ift 
Z CSB =be, / DSB = ab; liegt zugleich A auf devfelben Seite 
von 8 wie D, fo fallt, wenn man dag /\ ABC in den Strahlbüſchel 
S,abe einträgt, A auf a; B auf b; C auf o; liegt aber A auf dev 
anderen Geite von S als D, fo fallt beim Gintragen, B auf b; C 
auf c; A in die Verlängerung von a. iegt 2) S auf dem Bogen 
DB, fo ift 7 CSB = be, / DSB =180°— ab; befinden fic) nun 
A und D auf derfelben Seite von S, fo fallt beim Eintragen des 
Dreieds ABC in den Büſchel Sabe, B auf b; C auf c; A auf die 
Verlängerung von a; befindet fich A anf der anreren Seite von 8, 
alg D, fo faͤllt A auf a, B auf b, C auf c. Liegt 3) S anf dem 
Bogen BC, fo ift CSB = 180° —be, / DSB = ab; befindet 
ſich A auf derfelben Seite von S wie D, fo fällt beim Gintragen 
bes Dreieds ABC in den Büſchel Sabo A auf a; B auf b; C in 
die Verlängerung von cj liegt A auf der anderen Seite von S als 
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D, fo fallt A nach a; C nach co; B in die Verlingerung von b. 
Und dies find, wie bemerkt wurde, die eingigen möglichen Fille, von 
denen ftets einer vorfommen mug, mag man das Dreie ABC auf 
ber einen oper der anderen Seite von BC conftruirt haben. Nie fann 
die Auflöſung unmöglich werden, fo Lange nicht ein Strahlbüſchel ane 
genommen wird, deſſen Scheitel S in unendlicher Entfernung liegt. 
Es ift alfo flix cinen beliebigen Strahlbiifdhel Sabo, deffen Scheitel 
nicht im Unendlichen liegt, miglich, irgend zwei Dreiede ABC, A’BIC’ 
auf einanber zu projiciven und nach § 3. Lehrfag 13. liegen damm 
auch die Durchſchnittspunkte (A — B) + (A’— BY), (AC) + (A’ ~ CY, 
(B-C):(B’-C+) anf einer und derfelben Geraden s. — Gehen wir 
mun über zur Auflöſung ver Aufgabe rechts, ein Paar Dreifeite abe, 
ab’c’ fiir eine Punktreihe gu projiciven. Cine Auflöſung ergiebt fich 
fogleich. Man ziehe eine Gerade s parallel einer Seite, z. B. a’ des 
Dreifeits a’b'c’, welche die Seiten b’, c’ bezüglich in ©’, vd’ tvifft, 
Gig. 68a. mache dann BS = W'S’ und ziehe durch © eine Gerade 
parallel gu c, welche die Seite b in © trifft, dann gieht man durch 
® eine Pavallele s zu a, fo ift die endliche von ven Punften (s*b), 
(s*c) begvengte Strede WE der s gleich der von den Punkten (s°b’), 
(s*c’), begrenjten Strecke SC’, Man Fann alfo vie Dreifeite in 
eine ſolche Lage bringen, daß a und a’ durch den Punkt oo, b und b’ 
durch C0”, ¢ und ce” urd) BY” der Punktreihe s, oC”B” gehu. Die Ver— 
bindungsgeraden (a+ b)~(a’*b’), (arc) ~ (ae), (bs e)~(b'*c’) 
gehn dann durch einen und denfelben Punkt S nach § 3. Lehrſatz 13. 
Wenger einfach ijt die Conftruction, wenn man die Gerade s nicht 
parallel mit einer dev Seiten dee Dreifeits a’b’c’ zieht, ſondern fo, 
daß fie von a’ in A geſchnitten wird Fig. 68b. Dann conjtruive 
man über der Strede BC einen Kreisbogen, der den Winkel be als 
Peripheriewinkel enthalt, über CA cinen Kreisbogen, der den Wintel 
ac als Peripheriewinfel fagt, verbinde die Mittelpunfte M,, M, dieſer 
beiden Kreiſe durch eine Gerade und lege durch fie als Durchmeſſer 
einen Kreis. Bon M, (oder M, aus; beides führt zu demſelben Re— 
fultat), giehe man eine Sehne M,Q=4AB, was fowohl nach der 
einen, als nach dev anderen Seite von M,M, gefchehen fann, und 
ziehe durch) C eine Gerade, parallel (M,—Q)*), die ben um M, bee 
ſchriebenen Kreis in & ſchneidet, ziehe Br, Avd, fo erhält man ein dem 
Dreie ABC congruentes Dreieck sv: Dieſelbe Conftruction kann 
man aud machen, indem man von M, aus die Strecke JAB als 
Sehne in den Kreis um M,, M, eintragt, M,Q’= 4AB mad, 
und durch C eine Barallele mit (M,—Q’) zieht. Man fieht leicht, 
dak wenn man Q’ inter M,M, annimmt, man diefelbe Gerade als 
Pavallele zu (M,—Q’) erhält, die auch parallel (M,-Q) ift, Q 
oberhalh M, M, angenommen, und umgekehrt. Daf vas Dreieck wee 





*) In ber Figur ift die Gerade durch C parallel ber von M, tach dem oberen 
Q gebenden Geraden gezogen. 
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congruent ABC ijt, folgt fo: Man ziehe die Perpendifel M,P, und 
M,P, auf C&, fo mug M,P, auch durch Q gehn. Denn da 
(C—&) || (M,~Q), fo mug (M M,~P,) aud + (M,~Q) ftehn; es 
giebt aber ‘auf (M,~ Q) mr eine durch M, gehende Senkrechte, näm— 
fic) (Q~M,), da dann der Winkel M,QM, ein Peripheriewintel im 
Halbtreis ijt. Bezeichnen wir ven Qurehfeynitt von (M,—-M,) mit 
(C—%) durd vs, fo ift mm &P,=CP,, WP, =CP,, alfo bv 
OP, + Pw = Py + OP + Pyws = 2P,vb + 2P,v 
=2.P,P,. Gs ift aber P,P, + M,Q, md M,Q war gleich 
4AB, alfo iff Lvs = 2.4AB = AB. G8 iſt alfo, da nach der Con— 
ftruction / Chih = be, Oubeb = ac ijt, A &we XS /A ABC. 
Man Fann aljo die Dreifeite abe und a’b’e’ fiir die Punktreihe s ABC 
projiciven. Die Conftruction wird aber unmiglich, wenn SAB> M,M, 
ift, indem dann die Punkte Q unmöglich find. Es ift jedoch leicht, 
dieß gu vermeiden. Man mache nämlich Fig. 69. AM’ = 2. AB, 
wo AB bie von ben Punften (a+), (b*c) begrengte Strede im 
Dreifeit abe ijt, und zugleich AM’ 1 b’, ziehe durch M’ eine Par- 
allele zu b’, welche die c’ in N’ fchneidet. Gu einem beliebigen Punfte 
CO”, ber aber nicht zwiſchen A’ und N’, aber dod) mit N’ anf derfel- 
ben Seite von A’ liegt, ziehe man eine Parallele mit a’, welche die 
b’ in U’ trifft; bejtimme dann anf b’ einen foldjen Punkt W’, dag 
fih verhalt WU’: C'U’ =2-BC:AC, und ziehe durch einen belie- 
bigen Punft B’, ber mit W’ auf devfelben Seite von C’, aber nicht 
zwiſchen W’ und C’ fiegt, durch C” die Gerade (B”~ OC”) ober 8”, 
welche die a’ in A” trifft. Man nehme nun die Punftreihe s”,A”B’C” 
als die Punktreihe ABC Fig. 68b. an, und mache mit ihr die da- 
felbft angegebene Conftruction, fo (aft fid) leicht zeigen, daß dann die 
Conftruction ftets miaglich ift. Denn da AM’ = 2. AB ijt, ift auch 
bas Loth von N’ anf b’ = 2. AB; alfo das Loth von jedem Puntt 
O”, der außerhalb der endliden Strecken AN' liegt, > 2-AB; mit. 
Hin jede andre, auf b’ nicht fentrechte Gerade C”B” um fo mehr 
>2-AB. Zieht man ferner (W’-C”), welcje die a’ in X trifft, 
jo ift, ba W'U': CU’ = 2BC: AC war, auc) W'C”: XC” = 2BC 
AC, alfo, ba BYO" > WC”, A’C” < XC” ijt, BYC’: AC” 


> 280: AG; over PET 2.28 oper BE 2. Es ift 
alfo, wenn die in Fig. 68b. angewendete Punttreihe 8, ABC ebenfo 


conftruirt ijt, wie s”,A”B’O", in Gig. 68b. Be 



































AC 


Es ijt aber offenbar 
A 





“QV sin ac’ 
ber Radius R des durch B, C, &, z = der Radius r 
bes durch A, C, wh gebhenden Kreifes. Alſo iſt dann R2r, folglich 


jedenfalls M,M, > 4R; Nun iſt aber in Fig. 69. B’C”, alfo in 
Gig. 68b. auf ber Geraben s, BC>2- AB, um fo mehr alfo der 
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Durchmeſſer des größeren Kreiſes QR > 2- AB; alfo R> AB, 
alſo IR 4AB, und va M,M, > 4R fein mug, M, M, > 4AB. 
Alſo ift die Conjtruction möglich. Man fieht, daß jederzeit die Strede 
BC anf s in Fig. 68b. anf diefe Weife bejtimmt werden fann; es 
laſſen fich alfo jtets zwei Dreiſeite abe, a’b’c’ fiir eine Punktreihe 
s,ABC projiciven, und nach § 3. Lehrſatz 13. fchneiven ſich dann 
(vergl. Fig. 68a.) die Geraden (asb)~ (a's b’), (a*c)—(a’'e’), 
(bc) ~(b’c’) in einem und demfelben Punkte 8. Man fieht alfo: 


8 Lehrſatz. Zwei Dreiede 
ABC und ABC’ können jee 
derzeit fo gelegt werden, 
bag fic) die Verbindungsge- 
raden (A-A’, (B—B’, (62 0) 
in einem und demfelben in 
endlicher Entfernung liegen- 
den PunkteS ſchneiden. Fig. 
67. 


8. Lehrſatz. Zwei Drei— 
feite abe und a’b’c’ können jee 
i derzeit fo gelegt werden, 
daß die Durchſchnittspunkte 
(& a), (bp b) (oo) auf einer 
und derſelben in endlicher 
Entfernung liegenden Ge— 
raden s liegen. Fig. 68a. 68b. 


Zugleich evgicbt fic) aus dem Borigen der 


9. Lehrſatz. Zwei Dreiede | 


ABC und AB können je- 
derzeit fo gelegt werden, 
daß fie fiir einen beliebigen 
gegebenen, bret Strahlen 
enthaltenden Strahlbüſchel 
Sabe in Projection ftehu, 
wenn fic) uur deſſen Schei— 
tel in endlicher Entfernung 
befindet. Sig. 67. 


9. Rehrfag. Zwei Drei— 
feite a”b’c” und a’b’c’ können 
| nicht jedergeit fo gelegt were 
den, dag fie fiir eine belies 
bige gegebene, drei Punkte 
enthaltende Punktreihe 
sABC in Projection ftehn, 
aud wenn fie fic) in endli— 
cher Gntfernung befindet. 
Dieß ift unmiglid, wenn 
4A"B">M,M, wird. Bohl 
aber (apt fic) jederzeit ein 
; dem einen QOreifeit a”b’e” 
ähnliches abe finden, fitr 
welches dies möglich ift. Fig. 
| 68b. 69. 





Der Grund, warum die links berührte Unfgabe ſtets, die rechts 


erwähnte nicht immer lösbar ijt, liegt offenbar davin, dag wir es bet 
erfterer mit Strahlen, alfo Geraven, die nach einer Dimenfion hin 
Ausdehnung haben, gu thun haben, wahrend bet ver Aufgabe rechts 
Punkte in Frage fommen, denen nach feiner Dimenfion Ausdehnung 
zukommt, die fich nicht, wie die Geraden, verlangern Laffen. 

Sehwieriger als die Projection ves Dreiecks und Dreiſeits ift 
die des Vierecks und Bierfeits, alfo nad) Lehrſatz 4. und Erklärung 1. 
des ebenen Syſtems. Um fie gu löſen, müſſen wir die hiebei vor- 
kommenden Gefege genauer unterfucjen. 
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87. 
Collineation. 


Es leuchtet aus § 6. Erklärung 1 und 2. und Lehrſatz 4. ein, 
daß es auf die Anzahl ver Ecken und Seiten, fobald viefelbe vier oder 
mehr betrigt, gar nicht mehr anfommt, denn die Projection des Vier- 
ets, Fünfecks u. f. w., des Vierfeits, Fiinffeits, u. ſ. w. fällt zuſam— 
men in die Projection des ebenen Syſtems, oder genauer, die Pro- 
jection eines ebenen Syſtems auf ein anderes. 

Es feien mum Fig. 70. zwei durch die Punktreihenpaare s,ABCD, 
[%UO® und s’,A’B/C'D,, ('te'vb’S'D” beftimmte ebene Syſteme in Pro- 
jection auf einander. Die beiden evfigenannten Punttreihen erzeugen das 
erſte, die beiden Legtgenannten das zweite Syſtem. Oder auch es feien 
zwei durch die Strahlbüſchelpaare S,abed, Sabcd und S’,a’b’e'd, 8/a'8'c' 
beftimmte ebene Shjteme in Projection auf einander. Wenn man will, 
fann man auch, im Anſchluß an den Anfang des § 6. fic) denfen, die 
Fünfecke ABUSAL und A’Biw'/S'd’ oder die Fünfſeite abssa und 
ab’é's’«’ fein in Projection auf einander, in dem Ginne, wie diefer 
Begriff § 6. Erklärung 1. feftgeftellt worden war. Man wird ſich 
erinnern, dag ihm gu Folge die Verbindungsgeraden jeder zwei Puntte, 
welche diefelbe geometriſche Bedeutung haben, fic) in einem und demſelben 
Punkte ES (in Fig. 65: 8) ſchneiden. Es war aber, bevor die Er- 
Haring 1. ausgefproden wurde, in § 6. gegeigt worden, dag damit 
nothwenbdig verbunden ift, daß fich jede zwei Gerade, welche diefelbe 
geometriſche Bedeutung haben (von denen alfo die des gweiten Shftems 
ebenfo aus den erzeugenden Grundgebiloen hervorgebracht worden ift, 
wie die des evften) auf einer und derſelben Geraden o (in Gig. 65: 8) 
ſchneiden. Es miiffen alfo, wenn man die Verbindungsgeraden irgend 
zweier Punkte von gleicher geometriſcher Bedeutung zieht, 3. B. (C—S’) 
(S-8), (8-8), ober die Verbindungsgerade der Puntte (c 6) und 
(c+ 8) u. ſ. Ww. diefelben durch S gehn; und die Durchſchnittspunkte 
irgend gweier Geraden von derfelben geometriſchen Bedeutung 3. B. 
(e+e), (8°8'), (F°f), oder die Durchſchnittspunkte der Geraden (C—w) 
und (O' - vbꝰ) u. ſ. w. auf o liegen. Man erhilt daher nad §. 2. 
Erklärung 5. den 


1. Lehrſatz. Stehen zwei 
ebene Syſteme in Projection, ebene Syſteme in Projection, 
fo find bie Punktreihen, ſo find die Strahlbüſchel, 
die auf zwei Geraden,| die an zwei Punften, weldhe 
welche diefelbe geometrifde | dieſelbe geometriſche Bedeu— 
Bedeutung haben, von den | tung haben, von den Verbin- 
Durdhfhuitten mit anderen | dungsgeraden mit anderen 
Geraden, die ebenfalls die- Punkten, die ebenfalls die- 
felbe geometrifdhe Beden-| felbe geometrifdhhe Bedeu— 
tung haben, gebiloet were | tung haben, gebildet werden, 
den, conform. Gig. 70. iconform. Sig. 70. 


1. Lehrſatz. Stehen zwei 
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Gs iſt alſo die Punktreihe, die z. B. anf der Geraden (2—8) 
des erſten Syſtems durch die Durchſchnittspunkte mit den Geraden 
(ab), (A), (A-B), (B—%), (B—®) u. f. w. gebildet wird, 
conform bev Punktreihe, die auf der Geraden (C’—S’) des zweiten 
Syſtems durch die Durchſchnittspunkte mit den Geraden (a’—v’), 
(A’~9b’), (A’~B’), (B’- 0b’), (B— ®’) u. ſ. w. gebildet wird, die Puntte 
reife, die auf der Geraden (o& —B) de8 erſten Syſtems durch die Durch— 
fchnittspunfte mit den Gevaden (6-ab), (AC), (A~%), (A—B), 
(S—) u. f. w. gebildet wird, iſt conform der Punktreihe, die auf der 
Geraden (%’- B’) des gweiten Syſtems durch die Durchſchnittspunkte 
mit den Geraden (se’—v’), (A’- ©), (A’— wv’), (A’— B’), & - ') u. ſ. w. 
gebildet wird; und fo bei jedem anderen Paare von Geraden, die in 
beiden Shftemen diefelbe geometriſche Bedeutung haben, d. h. auf gleiche 
Weife aus ven die Syſteme erzengenden hervorgegangen find. Ebenſo iſt 
der Strahlbüſchel, welder durch die Verbindungsgeraden des Punktes (cf) 
des erjten Syſtems mit den Puntten («+6), (a“ b), (a+b), (b* 8), 
(b+ 2) u. f. w. gebildet wird, conform dem Strahlbüſchel, weldher 
durch die Verbindungsgeraden des Punktes (c’-f') des gweiten Syftems 
amit den Punkten (a’+ 6’), (a’*8’), (a’*b’), (b'°8), ( b' d) u. ſ. w. 
gebildet wird; der Strahlbiifdel, welder durch die Verbindungsgeraden 
des Punftes («+ b) des erften Shftems mit den Punkten («+ 6), (a*c), 
(a*8), (a“ b), (8°8) u. f. w. gebildet wird, conform bem Strabl- 
büſchel, welcher durch vie Berbindungsgeraden des Punktes («’ + b’) des 
zweiten Syſtems mit den Punkten (a 6), (a’c’), (a’ + 6’), (a’ + b’), (8" 6) 
u. ſ. w. gebiloet wird, und fo bei jedem anderen Paare Strahlbüſchel, 
welche diefelbe geometrifdje Bedeutung haben. 

Es feien min umgefehrt zwei Syſteme gegeben, in denen alle 
Paare Punktreihen von derfelben geometriſchen Bedeutung conform 
fein, fo miiffen es auch die Strahlbüſchel fein nach § 1. Lehrſatz 13. 
Sind 3. B. Fig. 70., die Punftreihen ;LCOrd und f'pb/C’O’vs’ con- 
form, fo find es auch die Strahlbüſchel, deren Strahlen durch diefe 
Punkte gehen, mag ihr Scheitel in S und 8’; 8 und 8’; A umd A’ u. ſ. w. 
oder fonft wo liegen. Und umgekehrt, find in zwei Syſtemen alle 
Paare gleichnamiger Strahlbüſchel conform, fo find es anch die Puntt- 
reihen. Gin Paar folder Punktreihen, Fig. 71. feien a ABE und 
avA'BE’; b,BCF und b’B'C'F’; c,CDE und c, CD'; ADF und 
VAD FE” (vgl. § 2. Lehrſatz 12.). Es fei nun M dev Gegenpuntt 
(§ 2. Erklaͤrung 15.) der Punktreihe auf a, N der auf d; P’ der 
Gegenpuntt der Punttreihe auf a’; Q’ devjenige auf d’, fo dag alfo 
a ABEM © J aA'B'E’ » P'; dADFN «© A d’,A'D'F'N’  Q’ ift. 
Durch ein Paar gufammengehiriger Punfte, 3. B. E und E' ziehe 
man Gerade x, und r’ begiiglich parallel yu den Geraden (M—N), 
(P'— Q’), die furg mit m, p’ begeichnet werden mögen, fo daß alfo p 
die Verbindungsgerade der unendlic) entfernten Punkte ver Punktreihen 
auf a und d, m’ die Verbindungsgerade der unendlich entfernten Buntte 
der Punftreihen auf a’ und d’ bezeichnet. Es find alfo p und m’ 
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felbjt als in unendlicher Ferne liegend gu denfen, und es find ju. 
gleich m und m’; p und p’ Gerade von derfelben geometriſchen Bee 
deutung. Da nun r || m iff, fo liegt ver Durchſchnittspunkt (x + m) 
im Unendliden, oder, da aud) p im Unenbdlichen liegt, der Durch— 
ſchnittspuukt (rm) liegt auf p oder es geht r durch den Durchfdnitts- 
punft (m+ p). Da nun r’ || p’ ijt, alfo diefelbe im Unendlichen ſchneidet, 
m’ aber im Unenbdlichen liegt, fo fann der unendlich entfernte Puntt, 
in dent r’ die p’ trifft, auch als der Durchſchnittspunkt von p’ mit m’ 
angefehen werden; es geht alfo x’ durch ben Durchſchnittspunkt (m’- p’); 
(m*p) und (m’: p’) aber find cin Paar Punkte von derſelben Bereu- 
tung in beiden Syſtemen, desgleichen HE und E’; alfo find auch r und 
ry ein Paar Gerade, die in denfelben auf gleiche Weife entjtehen, und 
folglich find die auf ihnen entitehenden Punktreihen der Voransfesung 
nach conform, und gwar find (r*m) und (r+ m’) entiprechende Buntte 
der conformen Theilung. Aber (r+ m) liegt im Unendlichen, da x || m 
war, (r+ m’) liegt auch im Unendlichen, da m’ im Unendlichen liegt. 
Die Punktreiven auf r und x’ find alfo proportional (vgl. § 3. Er— 
klärung 21.). Ebenfo find, wenn T und TY irgend ein Paar zuſam— 
mengehöriger Punkte der Punktreihen auf a und a’ find, die durch fie zu 
m und gu p’ parallel gezogenen Geraden t, t ebenfalls zuſammengehörig 
und proportional. Es ijt alfo Punktreihe r.EGH «© A r,E/G'H’ o, 
EG EG 

oper alfo HG > We" 

Oft mn EG = WG’, fo folgt hievaus auch) HG = HG’, und wenn 
X und X’ irgend ein andeves Paar zuſammengehöriger Punkte auf r 
und r’ wire, fo müßte fein 





EG 
HG ‘HX ~ 
und alfo nad der vovigen Gleidung 
EX EX’ . 
HX ™ WX’? 


oder, wenn man fic) X als außerhalb der endlichen Stree EH, alſo 

X’ ebenfalls als außerhalb der endlichen Stree E’H’ liegend vorftelft: 
EH | BX _ EB’ , Wx’ 

ax tax Sax +e 

7 EH = J 

oder ix ax? 

und ba EH = EH!’ ijt: HX = HX’; 

alfo auc) EX = E’X’; GX = GX’ u. ſ. w. Kurz, es waren danu 

auf rund r’ die Ubfchnitte zwiſchen je zwei entfprechenden Punften 

gleich grog, und die Punktreihen auf r und r’ könnten fo auf einander 

gelegt werden, dag je zwei entfprechende Punkte gufammenfielen. Iſt 

aber EG nicht gleich E’G’, fo fann aud) HG nicht gleich) H’G’ fein, 


EG EG’ y, Weld it ji. 
ba ag Swe iſt. Sit z. B. HG <EG, fo folgt aus dieſer Glei— 
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dung, daß auch HG’ < HAG fein mug. Denier wir ung mm in bei— 
den Syſtemen Parallele gu r und r’ gezogen, 3. B. u und u’ der Art, 
daß fie von d und d’ zwiſchen den Punkten H und F; H’ und F’ gee 
ſchnitten werden, jo fann auf allen diefen die Strece Y'Z’ < XZ fein. 
Gs tritt aber jedenfalls, wenn wir bie Geraden u, u’, immer weiter 
nach F gu rücken laſſen, wenn fie dure) F und FY gehen, dev Fall 
ein, daß YZ= Y’Z’ wird; nämlich jedes wird = 0; hieraus fann 
jedoch nicht gefolgert werden, dag auc) VF = VT' werde. Laffer 
wir aber u und u’ über (V-F) und (V—E) hinausrücken, fo fallt, 
wenn u nach m fommt, u’ nach m, alſo in das Unendliche. Es ift 
alfo die Stree NL eine endlicye, vie Strecke N’L’ anf m’ eine un- 
endliche; alſo N’L’ > NL; im Punkt F und FY aber war YZ = Y'Z’. 
Da mun beim Fortrücken ver u und u’ von der Lage (V—F), (V'-F) 
bis m, m’ die Strecle YZ, Y'Z’ ftetig wächſt, fo mug es nothwendig 
zwiſchen (V—-F) und m; (V'~F*) und m’ eine age 8 geben, in der 
YZ=Y7Z' ijt, ud alſo UY=U'Y’. Wire HG’>HG, alfo 
HG <H'G' gewefen, alfo auc) EG < B/G’, fo hatte fic) ebenſo zei— 
gen Laffer, daß jerenfalls ein Baar ju r und x’ paralleler Geraden 
ba fein mug, die gleich find; es muß nämlich unter denen, die fic 
zwiſchen (B'—W) und p’ ziehen Laffen, eine geben, die der gleichna— 
migen des erften Syftems gleich ijt. G8 fet mm alfo sy UYZ= 
sUY'Z, alſo UY = UY, UZ= UZ, YZ=YZ!, fo itber- 
zeugt man fic), wie oben, daß jeder weitere Punkt X, X’ ebenfalls 
in beiven Syſtemen gleiche Entfernung von einem gleichnamigen 
Punktpaar der s und s’ hat, dag alfo UX = UX, YX= YX, 
ZX = ZX’ u. f. w. ijt. Es Laffen fic) alfo die Punktreihen s,UYZ ...., 
sUY’Z’.... fo auf einander legen, daß jede zwei entſprechenden Punkte 
zuſammenfallen. Man wird jedoch bemerfen, daß die Sehliiffe, welde 
ju dieſem Reſultat führten, nicht gemacht werden können, wenn die 
Punttreifen auf a und a’; d und d’ proportional find; indem dann 
die Gevade m ebenfo wie m’ in das Unendliche fallt, und die Folge 
Tung, dag zwiſchen F umd NL einmal YZ ſein miiffe, nicht 
mehr gemacht werden kann. In diefem Falle kann man aber jeden- 
falls in beiden Syſtemen irgend ein Paar andere Vierecke over Biers 
feite finden, in denen die Punktreihen nicht proportional getheilt find, 
und auf fie denfelben Beweis amvenden, wie ev hier gegeben wurde. 
Laſſen fic) aber ein Paar folcher Vierecke oder Vierfeite nicht finden, find 
alſo alle Paare gleicnamiger Punktreihen in beiven Syftemen pro- 
portional getheilt, fo fan auch nicht behauptet werden, daß es eine 
Punktreihe sUYZ = s',U'Y’Z’ geben miiffe. Ebenſo wenig fann es 
behauptet werden, wenn ſammtliche gleichnamige Strahlbüſchel gleich 
ſind, der Art, daß je zwei gleichnamige Strahlen gleiche Winkel ein— 
ſchließen, wenn alſo, Sig. 72., die Winkel ab — a“b', be = b'e’, 
ed=cld’, de= We’, af =a’, fe = fe’, gh= eh’, he =h'e, 
cd=cl, k=Ik, kf =k, fe=fe’, bf =bf, ef =c'f" u. ſ. w. 
iſt. Denn sieht man dann durch S ven Strahl n lj f, und fucht den 
Weißenborn, Projection. 8 
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gleichnamigen des zweiten Syjtems, fo muß diefer || f’ fein, ba na = fa, 
aber nach der Vorausſetzung fa — fa’ ijt, alfo auch n/a’ = fra’, alfo 
n’ ||” fein mug. Ebenſo mug, wenn gq jc ift, der gleichnamige 
q' fc! fein, wenn t || b ift, mug auch t’ || b’ fein, u. ſ. w. Es muß 
aljo Bunttreige FSO oo A *S/IM' oo ; SCM wo A oSSM'n; 
bSwbE «0 A b/Sw’e! oo fein u. ſ. w., es müſſen alfo dann alle Puntt- 
veihen proportional fein. Diefer Fall foll aber vor der Hand ausge- 
ſchloſſen werden. Legt nian alſo die Geraden s und s, Fig. T1., fo 
auf einander in eine einzige Gerade c, Fig. 70., daß die entſprechen⸗ 
Punkte zuſammenfallen, ſo convergiren alſo gleichnamige Gerade in 
U,Y,Z,X,...., es ſchneiden fic) mm (S~&) und (S'-4) in U; 
(S—A) und (8 A’) in Y; (A—-%) und (sb A’) in Z, daher treffen 
ſich nach 8 3. Lehrfatz Be (bb), (S~S), (AWA!) in eiuem und 
pemfelben Punkte R. Schnelden fic) ferner (&—-C) und (b’—O’) im 
Punt X der c, fo treffen fic) nach demſelben Lehrfas, wenn er auf 
vie Dreiecke LAS, LA'S’ angewendet wird, (e—v’), (A~ A’), (2 -C’) 
in einem und vemfelben Punkte. Da mm Gb’), (A A’) fich in Z 
treffen, fo mug auc) (©- ©’) durch S gehen. Ebenſo mu, wenn fic) 
(de B) und (b- B)) in demfelben Puntte dev o ſchneiden, auch (B—B’) 
durch Y gehen und fo läßt es fich für jeres Paar gleichnamiger Puntte 
beweiſen. Man fieht ſogleich, daß dieſer letzte Theil ver Unterfue 
ching die Umfehrung rer in § 6. Behufs Aufſtellung ver Erklä— 
vung 1, angefteliten ijt. Faſſen wir jest Beides zuſammen, fo erhal- 
ten wir den 

2. Lehrſatz. Gehen in gwei| 2. Lehrfag. Liegen in zwei 
in verfelben Ebene liegen- in derfelben Ebene Liegen- 
ben Shftemen vie Berbin- | den Syftemen die Durch— 
dungsgeraden jeder zwei) fonittspuntte jeder gwei 
Punkte, welche viefetbe geo- | Geraden, welche diefelbe geo- 
metrifche Bedeutung haben, | metrifche Bedeutung haben, 
durch einen und denfelben | auf einer und derfelben Ge- 
Puntt =, fo liegen vie Durch. raden c, fo gehen die Ver— 
fauittspuntte von je zwei) bindungegevaden bon je swel 
Geraden, welde diefelbe geo— \ Punkten, welche dicfelbe geo- 
metrifde Bedeutung haben, metriſche Bedeutung. haben, 
auf einer und derfelben Ge- | durch einen und denfelben 
raden oc. Sig. 70. | Punft 2. Fig. 70. 

Ferner fahen wir im Anfang der lesten Unterfuchung. 

3. Lehrfak. Sind in zwei 3. Lehrſatz. Gind in zwei 
ebenen Syſtemen jede zwei ebenen Syſtemen jede zwei 
Punftreihen, weldhe viefelbe Strahlbifmel, welche die- 
geometrifde Bedeutung ha- felbe geometrifde Bedeu— 
ben, conform; fo find auch | tung haben, conform; fo find 
jede zwei Strahlbüſchel, | auch jede zwei Punktreihen, 
welde diefelbe geometriſche welche biefelbe geometrifde 











gi. 


Bedeutung haben, conform. 
Big. 70. 


Gollineation. 


115 


Bedeutung haben, conform 
Big. 70.' 


Hieran ſchließt fich alfo, wie im Vorigen gezeigt wurde, nad) § 6. 


Erklärung 1. und 2. dev 

4, Lehrſatz. Sind in zwei 
ebenen Syſtemen jede zwei 
Punktreihen, welche diefelbe 
geometrifde Bedentung ha- 
ben, conform, fo laſſen ſich 
die Syſteme in Projections- 
Lage bringen. Fig. 70. 

5. Lehrſatz. Der Lehrſatz 4. 
kann nicht ausgeſprochen wer— 
den, wenn je zwei Punktrei— 
hen, welche dieſelbe geomes | 
triſche Bedentung haben, proz | 
portional find, d. h. wenn anf | 
jeden zwei conformen Puntfte | 
reihen den unendlich entferme | 
ten Punften diefelbe geome: | 
trifde Bedeutung zukommt.“ 
Big. 71. 

Diefer Fall foll vor der | 
Hand von unferer Betrach— 
tung ausgefdloffen fein. 

Su Folge von Lehrfag 3 und 

6. Erklärung. Zwei Sh- 
jteme, die in cine ſolche Lage 
gebradt werden finnen, dag 
die Verbindungsgeraden von 
je zwei Punkten, welche diefel- 
be geometrifde Bedeutung 
haben, d. h. die in beiden Sy— 
ftemen auf gleiche Weiſe aus 
den das Syſtem erzeugenden 
Grundgebilden entftanden 
find, ftc) in einem und deme 
felben Buntte EF Fig. 70. 
ſchneiden, 
oder auch: 

Zwei Syſteme, in denen 
jede zwei Punktreihen, welche 
dieſelbe geometriſche Bedeu— 
tung haben, conform ſind, 
heißen collinear. 





4. Lehrſatz. Sind in zwei 
ebenen Syſtemen jede zwei 
Strahlbifdhel, welche die— 
ſelbe geometriſche Bedeu— 
tung haben, conform, ſo 
laſſen fic) vie Syſteme in 
Projectionslage bringen. 

5. Lehrſatz. Der Lehrſatz 4. 
kann nicht ausgeſprochen wer— 
den, wenn je zwei Strahl— 
büſchel, welche dieſelbe geo— 
metriſche Bedeutung haben, 
gleich find, d. h. wenn je zwei 
Gerade, denen diefelbe geo- 
metriſche Bedeutung 3 
fommt, gleiche Winkel ein- 
ſchließen“ Fig. 71. 


Diefer Fall foll vor der 
Hand von unferer Betrade 
tung ausgefdloffen fein. 

4, definiven wir jest: 

6. Erklärung. Zwei Sy— 
fteme, die in eine folde Lage 
gebracht werden finnen, daß 
die Durchſchnittspunkte von 
je zwei Geraden, welche die- 
felbe geometrifhe Bedeu— 
tung haben, d. h. die in bei- 
den Syſtemen auf gleide 
BWeife ars den die Shfteme 
erzeugenden Grundgebiloen 
entftanden find, anf einer 
und derfelben Geraden — 
Gig. 70. fliegen, 
ober auch: 

Zwei Syſteme, in denen 
jede zwei Strahlbüſchel, wel: 
the viefelbe geometriſche Be- 
deutung haben, conform find, 
heißen collinear. 
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Daf diefe Erklärungen, weber die erſte mit der zweiten, noch die tints 
ftehende mit dev rechts ſtehenden, fic) nicht im Widerſpruch befinden, 
geht aus ren Lehrſätzen 1, 2, 3, 4 fogleid) hervor. Es enthalten alfo 
die verfehicdenen Erflarungen nur verfehiedene Auffaffungen devfelben 
Sache, wie dies ſchon § 2. Erklärung 5. bei Erlauterung res Begriffs 
der Conformitit eintrat. 

7. Erklärung. Jede zwei 7. Erklärung. Gede zwei 
Punkte, die in zwei colline- | Gerade, die in zwei colline- 
aren Syſtemen diefelbe geo- | aren Syſtemen diefelbe geo- 
metriſche Bedeutung haben, | metriſche Bedeutung haben, 
d. h. auf diefelbe Weife aus d. h. auf viefelbe Weife aus 
ben das SHftem evzeugen- | den das Syſtem erzeugen— 
den Grundgebilden hervor- | den Grundgebiloen hervor- 
gegangen find, 3. B. A, A; gegangen find, 3. Ba, a5 a, 
de, b's S, OS, SY Fig. 70. | a’; o 0; 8, 8’ Fig. 10. heißen 
heißen homolog. | Homolog. 

8. Erklärung. Auch Pun 8. Erklärung. Auch Strahl- 
reihen, die in gwei colline- büſchel, die in zwei colline- 
aren Syſtemen auf homolo- | aren Shftemen an homolo- 
gen Geraden von den Durch- gen Puntten von den Ver— 
ſchnitten mit anderen homo- | bindungsgeraden mit aude— 
logen Geraden gebildet) ren Homologen Puntten 
werden, heißen homolog. gebildet werden, heifen 

homolog. 


G8 find alfo 3. B. die Punftreifen s,ABCD ind s',A’B’C'D’, 
[beOvs und pe’'S'O'w’; die Strahlbüſchel Sbed und S’a’b’e'd’, 
Sabod und Sabo’ homolog. Nach Lehrſatz 1. aber find je zwei 
folder Punktreihen und Strahlbüſchel conform, wie auch in dev Erklä— 
rung 6. bereits beritdfichtigt iſt. Der Wichtigkeit dieſes Umſtandes 
wegen mag er indeſſen, oͤbſchon er bereits in der Definition von: 
collinear” enthalten ift, nochmals beſonders hingeftellt werden, als: 


9. Lehrſatz. Fede gwei ho-| 9 Lehrfas. Jede zwei ho- 
mologe Bunftreihen colline- | mologe Strahlbüſchel colli- 


aver Syſteme find conform. | nearer Syſteme find conform. 


Nach § 2 Erklärung 8. heißen vie Putte, 3. B. A und A’ 
Bound B’ u. ſ. w. entſprechende Punkte der conformen Punktreihen 
s,ABCD umd sA’B/C'D’, fowie die Strablen a und a’, b und b’ 
u. ſ. w. entfprechende Strahlen der conformen Strahlbüſchel S,abed 
und Sa'ſb'e'd'; nach Erkläruug 7. aber heißen jetzt A umd A’, B und 
B ete, a umd a’, b und D’ ete. homolog. Man fieht alfo: 


10. Lehrſatz. Jede zwei 10. Lehrfak Jede zwei 
homologe Punkte colline- homologe Geraden colli— 
aver Syfteme find zugleich nearer Syſteme find zugleich 
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entfpredende Punfte homo- | entfprechende Strahlen ho- 
loger Punktreihen. mologer Strahlbüſchel. 


Ueberhaupt wird der Ausdruck: „entſprechend“ mit „homolog“ 
vertauſcht, wenn die Grundgebilde nicht für ſich und als ein Ganzes 
bildend, ſondern nur als Theile eines Syſtems auftreten. — Es folgt 
ferner aus der zweiten der Definitionen in Erklärung 6. ſogleich der: 

11. Lehrſatz. Sind zwei ebene Syſteme einem drit— 
ten collinear, fo find fie auc zu einander collinear. 

In Fig. 70. lagen vie collinearen Syſteme mm fo, daß ſich wirke 
lich die Verbindungsgeraden von je zwei homologen Punkten in einem 
und demfelben Punkte YS fehnetven, und daß die Durchſchnittspunkte 
von je zwei homologen Strahlen wirklich auf einer und derſelben Ge- 
raden o liegen. Der Definition 6. nach können allerdings zwei 
collineare Syſteme gleic) von Haufe ans fo liegen, aber fie miiffen 
es nicht. 

12. Aufgabe. Zwei ebene collineare Syſteme in be— 
liebiger Lage gu conſtruiren. Fig. 73a. 73 b. 

Auflöſung 1. Man nehme a) zwei aus unendlich vielen Punk— 
ten (wobei der Punkt E over €, E’ ober €’, der im Durchſchnitte 
ber Geraden s und f, s’ und f’ liegt, mit einbegriffen ijt) beftehende 
conforme Punktreihenpaare (man conſtruirt folde am einfachften, ine 
bem man zwei belicbige Strahlbüſchel conftruivt und durch den einen 
die Transverfalen s und s’, durch den anderen ¢ und (’ zieht, fo er— 
Halt man auf s und s’, auf f und f’ conforme Punktreihen nach § 1. 
Lehrſatz 11.), alfo Fig. 73a. s,ADCPBE.... A s,A’D/CPBE’....; 
[APROWE 0... A MPO WE... wo die Anzahl der Punkte unb 
grengt iff umd giehe die Geraden (A ~&), (A), (A~@)...4 
(A’> ok’), (an), (A'-2@)...., (B-&), (B~ 15), (B-@)..., 
(Bi-&’), (B’-"), (B~S’).... u. ſ. w., kurz, man verbinde jeden 
Punkt der einen Punktreihe mit jedem Punkt der anderen, fo entſtehen 
zwei ebene Shfteme, deven eins von den Punttreifen auf s und f, 
deren anderen denen auf s’ und (’ erzeugt wird. Da die Anzahl der 
Puntte auf s, fz s’ (’ umendlich ift, fo miiffen fich natürlich in jedem 
Punkte der von s und f, fowie ber von s’ und f’ beftimmten Ebene 
unzählig viele Strahlen ſchneiden. Geht mm 3. B. im erften Syſtem 
durch den Durchſchnittspunkt S ver Geraden (Ab), (CS) auch die 
Gerade (B—vd), fo ift Leicht gu fehen, dag anch durch den Durch— 
ſchnittspunkt S’ der Geraden (A’—%’), (C’- ©’) im zweiten Syſtem 
die Gerade (B’-vs’) gehen muß. Denn man ziehe (SE), (S'— E+, 
fo entjteht bet S ein Strahlbüſchel S,acbe und es ift Punttreihe 
sACBE A [bOwe, Im zweiten Shftem verbinde man 8’ durch 
die Gerade b’ mit dem vem Punfte vd entfprechenden vs’, fo mu diefe 
Gerade b’ die s’ in einem folchen Punkte X’ treffen, daß Punktreihe 
s ACNE A fib'Ow'e’ ijt, Nad der Borausfesung ift aber 
(OWE TK (Owe, alfo muß auch fein sA’C'X’H’ \ s,ACBE. 
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Gs mug alſo X’ ver vem Puntte B ver s entiprechende Puntt Br 
fein, ober es mug (S’—v’) anch durch B' gehen, oder es müſſen, 
wenn (Ask), (C—2), (BW) fich in einem Punkte S fehneiven, ſich 
aud die homologen Geraden (A’-'), (C’—O’), (B’-v’) des zweiten 
Syſtems in einem und demfelben Punfte S’ ſchueiden. Ebenſo müſſen, 
wenn fic) (A-©),(D~—®), (B—%) in 8 ſchneiden, fic) (A’~ ©), 
(D’=0’), (B’— %’) in einem Punfte 8’ tveffen, wenn fich (A —), 
(C—@), (B~ %&) in einem Punkte M fchneiden, fich auch (A’— 9’), 
(C-©), (B’~ &’) in einem Punkte M’ treffen. Da nun die ur— 
fpriinglichen Punktreihen conform waren, fo folgt, daß auch Strahl— 
büſchel Sa'e’b’e’ HW S,acke, 8/a/NB'e’ A Sade uw. f. w. iit, kurz, daß 
jedes Paar anf dieſelbe Weife entſtandener Strahlbüſchel conform ijt. 
Gind ferner im erſten Syſtem die Punkte 8, 8 je vie Durchfehnitts- 
puntte der Geraden a, c; «, d, im zweiten Syſtem vie Puntte S', 8 
die Durchſchnittspunkte der Homologen Geraden a’, c's a’, ¥, und ſchnei— 
bet (S—8) die f, s in den Punkten vs, B, fo mug (S’~8’) die /’, 8” 
in den homologen Punften vs’, B’ treffen. Denn, ed fehneiden fic 
dann alfo (A- &), (C~2), (B—%) in S, alfo nach dem Borigen 
aud (A’— sb") (C'S) (BY) in 8’, ober (B’—vb’) geht durch 8, 
und (A- ©), (D—®), (B—wW) in 8, aljo and (A’—©’), (D'-®'), 
(B-w’) in 8’, oder (B’—vd’), geht durch 8. Es geht alfo (B’—vW’) 
ſowohl burch) S’ als durch 8’ over (S’— 8’) ſchneidet die (’ umd s’ in 
wo’ und BY, Da nun Strahlbüſchel S,acbe und S’,a’e’b’e’ conform 
find, fo bilden die Durchſchnittspunkte ihrer entfprechenden Strahlen 
auf homologen Geraden, 3. B. anf (P—£), (P-L) conforme Punt 
reihen, ebenfo aber auch vie Strahlbüſchel S,cdbe und 8/a'd'8'e’. Zieht 
man aber (8— 2), (8’~ £'), fo fcyneiden fie nach dem Borigen s, s', 
gieht man (8— P), (8’~ P’), fo ſchneiden fie f, (” in entfprechenden 
Puntten, gieht man von 8, 8’ nach dem Durchfehnittspuntt M, MW’ 
von (P~ £), (P’— #) mit (C-2), (C’~’2), fo ſchneiden (S— M), 
(8 -A) nach vem Vorigen ¢ und /’, s und s’ in entfprechenden Punk- 
ten ®, ®’; D, D'. G hat alfo die von dem Strahlbüſchel 8, 8’ 
auf (P-®), re) erzeugte Punktreihe mit der von S, S’ erzeugten 
drei Punkte P, P &, 2’; M, M’ als entfprechende gemein. Gs find 
alſo die von einem Baar entfprechender Strahlen ver Büſchel 8, 8’ 
auf (P— 2), (P'- B) erzengten Punkte zugleich entfprechende Punkte 
in den von den entfpredenden Strahlen ver Büſchel 8, S’ auf (P~#), 
P’— 2) erzeugten conformen Punktreihen. Ebenfo wird jedes Paar 
auf diefelbe Weife entflandener Gerarer 3. B. (&—B), (&’—B’) von 
den Strahlbüſcheln, bezüglich Sache und S’a’c’b’e’, (AV), (A’vb') 
von 8,0d%e; 8a/¥b'e’ u. f. w. conform getheilt. Berbindet man nun 
wieder jeden Punkt der Punktreihe anf (%&—B) mit jedem auf (Avs) 
und ebenfo jeden Punkt der Punktreihe auf (e’— B’) mit jedem auf 
(A’— 0’), fo entftehen wieder conforme Strahlbüſchel, und dieſelben 
Folgerungen wiederholen fic) immer vom Neuen. Man fieht alfo, daß 
man Canter conforme Punktreihen- und Strahlbüſchelpaare in beiden 
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Spftemen erhält. Die Syfteme find alſo nach Erklärung 6. collinear. 
Zuſtatt jedoch gleich ganze Buntreihen angunehmen, kann man auch 
8) je drei Punkt B. A, C, B auf s, &, ©, vs anf f; A’, C, B 
auf s’, &/, 2’, vb! auf (’ oder natürlich anc irgend pret andere Punkte 
auf s und f, sud f’, annehmen, wenn es nur homologe Punkte 
auf s umd s’, fund f’ find, 3. B. A,D, C anf s, A’ D’, & anf 8, 
2,0, auf f, S, G', vs’ auf (’; man beftimme mun, indem man auf 
s und f willfiirlich andere Vunkte, 3 B. (wenn auf s und s’, und 
f’ die erftgenannten drei Puntte A, C, B "5 ob, ©, Ub; sb’, C', vb! 
angenommen find) D, P. « feftfest, die entſprechenden 
Punkte D', Po. .., G', CL... anf s’ und f’ (vergl . Lehrfab 12, 
Aufgabe 18.), und verfahre, nachdem man fo conforme Punktreihen 
gebildet, wie in a). Am einfachften wird man natürlich dabei den 
Durehfepnittspuntt E (over €), P' (oder €’) mit unter vie uvfpriing- 
Lich willfitvlich angenommenen Punkte rechnen, alfo 3. B. A, B, E auf s, 
A’, BYE! auf s’s 2b, u, & auf f, ew’, C7 auf fo annehmen. Man 
fieht aber fogleich, dag die Auflöſung fowohl in a) ale auch die Ley 
tere manches Widerwirtige hat. Denn, abgefehen von der grofer 
Unbequemlichfeit, faun man doch nur Punftreihen von einer beſchränk— 
ten, nicht von einer unendlichen Anzahl vor Punkten conftruiven. Dieß 
führt mum auf eine dvitte Conftruction. Mar itberlege, dak, wenn, 
wie in 6) erwähnt wurde, die Puntte A, B, E; 2, vb, €; A’, BY, Ey 
bl, vb’, €' willkürlich angenommen find, der Durchſchnittspunkt E ober 
€, EY over €' gar nicht angenommen zu werden braucht. Denn ent- 
weber man wird erft Gerade s, f; 8 ziehn, und auf ihnen belies 
big A, B; ob, ub; A’, By ob’, ve’ wiihlen, dann hat man den Durch— 
febnittspunkt fehon im Voraus gewählt durch das Ziehen ver Geraden 
8,3 8/,[% oder man wird evft die Punfte A, B; -b, W; A’, BY; , vo! 
auf dent Papier uotiver und dann die Geraden (AB), (& ~ W), 
(AWB), (v'-vb’) ziehn; auch dann ift bereits der Durchfehnittspuntt 
i E’ vurch die Punkte A, B; se, W; A’, BY Wb’ beftimmt. Mit 
einem Worte, man nehme y) cit voilfdndiges Biered ABubæb, A’B yd’, 
febe feft, A’ foll bem A, B’ dem B, vs! dem vd, 2’ dem & homolog 
fein, siehe mm (Anse), (A), (A“), (AW), (Bose), (B’ sb"), 
(B~w), (B’— W), verbinde die fo entftehenden Durchſchnittspunkte 
wieder unter einander und mit den urſprünglich angenomumenen bier 
Punkten, ſo läßt ſich auch direkt zeigen, daß jede Gerade p' des zwei— 
ten Syſtems die s’ und f’ in einem ſolchen Punkte treffen muß, daß 
ihr Durchſchnittspunkt P, &’ vem Durchſchnittspunkt P, C ver homo— 
Togen Geraden p des erſten Syſtems mit s, f eutſprechend iſt in den 
Punktreihen sy APBE, s,A'PBE; (blwe, (/b'Oaw'e'; daß man 
alfo diefelben, und einander coffineaven Spiteme erhält, als waren die 
unter a) erwähnten Vunktreihen erſt, und aus ihnen das Syſtem con— 
ſtruirt borden. Denn in den vollſtändigen Vierecken ABib-b, A B'ibe 
iſt nach § 3. ſatz 17. Punktreihe sACBE, ebenfo (Serb, 
deßgleichen sA’O'BE’, fw'S'w'e’ harmonifdh, alfo si OBIE 
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s ACBE, (bOvse Af/pb/S'C’, Zieht man nun 3. B. (A~S), (A’-C’), 
welche die (B -%), (B’—v»’) bei 8, 8” ſchneiden und verbindet 8, 8’ 
mit einem dev bisher gefundenen Punkte, 3. B. mit M, M’, jo ijt in 
den vollſtändigen Vierecken SOMvs, S’C/M'vds’ nach § 3. Lehrſatz 17. 
Punktreihe a, ASN und aAcb/S'N’ harmouiſch; alfo auch vie Strahl- 
büſchel, die von ben Geraden (M- A), (M~-*), (M-S), (M—N); 
Q’- A), QU’ --&’), (Al-8), GUN’) an M amd M’ gebifvet 
werden, alfo auch Punktreihe 5ABCD und sABCD' harmoniſch, 
alſo sADCB X sA'D'CB’, Nun war s,ACBE ( s,A’C'B'E’, alfo 
nad § 2. Lehrfag 11. auch sADCBE( s,AD'CB'E’; es ijt alfo 
auch Strahlbüſchel Sade “K Sa'XG'e’, alfo auch Punktreihe COve 
KPLOWeE E8 war aber auch (pvOuvE H (wEw'e’, alfo nach 
§ 2. Lehrſatz 11. auch prCOwe a (W/OOWe, BVerbindet man 
ferner noc) ein Baar Puntte, 3. B. R und M, R' und M’ durch Gee 
rade, weldje die s und f in P, &, deren Homologe die s’, ” in P’, &’ 
ſchneiden, fo ift, da Strahlbüſchel Sade 7 8’ a’0'6'e’ ijt, auch Puntt- 
reife a ANSR KX a A'N'S'R’, alfo auch der Strahlbüſchel der an M 
von (M- A), (M—N), (M—S), (M~R) gebifvet wird, dem an M’ 
pon (M’— A’), (MN), (M8), (M'~ B) gebildeten conform, 
alfo aud Bunttreihe s ADCP 7 s,AD'CT, alfo nach § 2. Lehrſatz 11. 
auc) sADCPBE X sA'D'C'P’B'F’ und auch wegen dev conformen 
Strahlbüſchel bei M und M’, Punktreihe sr»@Ok woe’, aljo 
aud PRECOWE TF (WOO WE, Man fieht, wie fich diefe Bee 
tradtungen und Folgerungen fortfegen Laffer, und dag jede zwei ho- 
mologe Gevade die s, 83 f, {’ in entiprechenden Punkten der durch 
A, B, E; A’, BY, B’; A, vw, €; 2b’, vb’, E beſtimmten Punttreihen 
ſchneiden. Dieß find aber diefelben, die in a) al8 ſchon fertig im 
Voraus conftruirt angenommen waren. Man kann fich alfo der Mühe 
diefer Conjtruction iiberheben, und brancht bloß vier Punfte jedes 
Syſtems beliebig anzunehmen, da, wie bemerft wurde, E und E’ durdy 
fie ſchon beftimmt ift, man braucht alfo nur zwei vollftindige Vierecke 
ju waglen und zu beftimmen, dag fie homologe Vierecke in zwei colli- 
nearen Syſtemen fein, und welcher Puntt ves einen A’, BY, ab', 
bem Punkte A, B, -, vd des anderen Homolog fein foll. Es laſſen 
fich alfo diefelben (nämlich durch diefelben Bierecke beftimmten) Syſteine 
auf mehrfache Art collinear auf einander beziehen, denn man hatte 
auch annehmen können, dag B’ dem A, A’ dem B, vb" dent ob, ob” dem 
W homolog fein folle 2. Man pflegt jedoch fehon durch die Bee 
zeichnung anzudeuten, wie die Bierecte auf einander bezogen werden 
follen. 

Auflöſung 2. Dian confiruive 2) zwei aus unendlich vielen me 
fen bejtehende, conferme Strahlbüſchel S,adcpbe “Sa'd’c’p'b'e’. 
S,apdebe... A Sia/p'dc'Be’..., (dies geſchieht am einfachften, inbenn man 
zwei beliebige Punttreihen annimmt, und die Punfte der einen mit 
zwei beliebigen, außerhalb ihrer Richtung liegenden Punkten S und 8’, 
die ber anbeven mit zwei anderen Punften, 8 und 8’ verbindet; fo 
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entftefen nach § 1. Lehrſatz 11. bei S und 8, 8 umd 8’ conforme 
Strahlbüſchel). Man ſuche nun den Durchſchnittspunkt jedes Strahls 
au S mit jedem Strahl an 8, und ebenſo von S’ mit jedem an 8” 
Bon diefen Durehjehnittspuntten verbinde man wieder jeden mit jedem 
Big. 73b. u. f. w. Es entftehen dadurch eine Menge Punktreihen, 
3. B. s ACBE, fpeOwe u. ſ. w., s)A’C'B'E’, PRO WE u. ſ. w. 
Denn man überzeugt ſich auf ganz analoge Weiſe, wie bei Auflöſuug 1, 
daß, wenn mehrere Punkte A, C, B; ©, &, des erſten Syſtems auf 
einer Geraden s, f fliegen, auch vie’ fpomologen Punkte A’, C, By ®, 

vb’ pes zweiten Shftems anf je einer Geraren s’, f’ liegen; und 
info davon, Pag, wenn man den Durchſchnittspunkt (s +f) oder B 
oder w im erften Syſtem mit S und 8, fowie im zweiten @r) mit 
8’, 8’ durch Gerade verbindet, man entipredende Strahlen 6, 6 dev 
Büſchel 8, 8’ und entfprechende Strahlen b, b’ der Büſchel 8, 8 ere 
Halt; und endlich davon, dag, wenn man homologe Puntte P, Pp bei⸗ 
der Syſteme mit homologen Punkten A, C, B, ©, &, v....5 AY 
C', BY, @, we’, wb’... durch Gerade verbinbet, man wei conjorme 
Strahlbüſchel mit vem Scheitel (p-p) oder P und (p’-p’) ober P” 
erhält. Daraus folgt weiter, daß die Verbindungsgeraden jedes Paares 
auf diefelbe Weife entſtandener Punkte, z. B. (wb), (æ'b) mit den 
Punktreihen s,ACBE und sA'CB', ver Durchſchnittspunkte (a“ 6), 
(a: 6) mit pen Punkten der Punktreihen (Owe und fb'Ov'e! 
conforme Strahlbüſchel bilden. Verfährt man mit diefen wieder, wie 
mit den urfpriinglichen, fo wiederholen fic) dieſelben Folgerungen. 
Man evhalt alfo Syfteme, in denen Lauter conforme Strahlbüſchel- 
und Punktreihenpaare vorfommen. Die Syfteme find alfo nad) Er— 
klärung 6 collinear, Wan fann aber ancy 8) ftatt ganzer Strahl- 
büſchel nur folche nehmen, die aus drei Strahlen beftehen, und zu je- 
vem Strahl ves einen Strahlbüſchels erſt ven entfprechenden im ho- 
mologen Strahlbiifehel fuchen. Unter dieſen Strahlen wird man am 
bequemften den Strahl e over e, ef oder co’ mit annehmen. G8 ift 
dies jedoch gar nicht ndthig, indem durch vier andere Strahlen, a, b; 
a, 6; a, bi a’, 6 verfelbe ſchon gegeben ift (ſ. Auflöſung 1.). Man 
wird pager au⸗ denſelben Griinden, wie fie bei Auflöſung 1. entwickelt 
wurden, lieber y) zwei vollſtändige Vierſeite abba, a pb'a“ annehmen 
und feſtſetzen, a’ ſolle dem a, b’ dem b, a“ dem «, b' dem & homolog 
fein, Dann läßt ſich auch Hier direct zeigen, daß man zwei collineare 
Syſteme orhatt, Denn es ijt nach § 3. Lehrſatz 17. Strahlbüſchel Sache, 
Sack; Sia'e'b’e’, S'a’c'B'e’ harmoniſch, alfo S,ache ( S'a’c’b'e’, 
S,ache A S/a’c'B'e’, Man fuche ferner (arc), (a’*c) und verbinde fie 
mit (b° 8), (b’* 6") durch die Geraden f, f’ und beftimme die Durch— 
febnitte (f.m), (f/m), fo ijt in den volfftindigen Vierſeiten ſemb 
und fe'm’®’ Strahlbüſchel A,aasn und A’a’a’s'n’ harmoniſch, alfo auch 
die Bunttreihen, die auf m, m’ durch die Punkte (ma), (m*a), 
(m*s), (m*n); (m'* a’), (m'+’), (in’* 8’), (m'*n’) gebildet werden 
und daher Strahlbüſchel Sbed und S,aſp'e'd' harmoniſch, alſo 
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S,abed Sha b'ed', alfo auc) Sadebe HK Sta'd’e’b’e”’ und 8,«debe 
A Socd¥'e'b'e’, Zieht man noch von S und 8, S’ und 8’ uach den 
Puntten (vm), em’) vie Strahlen p, p; p’ p ſo Lape fich, wie bei 
Auflöſung 1. beweifen, daß auch Strahlbüfchel Sadcpbe A Sia‘d’e'p’b’e’ 
S,apedbe A S'a/p’c'd'6'e’ iſt. Wan überzeugt fic) alfo, daß man fo 
diefelben Syſteine wieder erhalt, welche auch die Auflöſung a) geliefert 
Hat und hat zugleich die Gewißheit, daß jedes Baar homologer von 
S und 8, $ amd 8’ ausgehender Geraden p, p's p, p’ entfprechende 
Strahlen in conformen Strahlbüſcheln fein mitffen. Man fieht auch 
hier, daß diefelben Vierſeite auf verſchiedene Weije collinear anf einan- 
dev bezogen werden können; ancy bet ihnen pflegt man ſchon durch die 
Bezeichnung anzudeuten, welche Gerade in dem einen Syſtem als die 
homologe einer beftimmten Geraden, 3. B. a (oder b, oder « oder 6) 
Des andeven angefehen werden foll. 

Es war im Vorigen angenommen worden, dag man beive Syſteme 
zugleich entftehen faffe. Man kann aber auch fo verfahren ): Aus einem 
beltebigen vollftindigen Viereck oder Vierſeit entwickelt man das vou ihm 
erzeugte Syſtem (jf. § 6. Lehrſatz 4.); dann fuche man cin Paar Punkt- 
reihen s,A’B’C'D,, fb'vv/'S'O’, die ixgend einem Paare Punktreihen in 
diefem Shftemconform find (wergl. Auflöſung 2), 6)) und entwidle das 
aus ihnen entjtehende Syftem, oder ftatt der Punktreihen nehme man 
Strahlbüſchel. Kürzer aber verfahrt man fo: Wan markire vier be- 
liebige Buntte A’, BY, &/, ws’, von denen aber keine drei in derfelben 
Geraven liegen, fetze feft, dag dev Bunft A’ ivgend cinem Punkte des 
erſten Syſtems, 3. B. vem Punkt A, Bi dem B, -v’ dem sv, ws! dem vw 
homolog fein folle (von den Punkten A, B, xb, vd dürfen aber nicht drei 
auf einer Geraden liege), und confirnive aus dem von A’, BY, ob’, v!, 
gebildeten volljtindigen Viereck das Syftem, fo ift dies collinear dem 
erſten (ſ. Auflöſung y)). Statt ber Puntte A, B, ©, vd; A’, BY, wo’ 
kann man auch Gerade a, b, «, 6; a’, bd’, «’, 6 nehmen, von denen 
feine drei durch denſelben Punkt gehu. Man fam alfo zu jedem be— 
Liebigen Syſtem nicht bloß eins, foudern unzählig viele collineare cou— 
ſtruiren; einmal deßwegen, weil man ftatt der vier Punkte A’, BY, 
Jo’, Vo" ixgend welche andere hätte nehmen fermen; fodaun weil man 
auch, nachdem fie einmal gewählt find, hatte feſtſetzen können, dag 3. B. 
der in A’ liegende Punkt dem in B liegenden des erften Syſtems, dev in 
B' fiegende 3. B. dem in A Liegenden homolog fein folle. Man hätte 
pann aus A’Bb’e’ zwar diefelben Geraden und Puntte, alfo daſſelbe 
Syſtem erhalten, wie vorher, aber in diefem würde nun die Gerade 
(UB), die friiher der (6 - B) homolog war, jegt der (sb ~ A) 
homolog fein u. ſ. w. 

Aus dem Bisherigen folgen mm mehrere Sage. Ginmal ans 
dev Confiruction, fowie aus dem Umſtand, daß jede zwei homologen 
Punkte entfprechende Punkte conformer Punktreihen, und jeve zwei ho- 
mologe Gerade entfprechende Strahlen conformer Strahlbüſchel fein 
müſſen, es aber zu jedem Punkt ver einen nur einen eingigen entfpre- 














$1. Gol 
chenden dev anderen Punktreihe, zu 
entſprechenden Strahl des anderen 
Lehrſatz 10. folgt der 

13. Lehrſatz. In zwei col— 
linearen Syſtemen giebt es 
ju jedem Punkt des einen 
Syſtems einen, aber auch uur 
einen homologen Punkt des) 
anderen Syſtems. Fig. 734. 
73b. 


Ebeuſo ergiebt ſich aus der © 

14. Lehrſatz. Liegt in einem 
von zwei collinearen Syſte— 
men cin Punkt auf einer Gee 
raven, fo liegt der homologe 
Punkt im zweiten Syſtem 
auf der Homologen Geraden. 
Sig. TBa. T3b. 

Ferner: 

15. Lehrſatz. Einer durch 
die geradlinige Verbindung 
zweler Punkte des einen von 
zwei collinearen Syſtemen 
entſtandenen Geraden iſt die 


durch die geradlinige Bere | 


bindung ber homologen 
Punkte des anderen Syſtems 
entftandene Gerade homo— 
fog. Sig. T3a. T3d. 

Endlich ergiebt fic) aus der 
bev 

16. Lehrjak Das zu einem 
gegebenen Syſtem colline— 
ave Syſtem iſt vollſtändig 
beftimmt: 

a) wenn von beiden zwei 
conforme PBunftreihen) 
sADCB. A'DIOB 
[ees — — — 
gegeben ſind; 

8) wenn von beiden je zwei 
Richtungen s,s’, os’ und anf | 
jeder drei Punfte A, C, B; 
A’, Cl BY; sb, S, vb; sb, ©, we! 
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jedem Strahl des einen nur einen 
n Strahlbüſchels giebt nach § 2. 


13. Lehrſatz. Gu zwei col- 
lineaven Syſtemen giebt es 
gu jeder Geraden des einen 
| Syjteme cine, aber auch uur 
eine Homologe Gerade des 
anderen Spjtems. Fig. 734. 
73 b. 
onſtruction: 

14. Lehrſatz. Geht in einem 
von zwei collinearen Syſte— 
men eine Gerade durch einen 
Punkt, ſo geht die homologe 
Gerade im zweiten Syſtem 
durch den homologen Punkt. 
Fig. 73 4. 73 b. 


| 15. Lehrſatz. Einem durch 
den Durchſchnitt zweier Ge— 
raden des einen von zwei 
collinearen Syſtemen ent— 
ſtandenen Punkt iſt der durch 
den Durchſchnitt der homo— 
logen Geraden des anderen 
Söſtems eutſtaudene Punkt 
homolog. Fig. 73a. 73 b. 


Auflöſung 1); 2). ver Aufgabe 12. 


16. Lehrſatz. Das zu einem 
gegebenen Syſtem colline— 
are Syſtem iſt vollſtändig 
beſtimmt:; 

a) wenn von beiden zwei 
conforme Strahlbüſchel 
Sadcb .... 4 Stalled’... 5 
8c 2... A Slale¥ 6. gee 
geben find; 

8) wenn von beiden je zwei 
Puufte 8,8; 8 8 und an je— 
dem drei Strahlen a, c, b; 
al, cb’; a, e, 8; a’, cf, BY gee 








, 
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gegeben find, und feftgefegt 
ijt, daß A’ bem A, BY dem B, 
C’ bem C, A dem sb, ab' dem 
vw, S dem © homolog fein 
folle; 

y) wenn von betden vier 
Puntte gegeben find, A, B, 
ob, vb; A’, BY, ob’, We’, von denen 
feine drei in ciner Geraden 
liegen, und beftimme ift, daß 
A’ vem A, B’ dem B, &’ dem 
A, we dem wv homolog fein 
folle; oder: das zu einem 
gegebenen Syſtem colline- 


are Shftem ift vollftdndig | 


beftimmt, wenn von beiden 
zwei homologe vollſtändige 
Vierecke ABAib, ABW! ge- 
geben find. Fig. 734. 
Aus vem Sage y), der nur eine 
ift, folgt unmittelbar der 


17. Cehrfag. Wennin zwei 
collinearen Syſtemen vier 
Punkte des einen Syſtems, 
bie nidt anf derfelben Gee 
raden liegen, A, B, -, %, je 
mit den homologen Punften 
des anderen Shftems A’, Bi 
ao, vy’ gufammenfallen, 
ober: 

Wenn zwei collineare Sy— 
fteme mit einem Baare ho— 
mologer vollftandiger Bier- 
ede ABbub, AB-bub' zuſam- 
menfatlen, fo fallen beive 
Syſteme fo zuſammen, dak 
jeder Bunt des einen auf 
den Homologen Puntt ves 
andern, jede Gerade des ei— 
nen anf die Homologe Ge- 
rabe bes anderen Syſtems 
ju liegen kommt. 


18. Erklärung. Bon 
ſtimmung ihrer Collineat 


Collineation. 


geben ſind, und feſtgeſetzt 
ift, daß a’ bem a, b’ bem b, 
ec’ dem c, « dem a, & dem 8, 
e pemc homolog fein folle; 


y) wenn von beiden vier 
Gerade gegeben find, a, b, 
a, 6; a’, bi, «’, b', von denen 
feine drei fic in einem 
Puntte ſchneiden, und be- 
ftimmt ijt, daß a’ dem a, b’ 
dem b, a“ dem a, BW dem 6 ho- 
| molog fein folle; oder das 
gu einem gegebenen Syſtem 
collineare Syſtem ijt voll- 
ftinbdig beftimmt, wenn von 
beiden gwei homologe voll- 
ſtändige Bierfeite abab, a’b’a’b’ 
gegeben find. Sig. 73b. 
Wiederholing von § 6. Lehrfag 4. 


17. Lehrfag. Wennin zwei 
collinearen Gyftemen vier 
Gerade bes einen Shftems, 
die fic) nicht in demfelben 
Puntte ſchneiden, a, b, «, b, 
je mit den homologen Gera- 
den des anderen Syſtems 
a’, b’, oe, 8, gufammenfallen, 
oder: 

BWenn zwei collineare Sy— 
fteme mit einem Paare ho- 
mologer vollftindiger Vier— 
feite abab, aſbaſb' zuſammen— 
fallen, fo fallen beide Sy— 
jteme fo zuſammen, daß jede 
Gerade des einen auf die 
homologe Gerade des ande- 
ven, jeder Bunft bes einen 
auf den homologen Punft 
| des andern Syſtems gu lie— 
gen kommt. 





n zwei Syſtemen die zur Be— 
ion nithigen, im Lehrſatz 16. 
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angegebenen Stücke als homolog feftfesen, heißt: ,, Die 
Spfteme collinear auf einander beziehen“. 

Mean fieht alfo, um noch einmal auf den Anfang des § 6. zu— 
rückzukommen, aus Lehrſatz 16.; daß wenn zwei Figuren auf einander 
icivt werden ſollen, von vier Paaren von Punkten over Geraden 
wilikürlich feftgeftelft werden fann, dev eine, 3. B. A’ folle mit A in 
Projection fteyn ꝛc., dak aber dadurch von felbft zugleich mit beftimmt 
ift, welche von ben itbrigen Punkten ober Geraden auger den vier 
angenommenen in Projection ſtehn, dag alfo über fie vorher nichts 
beftimmt werden kann. 

Sind Fig. 74. in zwei collinearen Syſtemen zwei Baar homologer 
Puurttreihen bekannt s,FASQ 7H s/F’A'S'Q’; /SCMR A /,’8’C'M’R’ 
und liegen Q’ und R' im Unendlichen, fo find die ihnen homologen 
Punkte Q umd R die Gegenpunfte der auf s und Pf befindlichen 
Punktreihen. Iſt mm ferner Q ein Punkt der Punftreihe s und gwar 
dev unendlich entfernte, fo ift der Homologe Punkt Q dev conformen 
Punttreige s’ ver Gegenpuntt derſelben und iſt R der unendlich ent- 
fernte Bunft dev Reihe f, fo ift ver homologe Punkt RK’ der Gegen- 
punkt der Punktreihe auf /. Wird nun QR im erften Syſtem gezogen, 
fo liegt die ify Homologe Gerade im zweiten Syſtem im Unendlichen, 
und wird WR’ im gweiten Syſtem gezogen, fo liegt die ihr homologe 
Gerade im erjten Shftem im Unenvdlichen. Trifft mm die Gerade 
b des erjten Syſtems die (R—Q) ober m in P, fo liegt da m’ im 
zweiten Syſtem fic) im Unendlicen befindet, der dem Punkt P homo- 
foge P’ im Unendlichen. Schneiden fic) zwei Gerade, 3. B. (C-F) 
und (K—A) des erjten Syſtems auf m, fo miiffen fic) (C’— EF’) und 
(K’- A’) im zweiten im Unendlichen ſchneiden, alfo parallel fein, 
ſchneiden fic) (D’/—H’) und (P'-K) im Punkte SU’ der (R’- 2) 
over p’, fo miiffen fic) (D-H) und (E—K) im Unendlichen auf p 
ſchneiden, alſo parallel fein. Gn den vergeichneten coflineaven Figuren 
FABMCHKEGD und FA'BMWCHEE'GD’ find alfo, da im 
erſten Syſtem (F—A) und (G—D) fich im Puntt Q der m ſchneiden, 
die Geraden (F’—A’) und (G’—D’) parallel, da fic) (H-F) und 
(B~A) im Buntt P der m ſchneiden, find (H’-F’) und (B’— A’) 
parallel. Da ferner im gweiten Syſtem fic) (H’—K’) und (G’—D’) 
im Buntt OL’ ber p’ ſchneiden, ſind (E-K) und (G—D) parallel, 
mm da (M’—B’) umd (G’-E’/) fic) im Punkt ot’ der p’ fefneiden, 
find (M~B) und (G~E) parallel. G8 geht zugleich aus dem 
Bisherigen hervor, daf e8 in jedem Syjtem nur eine einzige Gerade 
m, p’ geben fann, die einer unendlic) entfernten Geraden m’, p 
des andern Syſtems homolog ijt. Denn gäbe es 3. B. im erften 
Syſtem noch eine folche Linie, die 3. B. die Gerave 6 in I ſchnitte, 
fo müßte ſowohl 6KBAP als 6 KBATI( 6/K’B‘A’ oo fein, mas 
nach) § 2. Lehrſatz 10. unmöglich iff. Da ferner nach Lehrſatz 13, 
einer Geraden (R~Q) nur eine einzige Gerade (R’—Q’) bes andern 
Syſtems homolog fein foun, und diefe, wenn zwei Puntte, R' und Q’ 
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im Unendlichen fiegen, ganz im Unendlicjen fiegen und folglic) durch 
den unendlich entfernten Punkt ver Geraden 6, e” 2c. gehen mug, fo 
fann man fagen: 

19. Erklärung. Die Gerabe m, p’, des einen Sy— 
ftems, welche dev unendlich entfernten Servaven m', p des 
andern Syſtems homolog ift, heift Gegenare des Syjtems, 
in bem fie liegt. Sig. 74. 

und alfo: 

20. Lehrſatz. Jedes Syſtem Hat uur eine eingige 
Gegenaxre m, p’ und eine eingige unendlich entfernte Ge- 
rade m’, p, anf welcber man fic) den unendlich entfernten 
Punkt einer jeden Punktreihe liegend vorzuſtellen hat. 

21. Lehrſatz. Zwei Geraden des einen Syjtems, 
die ſich auf der Gegenaze deffelben ſchneiden, find zwei 
parallele Gerade des andern Syſtems Homolog, und 
umgekehrt: 

Sind zwei Gerade des einen Syſtems parallel, ſo 
ſchneiden ſich die ihnen homologen Geraden des an— 
dern Syſtems auf der Gegenaxe deſſelben. Fig. 74. 


Es war bereits zum Behufe des Lehrſatzes 3. gezeigt worden, 
daß jedes Baar homologer, den Gegenaxen paralleler Gerader x, r; 
u, u'..., Sig. TL. proportional getheilt wird. Es iſt aber leicht gu ſehen, 
daß auch nur diefen Geraden die genannte Cigenfchaft zukommt. Denn 
würden noch ein Baar, den Gegenayen nicht paralleler Geraden, a, a’ 
proportional getheilt, fo wiven auch ihre unendlich entfernten Buntte 
homolog nach § 3. Lehrfag 23. Es wire alfo die Berbindunge- 
gerade der unendlic) entfernten Puntte von r und a Homolog ver B 
Dindungsgeraden der unendlich entfernten Puntte x’ und a’. Beide lie— 
gen aber im Unenbdlichen. Man müßte fic) alfo nach Lehrſatz 20. 
auf jeder die unendlich entfernten Punkte aller Geraden des Syſtems, 
gu dent fie gehirt, Liegend vorſtellen. Alſo wären auf allen Geraden 
Heider Shfteme die unendlich entfernten Punkte homolog, mithin nach 
§ 3. Lehrſatz 22. jedes Paar homologer Punktreihen proportional, etn 
Fall, der durch Lehrſatz 5. vorlinfig ausgeſchloſſen iſt. 

22. Lehrſatz. Gedes Paar homologer, den Gegen- 
agen m, p’ paralleler Geraden rv, 73 u,v; 8,83 t v; aber 
auch nur diefe im zwei collinearen Syſtemen, in denen 
nicht alle Homologe Punktrethen proportional getheilt 
find, wird in homologen Buntten proportional (§ 3. Gr 
klärung 21.) getheilt. Fig. 7 


Wollen wir uns jest über die Verhältniſſe, vie durch die ver— 
ſchiedene Lage sweier collincaren Syſteme bedingt find, ovientiven, fo } 
ben wir zunächſt Folgendes zu bemerfen: Gefegt, es hätten zwei co 
neare Syſteme einen Punkt S der Art gemein, daß in ihm ein Poor 
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homologer Punkte der beiden Syſteme veveinigt wiven, daß alfo, wenn 
man zu dem Puukte Y im erften Syſteme den Homologen L’ im zwei— 
ten Syſtem fuchte, diefer wieder nach  fallt, fo folgt aus Lehrſatz 14., 
bag, went eine Gerade a des erſten Syſtems durch SF geht, auch 
die ihr homologe Gerade a’ durch LS gehen muß, denn fie müßte 
nach dem angeführten Lehrſatz durch L’ gehen, X’ aber fallt mit D 
gujammen. Gin Gleiches findet mit jedem Paar homologer Geraden 
b und b’, ¢ und c,d und d’ u. ſ. w. ftatt, von denen b, c, d durch 
= gehen, indem dann auch b’, c', d’ durch E gehen müſſen. Es find 
alſo in D die Scheitel zweier homologen Strahlbüſchel Zabed.... 
umd Dia’b’e’d’.... veveinigt. Es ijt jedoch damit, daß S und’ gue 
fammenfallen, noch nicht gefagt, daß auc jedes Paar homologer Strah- 
ten a und a’, b und bi u. f. w. zuſammenfallen mug, vielmehr Liegen 
dieſe Strahlen mur conjectivifeh, und es Fann vorfommen, dag ein 
Strahl a’ mit a, oder dag zwei Strahlen a’, b’ mit a, b, oder daß 
nach § 4. Lehrſatz 1., jeder Strahl a’, b’, c’.... init dem ihm ho— 
mologen a, b,c... gufammenfallt, aber es muß nicht. Hatten 
ebenfo zwei collineave Syſteme eine Gerade o dev Art gemein, dag in 
ihr ein Paar homologe Gerade der beiden Shfteme vereinigt waven, 
daß alfo auch o nach o fiele, und fiegen anf der Geraden des exften 
Syſtems o die Punfte A, B, C, D.... ves erften Shftems, fo 
miiffen nach Lehrſatz 14. auch die Punkte A’, BY, C, D’.... des 
zweiten Syjtems auf o’, oder da o’ mit c gufammenfallt auf o liegen. 
Es find alfo auf — zwei Homologe Punktreihen c,ABCD.... und 
c A'BIC'D'.... in conjectivifecher Lage veveinigt. Auch hier fann es 
vorfommen, dag cin Punkt A’ mit dem ihm homologen A, oder A’, B’ 
mit A, B, over nach § 4, Lehrſatz 1. jeder Punft A’, BY C’.... 
mit dem ihm homologen A, B, C.... zufammenfällt. Man fieht alfo: 


23. Lehrſatz. Fallen zwei 23. Lehrſatz. Fallen zwei 
Homologe Punkte S ud =| homologe Gerade o und o” 
zweier collinearen Syſteme gweier collinearen Syſteme 
in einem Punkt S zufammen, | in eine Gerade co zufammen, 
fo befindet fich cin Baar ho- | fo befindet fic cin Baar hv- 
mologer Strahlbüſchel bei- mologer Punktreiben bei— 
ver GSyfteme Zabed....,| der Syſteme c,ABCD...., 
si a'b’e'd’ an diefem Bunft | “A'B'CD’.... auf viefer Gee 
x in conjectivifder Lage. a cinconjectivifder 

Lage. 





Die urſprüngliche, in Fig. 70. dargeftellte, Lage zweier collinearen 
Syſteme war nun die, daß fic) die BVerbindungsgeraden jeder zwei 
Punkte, welche dieſelbe geometrifehe Bedeutung haben, oder nach unferer 
jebigen Ausdrucksweiſe (j. Erklärung 7.) jeder zwei homologen Punkte 
dure) einen und denfelben Punkt YS gehen, und als nothwendig damit 
verknüpft wurde bewiefen (ſ. Lehrſatz 2.), daß dann die Durchfchnitts- 
puntte jeder zwei Geraden won derſelben geometriſchen Bedeutung, d. h. 
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jeder zwei Homologen Geraden anf einer und derfelben Geraden o lie— 
gen. Hieraus folgt aber diefes: der Strahl a, dev die homologen 
Punkte & amd -&’ verbinvet, ſchneidet die Gerade « in O, a’ in O% 
Gs muß mim offerbar ©’ der dem © homologe Punkt ves gweiten 
Syſtems fein. Denn vie Syfteme follen ja eine folche Lage haben, 
dag die Verbindungsgeraden jeder zwei Homologen Punkte durch einen 
und denfelben Punkt S gehen Itun liegt © auf «, alfo mug anc 0’ 
auf «' fiegen, nach Lehrfatz 14. Ferner mug O' auf (O—Z) fich be- 
finden, da (O- 0’) durch X gehen foll, es muß alfo der Durchſchnitts- 
punkt von (O-Z) mit a’, oder vow a mit a“ ver dem Punft O ho- 
mologe fein, da es gu © nur einen eingigen homologen giebt nach Lehr: 
fag 13.; ebenfo mug, wenn 6 den Strahl a in V, a’ in V' trifft, V’ 
der dem V homologe Punt fein, ebenfo W’ dev dem W homologe u. ſ. w. 
Kurz, eS miiffen auf jedem von = ausgehenden Strahle ein Baar ho— 
mologer Punktreihen (6-O) und b’-O); (AV) und (AV), 
(vb—W) und (vo’—W’) u. f. w. veveinigt fein, nach Lehrſatz 15. Es 
muß alſo D ein fich felbft homologer Punkt beiver Syfteme fein. Denn 
dem Durchſchnittspunkt Z der Geraden (b— O) und (A—V) des er- 
ften Syſtems iſt ver Durchſchnittspunkt S der Geraden (b’—O’) und 
(A’—V’) des zweiten Syſtems homolog. Da mm (6—0)* (A—V) mit 
(sb'~ 0) (A V’) zuſammenfaͤllt, fo fällt D’ nad) Yd. h. 2 éft ett fich 
felbft homologer Punkt beiver Syſteme, und Strahlbüſchel LaBydeg ein fich 
felbft homologer Strahlbiifchel beider Syſteme, indem auf jedem Strahl 
a ober (&— ©) ded erſten Syſtems auch der homologe Strahl a’ oder 
(#'-O') des zweiten liegt. Denkt man fic) ferner vom Punkt U der 
Geraden c eine Gerade (U—A) gezogen, und fucht die ihr homologe 
bes zweiten Shftems, fo muß diefelbe durch A’ gehen nach Lehrfag 14., 
ferner aber mug die der (U~A) homologe Gerade vie (U—A) auf 
der Geraden o ſchneiden, weil fic) homologe Gerade auf o ſchüeiden 
follen, e8 mug alſo (U-A’) die der (UA) homologe Gerade deg 
jweiten Syſtems fein, da es nach Lehrſatz 13. nur cine eingige homo— 
foge Gerade gibt. Ebenſo mug, wenn man (YB) zieht, (Y~B’), 
wenn man (Z—vs) zieht, (SAab') die homologe Gerade des zweiten 
Syſtems fein u. ſ. w. G8 ijt alfo U ver Durchſchnittspunkt von 
(S~-%) md (A~U) und der homologen Geraden (S’~ &’) und (A'— U), 
Y der Durchſchnittspunkt von (S-S) und (B—Y) und der homologen 
Geraden (S'S) und (BI Y), Z der Durchſchnittspunkt von (b—A) 
and (vs—Z) und der homologen Geraden (se’~ A’) und (vb'—Z) u. f. w., 
es find alfo U, Y, Z uf. w. fich ſelbſt homologe Puntte beiver 
Syſteme, kurz, es müſſen in jedem auf o befindlichen Puntte ein Paar 
fich felbit pomologer Punkte vereinigt fein, zugleich muß nach Lehrſatz 15. 
o eine ſich ſelbſt homologe Gerade beider Shſteme fein, da der Geraden 
(UY) des einen dieſelbe Gerade (UY) des andern homolog iſt; 
ober es ijt die Puuktreihe cUYZ.... eine ſich ſelbſt homologe Puntt- 
reife beider Syſteme, indem in jedem Punt U, Y, Z, .... des erften 
Syſtems auch der Homologe Punkt U' Y' Z’.... des zweiten liegt. 
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Sagen wir mun dev Kürze wegen: 

24, Erklärung. Bon zwei im derfelben Ebene lies 
genden collinearen Shftemen, die mit einem Paar ho- 
mologer Punkte, Gerader, Punktreihen, Strahlbüſchel 
gufammenfallen: ,die Syſteme haben bezüglich einen 
Punkt, eine Gerade, eine Punftreihe, einen Strahlbit- 
büſchel gemein,” oder „es find auf einer Geraden ein 
Paar homologer Punftreihen, in einem Puntte ein Paar 
homologer Strahlbüſchel vereinigt. 

fo ift noch mit Berückſichtigung von Lehrſatz 3., Erklärung 7. und § 4. 
Lehrſatz 1. zu berückſichtigen: 


25. 


25. Lehrſatz. Haben zwei 
ebene Syſteme eine Punkt— 
reihe gemein, ſo können ſie 
entweder keinen, oder zwei 
oder alle Punkte derſelben 
gemein haben. 

Sm eſrſten Falle foll aud 
Sfter gefagt werden: fte ha- 


ben cine Gerade, nimlic dte 
Nichtung ver Punktreihe, 
gemein. 


Nac Erklärung 24. können wir mw 


Lehrſatz. Haben zwei 
ebene Syſteme einen Strahl— 
büſchel gemein, ſo können 
ſie entweder keinen, oder 
zwei, oder alle Punkte des— 
felben gemein haben. 

Im erſten Falle ſoll auch 
öfter geſagt werden: ſie ha— 
ben einen Punkt, nämlich 
den Scheitel des Strahlbü— 
ſchels gemein. 


un das an Fig. 70. Bewieſene in 


Folge von Lehrſatz 2. zuſammenfaſſen in den 


26. Lehrſatz. Haben zwei 
ebene Syſteme einen Strahl- 
büſchel Taby.... mit allen 
feinen Strahlen gemein, fo 
haben fie auch eine Puntt- 
veive cUYZ.... mit allen 
ihren Puntten gemein. Fig. 


26. Lehrſatz. Haben zwei 
ebene Syſteme eine Punkt— 
veihe o,UYZ.... mit allen 
ihren Punkten gemein, fo 
haben fie auc) einen Strahl— 
büſchel Zapy.... mit allen 
feinen Strahlen gemein. 








70. 


| Sig. 70. 


Haben nun zwei collineare Syſteme einen Strahlbüſchel Lapy.... 


Big. 70. mit allen Strahlen gemein, fo liegen, da auf jedem Strahl 
a ein Paar homologer Punktreihen (&—~O), (s’—O') vereinigt find, 
und alſo auc) (C-C), (D~D’), (6-2) (®-@®') uf. w. dud 
geben, jedes Baar homologer Punktreihen, z. B. s,ABCD und s,A’B'C'D’, 
{-eEOrd und (’'O'O'’ u. ſ. w. fiir das Centrum Y perfpectivifdy mit 
einziger Ausnahme derjenigen Punktreihen o,.2OM und a,X’O'M, 
BSVAN und G,2V/A’N u, f. w., die auf den Strahlen bes gemein- 
ſchaftlichen Strahlbüſchels Lasy.... veveinigt find. Diefe find nach 
Lehrſatz 3. und Erklärung 8. conform und legen nad § 2. und Ere 
tlärung 19. conjectivife). Zugleich liegt auch jeres Paar homologer 
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Strahlbüſchel S,abde und Sa'b'd’c’, Sabo und S8/a’b'%e’ u. f. w. 
für die Ue o perfpectivifeh, mit einer Ausnahine. Bieht man nämlich 
von irgend einem Punkte dev gemeinfamen Punttreife c,UYZ.... 
3. B. von U die homofogen Geraden w und w’, oder (U~O) und 
(U~0'), (U~A) und (U~A’), (U~B) amd (U~B’) u. ſ. w., fo 
entftehen nach Lehrſatz 3. und Erklärung 8. conforme Strahlbüſchel, 
bie nach § 2. Erklärung 19. conjectiviſch liegen; fein Baar homologer 
Grundgebilde aber liegt projectiviſch. Da ganz analoge Schlüſſe 
gelten, wenn man davon ausgeht, daß zwei collineare Syſteme eine 
Punktreihe oUYZ.... mit allen Punkten gemein haben, ſo ſieht 
man alſo: 

27. Lehrſatz. Befinden ſich 27. Lehrſatz. Befinden ſich 
zwei collineare Syſteme in| zwei collineare Syſteme in 
derſelben Ebene, und haben derſelben Ebene und haben 
fie einen Strahlbüſchel | fie eine Punftreihe cj UYZ.... 
YaGy.... mit allen Strahlen | mit allen Punkten und einen 
und eine Punftreihe c UYZ.... Strahlbüſchel Laby.... mit 
mit allen Punften gemein; | allen Strahlen gemein; fo 
fo liegen alle ibrigen Punft- | liegen alle ithrigen Strahl. 
veihen theils, wie s,ABCD | bitjdel theils, wie Sabde und 
und sA’B/C'D’ ete. fiir das- S'a’b’d’c’ ete. fiir dieſelbe Bro- 
felbe Brojectionscentrum > | jectionsaze o perfpectivifd, 
perfpectivifch, theils, wie | theils, wie Ucuvay und Ujowa’y 
aZhOM und a,Zb'O/M ete. | etc. conjectivifd. Die Schei— 
conjectivifd. Die Richtun- | tel der letzteren liegen alle 
gen der letzteren gehen alle | auf der fich felbft homologen 
burd den fic felbft homolo- | Geradenc. Kein Paar homo- 
gen Punkt B. Mein Paar | loger Strahlbüſchel aber 
homologer Punttreihen aber | liegt projectivifd. Fig. 70. 
liegt projectivifd. Sig. 70. 

Und umgefehrt fann man fagen: 

28. Lehrſatz. Befinden fig 28. Lehrſatz. Befinden fic 
gwei collineare Gyfteme in| zwei collineare Syſteme in 
berfelben Ebene und in fol- | derfelben Ebene und in fol- 
her Wage, daß drei oder mehr | her Lage, daß drei oder mehr 
Paar homologer Punttreihen | Baar homologer Strahlbü— 
conjectivifdliegen und durch ſchel conjectiviſch liegen und 
denfelben Punkt = gehen, fo| mit ihren Scheiteln auf der— 
haben die Syſteme anc einen | felben Geraden o liegen, fo 
Strahlbüſchel Zaby mit allen | haben vie SHfteme aud eine 
Strahlen, und folglid auc | Punktreihe cUYZ.... mit 
eine Bunftreihe co UYZ....) allen Puntten, und folglic 
mit allen Punften gemein. auch einen Strahlbüfchel 
Sig. 70. Yapy.... mit allen Strahlen 
gemein, Gig. 70. 
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Die Richtigkeit diefes Gages ergiebt fic) fofort aus Fig. 70., 
inbem, went a, 6, y, die Richtungen der conjectivifeh liegenden Punkt- 
reihen, U, Y, Z die Scheitel ver conjectiviſch liegenden Strahlbüſchel 
find, im Salle links der mit allen Strahlen fic) felbft homologe 
Strahlbüſchel TaPy...., im Falle rechts die mit allen Puntten ſich 
felbjt homologe Punktreihe o UYZ.... entfteht. 

Dies maven alfo die Folgerungen, die fic) ergaben aus dem 
Falle, der die Grundlage der ganzen Unterfuchung bildete, daß nämlich 
die collinearen Syfteme einen Strahlbüſchel Laby.... mit allen 
Strahlen, oder eine Punktreihe oc, UYZ.... mit allen Punkten gemein 
Haber. Es können aber offenbar die Syſteme, wenigftens dem erften 
Anſchein nach, fo liegen, dak fie 

L fein Paar homologer Grundgebilde 


Hein, ” ” 

TIL gwet ,, ” ” 

IV. bret, ” ” 
u. ſ. w. 


gemein haben, und zwar können in den gemeinſchaftlichen Grundgebilden 
wieder 1. ober 2. homologe Elemente vereinigt fein; der Fall, wo 
2 gemeinſchaftliche Grundgebilde mit 3 Elementen und alfo gang zu— 
fammenfatlen foll, da ev bereits durch die Lehrſätze 26., 27., 28. er— 
ledigt ijt, im Folgenden ausgeſchloſſen werden. Zugleich aber be- 
merit man, daß die angegebene Reihenfolge in der Unterfuchung nicht 
wohl feftgehalten werden fann; denn haben 3. B. zwei Syfteme einen 
Strahlbüfchel S mit einem Strahl s gemein, fo könnte man ebenfo 
gut auch fagen: fie haben eine Punktreihe s mit einem Punkte S ge- 
mein; Hatten fie zwei Strahlbüſchel 8,, S, gemein, fo Hatten fie 
offenbar nach Lehrſatz 15 auch die Gerade (S,—S,) gemein u. f. w.; kurz 
man würde immer von einem Falle in einen andeven fommen, Wir 
ordnen daher lieber, ftatt nach der Anzahl der Grundgebilde, die zwei 
Shfteme gemein haben, nach ver Anzahl ver Elemente, alfo ver Punkte 
und Geraven, die fie gemein haben; fagen alfo: zwei Syſteme können 
gemein haben: 
I. 0 Paar homologer Elemente; und zwar: 
A) 0 Paar Puntte; B) O Paar Gerader 
IL. 1 Paar homologer Clemente; und gwar: 
A) 1 Paar Puntte; B) 1 Paar Gerader 
IIL. 2 Paar homologer Elemente; und zwar: 
A) 2 Paar Punkte; B) 2 Paar Gerader 
C) 1 Paar Punkte und Paar Gerarer. 


u. ſ. w. 
Die Unterſuchung dieſer Verhältniſſe wird weſentlich durch folgende 
Betrachtungen erleichtert: 
Es fet in zwei collineaven Syſtemen s,AB.... und s,A’B.... 
Big. Ta. cin Paar homologer Punktreihen, die fir einen Punkt F 
perfpectivifeh liegen. Zunächſt ift dann der Durchſchnittspunkt (s+ s”) 


9 
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oder D (oder D’) ein fich ſelbſt homologer Punkt und folglic) der 
Sheitel eines Strahlbifepels, in dem ein Paar homologer Biifchel 
vereinigt find, da der von Y nach D gezogene Strahl d dev Voraus— 
ſetzung nach beive Geraden s und s’ in homelogen Punkten trifft. Bit 
nun 1) S ein fich felbft homologer Punkt, jo ift alfo (2—D) over 
d cine fich felbft homologe Gerade; zugleich aber ift auch dann (2—A) 
homolog (Z~A’), (RÆ—B) homelog (2~B’) u. ſ. w. Es ift alfo 
der Strahlbüſchel Sabd.... mit allen Strahlen fich felbjt homolog, 
Iſt 2) E nicht fich felbjt homolog, und liegt, wenn man = als Punkt des 
einen, 3. B. des erſten Syſtems, anfieht, der ihm homologe Punkt des ane 
deren, 3. B. des zweiten Syſtems*) a) auf der Geraden (Z2~D) in ~, fo ft 
alfo (Z—D) homolog (2D), alfo ijt dann (2 —D) eine fich felbft homo- 
Loge Gerade und enthalt alfo eine fich felbft homologe Punktreihe mit einem 
fich ſelbſt homologen Bunft D; ob noch ein fich felbft homologer 
Punkt auf d liege, fommt hier nicht in Betracht. Liegt 6) dev dem 
EY homologe Puntt nicht auf (D—>), ſondern 3. B. in 2”, fo giehe 
man (Z"—-Z). Da diefe Gerade cin Strahl ves Strahlbüſchels Zabd 
ift, deffen Strahlen der Vorausſetzung nach die homologen Geraden 
s und s’ in homologen Punkten trejfen, fo find vie Durchſchnittspunkte 
G, G’ mit s, s’ Homolog, es iſt aljo (2~G) homolog (2”—G’), alfo 
ift (2”—Z) ober g eine fich felbft homologe Gerare, und alfo liegen 
anf ihr ein Baar homologer Punttreihen. — Gind ebenfo in zwei 
collineaven Ghjtemen ein Paar homologer Strahlbüſchel Sab... . 
und S'a’b’.... Fig T5b. fiir eine Gerade — perſpectiviſch, fo ift 
zunächſt die Verbindungsgerade (S—S’) oder d (over d’) eine ſich 
felbft homologe Gerade, und folglich die Richtung, in dev ein Paar 
homologer Punktreihen vereinigt ijt, Iſt mm 1) o eine fic) felbft 
homologe Gerave, fo ijt alfo («-d) over D ein fich felbjt homologer 
Punkt.  Zugleich ift darn auc) (c-a) homolog (c+ a’), (c.b) ho- 
molog (c.b’) u. ſ. w. Es iſt alfo die Punttreihe op ABD.... mit 
allen Punkten fich felbjt homolog. Iſt 2) o nicht. fich felbft homolog 
und geht, wenn man c als Gerade des einen Syftems, 3. B. des 
erſten evfieht, die ifr homologe Gerade of des andern Syſtems 
a) durch (c-d), fo iſt alfo (+d) homolog (c’-d’), alfo ijt dann 
(c-d) ein fich felbft homologer Punkt und enthält alfo den Seheitel 
zweier vereinigten homologen Strahlbüſchel mit einem fic) felbft ho- 
mologen Strahl d. Geht 6) die ver o Homologe Gerade nicht durch 
(«-d), fondern hat fie 3. B. die Lage o”, fo beftimme man den 


) Gs iſt offenbar einerlei, ob man E als im erſten oder zweiten Syſtem lie— 
gend betrachtet (ogl. § 6. Lehrfatz 6.). Denn fieht man F als Punkt des erften an, 
und liegt dev homologe Punk: LS’ des zweiten Syſtems auf a; und fieht nun = als 
Puntt des gweiten Syftems an, fo fiegt diefer alfo auf (D’— >’); der bem Puntt S 
des stuciten Syftems homologe bes exften if aber D; es muß alfo ber bem Punkt S 
im gweiten Syftem Gomologe Bunlt S, des eviten auf (D—), liegen, aljo and 
anf d. 


87. 
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Punkt (“*. c). Da dieſer ein Punkt der Punktreihe c,ABD ift, in 
deren Punkten der Vorausſetzung nach die homologen Strahlen der 
homologen Strahlbüſchel S, S’ fich ſchneiden, fo müſſen die Verbin— 
dungsgeraden (G—S), (G-S’) ober g, g’ fich homolog fein; es iſt 


alſo (c+ g) homolog (o”- g’) oder 


G ein fich felbft homologer Punkt; 


alſo liegen an ifm ein Paar fich felbft homologer Strahlbüſchel. Man 


erhält alfo ren Sab: 

29. Lehrſatz. Befinden ſich 
gwet collineare Syſteme in 
derfelben Ebene und in fol- 
er Lage, daß cin Paar ho- 
mologer Punttreifen s,AB.... 
und s,A’B’.... fiir cin Pro— 
jectionScentrum & perfpece 
tiviſch liegt und ift 

1) Zein fic) felbft homo- 
loger Punkt, fo haben die 
ShHfteme einen Strahlbii- 
ſchel, beffen Scheitel > ift, 
mit allen Strahlen gemein; 
ift aber 

2) = tein fic) felbft homo- 
foger Punkt und liegt 
a) ber dem Punkt F des 

einen Ghftems homologe 

Punkt SV des anderen auf 

der Gerbindungsgeraden 

d von mit bem Durch— 

ſchnittspunkte (s-s’) ober 

D, fo haben fie eine ſich 

felbft homologe Gerade d 

und auf ihe wenigftens 

einen fich felbft Homologen 

Punkt D gemein; es ift 

alfo D ver Scheitel eines 

beiden Syſtemen gemein- 
famen Strahlbüſchels, in 
weldem wenigftens ein | 

Strahl, (D—=) oder d fic | 

felbft homolog ift; liegt! 

aber 
8) ber dem Punkt = des einen | 

Syftems homologe Puntt | 

bes anderen nicht auf der 

Geraden (D~Z), fo haben! 





29, Lehrfatz. Befinden fic 
zwei collineare Syſteme in 
verfelben Ebene und in ſol— 
Ger Sage, dak ein Paar ho— 
mologer Strahlbifdmel 
Sb... und Sia’bl... fiir eine 
Projectionsaxe o perfpectic 
viſch Liegt und tft 

1) c eine fic) felbft ho- 
mologe Gerabde, fo haben 
bie Syſteme eine Punkt— 
reife, deren Ridtung o ift, 
mit allen Puntten gemein; tft 
aber 

2) co feine fic) felbft ho- 
mologe Gerabe und geht 
a) die ber Geradenc des einen 

Sh ftems homologe Gerave 

o bes anbdern durch den 

Durchſchnittspunkt D von 

co mit ber BVerbindungs- 

getaden (S—S8’) ober d, 

fohabenfie einen fic ſelbſt 

homologen Buntt D und 
wenigftens eine burd ibn 
gehende fic) felbft homo- 
loge Gerade d gemein; es 
iftalfod die Ridtung einer 
beiden Syſtemen gemein- 
famen Punktreihe, auf 
welcher wenigftens ein Punkt 

(dc) ſich felbft homolog 

ijt; geht aber 


B) bie ber Geraden c des 
einen Syſtems homologe 
Gerade des andern nidt 
purd ben Punkt (d-c), fo 
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beide Syſteme eine nicht haben beide Sſtſteme einen 
durch d, fondern durch 2 nicht anf d, fondern anf 
gehende Gerade g undden o fiegenden Punkt G@ und 
Punt D gemein; e8 iſt die Gerade d gemein; es 
alfo D ver Scheitel eines ijt alfo d .vie Richtung 
gemeinfamen Strahlbü- einer gemeinfamen Punft- 
ſchels und vie durch = reiheunddevanfcliegende 
gehende gemeinfame Ge- gemeinfame Bunft G der 
rade g bie Rictung einer’ Scheiteleines gemeinfamen 
gemeinfamen Punttreihe. Strahlbüſchels. Fig. Td. 
ig. T5a. 


Liegen zwei collineare Syfteme fo, daw fie eine Gerade o gemein ha- 
ben, Fig. 76a, und alfo auch ein Poor Punktreihen auf ihr vereinigt 
find; es feien aber die vereinigten Punktreihen fo gelegen, daß fein 
Paar homologer Punkte zuſammenfalle, fo ergiebt fic) Folgendes: Es 
feien mm A und A’, Bound B’ zwei Paar nicht gufammenfallender 
Homologer Punkte ver Punktreihen auf o; umd Mind M’, N und N’ 
zwei Paar homologer Punkte auferhalh dev Richtung o; fo verbinde 
man A und B mit M und N durch die Geraden 8, y, «6; A’ umd B’ 
mit M’ und N’ durch die Geraden 6’, y, ¢, ¢ ſo entftehen nach 
Lehrſatz 3. conforme Strahlbüſchel A’oBy.... W A,ofly’..., ByoeCeae 
DK Bio’ .... Oa mm o ein fich felbjt entſprechender Strahl in 
jedem Paar conformer Strahlbüſchel ijt, oder die conformen Strahl. 
büſchel A und A’, Bund B' mit einem Baar entiprechender Strahlen 
auf einander fallen, fo liegen fie perfpectivifeh nach § 3. Lehrſatz 2.6. 
Es liegen alſo die Durchſchnittspunkte K, A, u. ſ. w. dev Strahlen 
von A und A’ anf einer Geraden p, die Durchſchnittspunkte P, II dev 
Strahlen von B und Bl auf einer Geraden ». Schneiden ſich mm 
fw und» in S und sieht man den Strahl (A~Z) oder a, und ſucht 
den homologen ves Strahlbüſchels A’, fo mug diefer auch durch > 
gehen, da fich jedes Baar homologer Strahlen ver Strahlbüſchel 
A und A’ auf po fejneiden. Schneidet alfo a die win E, fo mug 
aud a’ durch YS gehen; ebenfo muß der dem Strahl & homologe 
Strahl 6” ourceh S gehen. Es ift alſo YS fowohl der Durchſchnitts— 
punkt (a+) von a und 6, al8 auch der Durchſchnittspunkt (a! > 6”) 
dev homologen Strahlen 2” und 6; alfo ift E ein fich ſelbſt homologer 
Punkt, Zugleich fieht man, daß diefer Schluß nicht mehr anwendbar 
wave, wenn „ unde fich auf o felbft ſchnitten. Man überzeugt ſich 
jedoch leicht, da diefer Fall nicht eintreten fann. Denn da die Strahl- 
büſchel A,oBy.... umd A’oB’y’...., wie gezeigt wurde, perſpectiviſch 
fiegen fiir die Axe p, umd auf o fein Paar homologer Punfte der 
BVorausfegung nach liegt, fo kann auch die ver Geraden pw des einen 
Syſtems homologe Gerade yw’ des anderen die x nicht auf o ſchneiden, 
da fonft die Punfte (usc) und (y’-c) zuſammenfielen und alfo ein 
Punkt dev co ein fich felbft homologer ware, gegen die Vorausſetzung. 
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Es Hatten alfo, da die Strahlbüſchel A,oBy, A’ch'y’ flix perſpecti— 
viſch liegen, und die der wu homologe Gerade p’ nicht durch (+c) 
gehen fann, nach Lehrſatz 29. 2) B) rechts, wenn man fic) w an die 
Stelle bes dortigen (Fig. Tb.) o, 0 an die Stelle des dovtigen d 
gefegt denft, die Syſteme einen außerhalb (u-c), aber anf „, liegenden 
Punkt G, gemein; ebenfo Hatten fie einen auf v, außerhalb c, liegen— 
den Punt, G, gemein nach Lehrſatz 29. 2) B). Schnitten ſich mm 
und» auf c, fo finnten G, und G, nicht zuſammenfallen, and 
die Shfteme Hatten auch eine Gerade (G,—G,), aljo auch dew 
Durchſchnitt von (G,—-G,) mit o als fich felbft homologen Puntt 
gemeitt, gegen die Vorausſetzung, daß auf o fein fic) felbft homologer 
Punkt liegen foll. Es können fich alfo yz und y nicht auf o fehneiden, 
alfo giebt es ftets einen fich felbft homologen außerhalb o liegenden 
Punkt SF. Haben ferner zwei collineare Syſteme einen Strahlbüſchel 
mit dem Scheitel S gemein Fig. T6b., in welchem feine zwei homo 
logen Strahlen gufammenfallen, und fino m und m’, n und n’ gwet 
Paar homologer Geraven, die nicht durch E gehen, a und a’, B undp’ 
zwei Baar homologer Strahlen der conjectiviſchen Strahlbiifdel Z,a8.... 
Za’e’...., fo fuche man die Ourehfehnittspuntte B, T, E, Z ber 
Strahlen a und B mit m umd n, und die Durchſchnittspunkte 
Bi, I’, El, Z! dev Strahlen a’ und p’ mit m' und n’. Nun entſtehen 
nach Lehrſatz 3. conforme Punktreihen «TTB... A a Z1"B’..., LEZ... 
DK RSEZ.... Da mm SD ein fich felbft Homologer Punkt ift in 
jedem Baar conformer Punktreihen, oder die conformen Punktreihen 
a und a’, B umd 6 mit einem Paar entfpredender Punkte zufammen- 
fallen, fo liegen fie perſpectiviſch nach § 3. Lehrfak 2. 6. Es gehen 
alfo die Berbindungsgeraden x, A uw. ſ. w. der Punkte anf a mit 
denen anf a’ durch einen Punkt M, die Verbindungsgeraden p, a u. f. w. 
ver Punfte auf 6 mit denen auf 6’ durch einen Punkt N. Berbindet 
man M und N durch die Gerade o, beftimmt den Durchſchnittspunkt 
(a+c) oder A und fucht den Homologen der Punktreihe auf a’, fo 
mug diefer anf o liegen, da die Verbindungsgerade jedes Paares 
homologer Punkte auf a und a’ durch M geht, und alfo der dem 
Punkt A Homologe Punkt A’ auf (AM) oder o zu fuchen iſt. Es 
ift alfo (a+ c) dev Punkt A’*), ebenfo mug (@’-c) oder A’ dev dent 
Punkt (6-c) oder A homologe Punkt fein. Es ift alfo o fowohl 
vie Verbindungsgerade (A—A) von A und A, als anch die Berbin- 
dungsgerade (A’~ A’) der homologen Puntte A’ und AY; alfo ijt o 
eine fich ſelbſt homologe Gerade. Diefe Schlüſſe aber würden nicht 
mehr gelten, wenn o die Berbindungsgerade (M—N) durch F ginge. 
Man üͤberzeugt fich aber leicht, daß diefer Fall nicht eintreten kann. 
Denn da dte Punktreihen «TB und a’Z1’B’ perſpectiviſch find fiir 
pas Centrum M und in D fein Baar homologer Strahlen per Vor- 





*) Daf in ber Figur ber Puntt A’ mit (w’* m) zuſammenfullt, ift nur zufällig . 
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ausſetzung nach vereinigt ijt, fo fann auch der bem Punkt M des einen 
SHftems homologe Punkt M’ des anderen uicht auf (Z—M) liegen, 
ba fonft die homologen Strahlen (2-M) und (Z—M’) jufammen- 
fielen. G8 Hatten alfo, da die Punktreihen «ZBI, o TBI’ fiir M 
perfpectivife) fiegen und ber dem M homologe Punkt M’ nicht auf 
(M~Z) liegen fann, nach Lehrſatz 29. 2). 6) Tins, wenn man fic) 
M an die Stelle bes dortigen (Big. Ta) E, = an die Stelle des 
portigen D gefest denkt, die Syſteme eine nicht durch = =, fonbdern 
burch M gehende Gerade g, gemein; ebenfo hätten fie auch eine durch 
N, aber nicht durch Z, gehende Gerade g, gemein. Ginge nun (M—N) 
durch Z, fo könnten g, und g, nicht gufammenfallen, alfo Hatten die 
Shfteme auch einen Punkt (g,*go) gemein, und alfo wären in dev 
Verbindungsgeraden von = mit (g,"g.) ein Paar homologer Strahlen 
vereinigt gegen die Vorausſetzung. Es fann alfo o nicht durch = 
gehen. Endlich fieht man anc), dag im Falle Fig. 75a. in dem im gee 
meinfamen Punt Y entftehenden Strahlbüſchel tein Paar homologer 
Strahlen vereinigt fein fann, weil fonft auc) auf o ein Paar homo- 
loger Punfte veveinigt fein miipten, und daf das Umgetehrte in Fig. 75d. 
ftatt findet. Man fann alfo fagen: 

30. Lehrſatz. Haben zwei 30. Lehrſatz. Haben zwei 
in berfelben Ebene liegende | in derfelben Ebene liegende 
collineare Syſteme eine Ge- | collineare Syſteme einen 
rabe co gemein, welche die Punkt LS gemein, der den 
Richtung eines Paares ho- Scheitel eines Paares ho- 
mologer Punktreihen bare | mologer Strahlbüſchel bildet 
ſtellt, und ift fein Buntt | und ift fein Strahl des =F 
per o ein fich felbft homoloe , cin fic) felbft homologer; 
ger; fo haben die Syftem ‘fo haben die Shfteme auch 
aud einen augerhalb o fi eine nicht durch = gehende 
genden Punkt S gemein, der  Gerade o gemein, welche die 
ben Scheitel eines Paares Richtung eines Paares hoe 
homologer Strahlbüſchel mologer Punktreihen dar— 
bildet, in dem kein Strahl | ftellt, in dem fein Punkt ſich 
fi felbft homolog iſt. Fig. felbft homolog ift. Fig. T6b. 
76a. 


Mit Hiilfe ver Sake 29. und 30. können wir nun, wie wir 
ung oben vorgenommen Hatten, die verſchiedenen Verhältniſſe beherrſchen, 
die cintreten, je nachdem gwet Shfteme fein, ein, zwei u. f. w. Elemente 
gemein haben. 

I. Gefest, zwei Shfteme Hatten fein Element, und gwar zunächſt 
A) feinen Punkt gemein, jo ift die Frage, ob fie dann ein oder 
mehrere Gevade gemein haben finnen. Daf fie nicht zwei oder 
mehrere Gerade gemein haben finnen, folgt nun aus Lehrſatz 15., 
indem die Shfteme fonfi die Durchſchnitts punkte gemein Hatten, und 
der Vorausſetzung nach fein Punkt der Shfteme fic) felbft homolog 
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ift. Hatten fie eine Gerade gemein, fo würde aus Lehrſatz 30. folgen, 
daß die Shfteme dann cinen Punkt gemein haben müßten; da dieß 
aber gegen die Vorausſetzung ift, fo folgt, daß fie keine Gerade gee 
mein haben können, wenn fein Punkt derfelben ein fich felbft homologer 
iff. Unf gang analoge Weife überzeugt man ſich, daf, wenn die Spfteme 
B) feine Gerade gemein haben, fie auch keinen Punkt gemetn haben 
können. Man fieht alfo: 

31. Lehrſatz. Haben zwei 31. Lehrſatz. Haben zwei 
in derſelben Ebene liegende in derſelben Ebene liegende 
collineare Syſteme keinen collineare Syſteme keine Ge— 
Punkt gemein; fo haben ſie rade gemeiny fo haben fie 
aud feine Gerade gemein. aud feinen Punkt gemein. 


IL. Geſetzt zwei Syſteme hätten 1 Element, und zwar A) 1 Puntt 
gemein, fo ift durch diefe Annahme ſchon von felbft gegeben, daß 
in dem an dieſem Punkte gebildeten Paar homologer Strahlbüſchel 
fein Strahl ein fic) felbft homologer fein fann, da fonft die Sy— 
fteme zwei Elemente, den Punkt (den Scheitel des Strahlbüſchels) 
und eine Gerade (den gemeinfamen Strahl) gemein hitter. Hatten 
aber gwet Shfteme einen Punkt gemein und wire Feiner ber von dem— 
felben ausgehenden Strahlen fic) felbjt homolog, fo witrde aus Lehr 
fa 30, rechts folgen, daß fie doc) eine Gerade gemein Hatten, die 
nicht durch den Punkt ginge: WAnaloges ergiebt fic, wenn man annimmt, 
bie Shfteme haben B) 1 Gerade gemein. Man ſieht alfo: 

82. Lehrſatz. Haben awei | 32. ehrfak. Haben gwei 
in berfelben Ebene liegende | in berfelben Ebene liegende 
collineare Syſteme einen | collineare Sbhfteme eine Ge⸗ 
Punkt, aber keine durch ihn rade, aber keinen auf ihr 
gehende Gerade gemein, ſo liegenden Punkt gemein, fo 
haben fie allemal auch eine haben fie allemal aud einen 
nidt durch den Punkt gehende | auferhalb der Geraden Lies 
Gerade gemein. genden Puntt gemein, 


Dev Fall alfo, dak gwei Shfteme blog 1 Element gemein haben, 
kann gar nicht vorfommen. 

TIL. Es haben zwei Shfteme 2 Elemente, und gwar A) 2 Puntte, 
zT Big. 77a. gemein, es liege alfo >’ mit in =, T’ mit in T, fo ift 
offenbar zunächſt (2—'T) homolog (2’—'T’), alfo die Verbindungsgerade 
ver beiden fich ſelbſt homologen Bunfte eine fich felbft homologe Gerade. 
Wire mn in feinem ver beiden bei Bund T als Scheiteln vereinigten 
homologen Strahlbüſchel ein Strahl fich felbft homolog aufer c, fiele 
alfo in den conformen, conjectiviſch liegenden Strahlbüſcheln an = 
und T je nur ein Strahl o auf den ihm homologen o’, und find r 
und s, r amd s’ die entfpredjenden Strahlen dev rechten Winkel 
(j. § 2. Erklärung 15.) der in ¥ vereinigten Strahlbüſchel Zros...., 
Tir'o’s' uu, und und f, eo und f! die entfpredjenden Strahlen der rechten 
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Winkel dev in T veveinigten Strahlbüſchel Tjecf.... Te’o’. 

fo müßte nah § 4. Lehrſatz 2. a) 6) die Mufeinanderfolge bet 
Strahlen in Fund >’, und ebenfo in T und T’ diefelbe fein, und 
zugleich müßte fein: /cr= /os' und /or'= fos; Sov fal! 
und fo’ = / of. Heift nun der Durchſchnittspunkt von rv und f X, 
fo ijt dev ifm homologe X’*) der Punkt (2'-/’); heißt der Punt 
ets) Y, fo ift (+s) Y. Qn den Oreieden EX’T und SYT 
ift mn ST==T, / TE = /YT2, / of’ = / or, alfo find 
die Dreiecke congruent, folglich XRX— YE. Chenfo ift aud A. UXT 
SALY'T und XT=Y'T. Schneivet (X—Y) die o in M und gieht 
man (M—Y’) und (M-X’), fo wird 7 XMT = / YME, aber da 
XT=Y'T, / of = / ce’ war, and MT=MT iſt, fo ift and 
ZLX&MT= /YMT und / YME = / XM, alfo auch / YMT 
= /XM>S. Nin ift 7 YMT 4+ Z YM>= 180°, alfo anch 
ZXME + / YME= 180; folglich liegen X’, M’, Y’ in einer geraden 
Qinie, oder (X’—Y’) fehueidet die c in M. Da mim o fich ſelbſt 
homolog und (X’—Y’) homolog (X—Y) ift, fo liegt in M anch dev 
ihm homologe Punkt M’, oder M ft fich felbft homolog. Es fallen 
alfo die auf o veveinigten homologen Punttreijen mit allen Puntten 
gufammen nach § 4. Lehrſatz 1. Es miipten alfo, wenn in feinem 
der beiden Strahlbüſchel =, T aufer o ein Strahl ſich felbjt homolog 
wire, beide Syſteme eine Punktreihe mit allen Punkten gemein haben. 
Soll dies nicht der Fall fein, fo miiffen fie alfo wenigftens in einem 
per Seheitel S oder T auger c noch einen ſich felbft homologen 
Strahl gemein haben. Diefer Beweis ift offenbar nicht anwendbar, 
wenn einer der Bunfte Z oder T, 3. B. lesterer im Unendlichen liegt. 
Big. T7b. E8 Hatten dann alfo die Shfteme eine Gerade o, und 
auf ihr einen im Endlichen und einen im Unendlichen fiegenden Punkt 
gemein. Gind nun Q und Q’ noch ein Paar homologer Puntte, fo 
find die Geraden (Q—T), Q’—'T) oder m, m’ homolog; zugleich find 
fie parallel und zwar parallel c, da T im Unendlichen liegt. Da die 
fich felbft Homologe o ſowohl m als m’ im Unendlicen trifft, fo 
find in dem auf m und m’ liegenden Punftreihen die unendlich ent 
fernten Punkte homolog; folglich wird nad) § 3. Lehrſatz 22. m und m’ 
proportional getheilt. Gind ferner R und R’ noch ein Paar homologer 
Punkte auf m und m’, und ſchneiden fic) (Q-Q’) umd (R~R’) 
in M, jieht man (M~—Z) und ſchneidet diejelbe die m in S, m’ in 
8, fo müſſen S und 8’ ein Paar homologer Punkte der proportionalen 
Punktreihen auf m und m’ fein nach § 3. Lehrfag 24. Denn es ift 
Qs Qs’ Qs __ RS — are . 

BS Spy oder Oy = Be Es find alfo anf (M~=) zwei homo- 
Loge Gevade (2S) und (2—S8’) vereinigt; alfo ijt (M~Z) oder 7 








*) Qn der Figue fallen 0’ +f’) und (v’+s’) ober X’ amb ¥’ ſehr nahe an die 
Gerade (X—Y). 
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eine fich felbft Homologe Gerade. Haben die Syfteme B) 2 Gerade 
o, t Big. 7 e. gemein, fo mug zunaͤchſt ver Durchſchnittspunkt («+ 7) 
ober (o/* 7’) oder S ein Fich felbft homologer fein. Hätten mm die 
Spfteme weder auf o noch auf r einen fich felbft homologen Punkt und 
ift R der Gegenpuntt der anf c liegenden Punktreihe des erften Syſtems, S’ 
dev Gegenpunft dev auf o liegenden Punktreihe des zweiten Syftems, 
K dev Gegenpuntt dev auf — liegenden Punttreihe des erften, 8’ dev 
des zweiten Shjtems, fo müßte nach) § 4. Lehrſatz 2. a) 6) fein 
RE=SS umd AT S'S. Bieht man nun durch R eine Gerade 
x nach 8, alfo eine Barallele gu z, fo ijt fie eine Gerade des erſten 
Syſtems; die ihr homologe Gerade x’ des gweiten Shftems mug 
durch RY auf c, alfo durch den unendlich entfernten Punkt der c und 
durch 8’ gehen. Gs mug alfo x’ durch 8’ und parallel o gehen. 
Bieht man ferner durch A eine Gerade y nach S, fo ift fie, da 8 
in oo Liegt, parallel o; ihre homologe y’ muß mm durch 8’ nad KR, 
alfo pavallel + gehen. G8 ift demnach der Durchſchnittspunkt (x * y) 
over P homolog (x’ + y’) oder P’ oder x, x’, y, y’ biden ein Parallelo- 
gramm, in welchert > der Durchſchnittspunkt dev Diagonalen iſt. Es fällt 
alfo (2-P) mit (Z—-P’) gufammen, oder die Gerade m des erſten Syſtems 
mit der Geraden m’ des zweiten; und da ſchon o und rz fich felbft homo— 
Loge Strahlen find, fo fallen in den fic) ſelbſt homologen, conjectiviſch 
fiegenden Strahlbüſcheln Yorm...., Yyo’r’'m’...., drei Strahlen, 
alfo nach § 4. Lehrſatz 1. alle Strahlen gufammen. Goll dieß nicht 
ber Fall fein, fo mug alfo wenigitens auf einer der beiven fic) 
felbjt homologen Geraden co oder z+ auger ¥ noch ein Punkt ein fich 
fel6ft homologer fein; e8 fann dieß aber auch auf beiden, o und z, 
zugleich ftattfinden. Dieſer Beweis und alfo auch der daraus gezogene 
Schluß ift unftatthaft, wenn der Durchſchnittspunkt (cr) oder S 
Big T7d. in das Unendliche fallt, c und zr alfo parallel find. Dann 
find alfo die auf o und 7 unendlich entfernten Punkte fich felbft hoe 
molog, und nach § 3. Lehrfa 22. find demnach die auf o und + 
vereinigten Punktreihen proportional und haben daher § 4. Lehrſatz 2. y) 
auch einen in unendlicher Entfernung fiegenden Punkt gemein. Es ijt 
aljo auf o dev Bunft M, auf zr der Punkt N fich felbft homolog, 
alfo auc) die Gerade (M—N) ober p fich felbjt homolog. Es haben 
aljo dann die Syſteme auger o und zr noch eine dvitte fich felbft ho— 
mologe Gerade. Beftehen endlic) C) die 2 Elemente, mit denen 
die Syſteme gufammenfallen follen, aus 1 Puntt und 1 Geraven, fo 
ijt dieß offenbar miglich, indem fie a) 1 Punft und 1 durch ifn 
gehende Gerade oder mit anderen Worten eine Punftreihe und einen 
Punkt derfelben gemein haben, oder indem fie 6) 1 Punkt und 1 
nicht durch ihn gelende Gerade gemein haben; letztere muß aber 
dann mit ber Geraden, welche die Syſteme im Folge des Zufammens 
fallens dev Punkte nach Lehrfatz 32. gemein haben, identifeh fein, indem 
ſonſt der Durchſchnitt beiver Geraden einen neuen fic) felbft homologen 
Punkt Lieferte. Man fieht alfo: 
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33. Lehrſatz. Haben zwei | 
collineare, in derſelben 
Ebene liegende Sy fteme zwei 
Puntte F Tgemein, fo haben 
fie ftets auch die Gerade 
(Z—T) gemein. Liegen a) foe 
wohl = als T in endlider 
Entfernung, fo haben die 
Syfteme entweder vie Ge- 
rabe o mit allen Punften 
gemein, ober fie haben we: 
nigftend nocd 1 durch E oder 
burd T gehende Gerade, 
oder 1 durch & und 1 durd 
T gehende Gerade anfer 
o, oder einen Strahlbüſchel 
Soder T mit allen Strah- 
fen gemein. Liegt 6) einer 
per Punfte, 3. B. Tim Uns 
endlicen, fo haben die Sy— 
fteme allemal noc eine im 
Endlichen liegende Gerave 
gemein, bie durch Dgeht. 
Fig. 74., 77 b. 





| 
34. Lehrſatz. Zwei in der- + 
felben Ebene liegende colli- 
neare Syſteme finnen 1 | 
Puntt und 1 Gerade gemein 
haben; letztere kann a) durd 
den Punkt, oder 6) nicht durch 
den Punkt gehen. 


IV. GSollen zwei Syſteme 3 


Collineation 


33. Vehrfag. 
collineare, in derfelben 
Ebene Liegende ShHfteme 
zwei Gerave co, r gemein, fo 
haben fie ftets auc den 
Punkt (+r) gemein. Schnei— 
ben fic) a) o und + in end- 
lider Entfernung, fo haben 
die Syfteme entweder den 
Strahlbüſchel & mit allen 
Strahlen gemein, oder fie 
haben wenigftens nod 1 auf 
c ober auf rliegenden Punkt 
oder 1 auf co und 1 anf — 
liegenden Punkt auger 2, 
oder cine Punttreihe d oder 
zt mit allen Punften gemein. 
Liegt B) der Durchſchnitts— 
punkt (c+ 7) im Unendliden, 
fo haben die Syſteme alle- 
mal zwei im Endlichen lie- 
gende Punkte, einen auf 
cg und einen auf 7, und cine 
burd beide gehende, im 
Endliden liegende Gerade 
(M-N) gemein. Sig. 77c, 
77d. 


Haben zwei 


34. Lehrſatz. Zwei in der— 
felben Ebene liegende colli- 
neare Syſteme finnen 1 Ge- 
rabe und 1 Puntt gemein 
haben; Cegterer fann a) auf 
ber Gerabden, oder 6) nicht 


auf der Geraden Liegen. 


Glemente gemein haben, fo finnen 


dieß fein: A) 3 Punkte, und gwar a) auf derfelben Geraden; dann 
fallt nad § 4. Lehrſatz 1. jedes Baar homologer Punfte auf der 
Geraden gufammen; man erhalt alfo den in Lehrfag 26. betrachteten 
Fall wieder; 6) nicht auf derfelben Geraden. Die Puntte feien Fig. 78. 
21, Bq, yj fo fieht man fogleich, daß dann die Syſteme auch drei 
Gerade (2,—E.), (Z,-E,), (2.7 Zs) gemein haben müſſen. 
Hitten fie noch einen Punkt auf einer diejer Geraden, 3. B. auf 
(2, —Z,) gemein, fo erhielte man den in Lehrſatz 26. beregten Fall 
wieder; hätten fie noch einen Punt auferhalh diefer drei Geraden 
gemein, jo fielen nach Lehrfay 17. beide Syſteme gang gufammen. 
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Hatten fie eine Grave, die B) nicht durd) einen ver Punkte Z,, 2, Zy 
ginge, gemein, fo Kime man wieder anf Lehrſatz 26., Hatten fie anger 
(2,722), (2,72,), (Z,7E,) noch eine, durch feinen der drei 
Punkte gehende Gerade gemein, alfo vier Gerave, fo fielen nach Lehre 
fag 17. die Shfteme gufammen. Ebenſo folgt, wenn zwei Syfteme 
B) 3 Gerade gemein haben, die a) durch denfelben Punkt gehen, 
daß fie dann einen Strahlbüſchel mit allen Strahlen gemein haben 
(ehrſatz 26); gehen die drei Geraden 6) nicht durch denſelben Punkt, 
Big. 78, fo haben fie auc) vrei Punkte (c,+7,), (6, ° 75), (72°73) 
gemein. Durch Annahme einer weiteren Geraden fommt man, wie 
vorhin, anf die Lehrſätze 17, 26, zurück. Gind ferner die Elemente 
c) 2 Puntte und 1 Gerade, und fiegen a) die Punfte =, 2, 
Sig. 78. anf der Geraden o,, fo erhält man den in Lehrſatz 33. bee 
tradteten Fall wieder. Heißen die gemeinſchaftlichen Puntte Z,, E,, 
die gemeinſchaftlichen Geraden o, und liegt @) ein Punkt =, auf der 
Geraden o,, dev andere Punft S, auferhath, fo haben die Syſteme 
nod) eine Gerade c, oder (Z,—~L,) gemein und man erhilt den in 
Lehrſatz 33. als miglich hingeftellten Fall wieder, dag zwei Syſteme 
2 Punfte D,, D,, die Verbindungsgerade (S,—Z,) und 1 durch 
einen der beiden Punkte gehende Gerade o, gemein haben können; 
liegt y) weber E, nod) E, auf der Geraden o,, fo haben beive Spfteme 
auf der Geraden (Z,—¥,) oder oy drei spimtte Ey, Zar (74 +7) 
gemein, und man Fommt auf Lehrſatz 26. Sind D) die drei Elemente 
2 Gerade und 1 Punkt, und gehen a) beide Gerade durch den 
Punkt, fo erhilt man den in Lehrjag 33. betvachteten Fall wieder; 
die Annahme 6), daw eine Gerade +, durch den Punkt F, gehe, die 
andere Gerade c, nicht, giebt wieder die in Lehrſatz 33. hingeſtellte 
Miglichfeit, daß zwei Syfteme zwei Gerade c, und o,, den Durch-⸗ 
ſchuittspunkt (c, °c.) und einen auf einer von beiden Geraden liegenden 
Punkt gemein haben können; geht y) feine der Geraden, weder o, noch 
c, durch den Punkt ,, fo haben die Syfteme am Punkt (c, °c.) 


oer E, die Strahlen o,, oo, (Z,—Z,) gemein und man fomumt 
auf Lehrfag 26. zurück. Man fieht alfo: 
3d. Lehrſatz. Haben zwei 35. ehrfab. Haben zwei 


in verfelben Ebene liegende 
collineare Shfteme drei nidt 
in derfelben Geraden lie— 
gende Punkte gemein, fo 
haben fie allemal aud drei 
Gerade, ndmlich die Berbin- 
dungsgeraden cy, o,, og der 
vrei Puntte ,, E,, Ey ger 
mein. Fig. 78+ 


36. Lehrfak. Zwei in dere 


felben Ehene liegende collie | 





in derfelben Ebene liegende 
| collineare Sh fteme drei nicht 
| burch denfelben Bunt gehende 
Gerade gemein, fo haben fie 
|allemal aud drei Puntte, 
nämlich die Durchſchnitts— 
punkte £,, E, 2, der drei 
Geraden oy, *2, 53 gemein. 
Big. 78. 


36. Lehrſatz. Zwei in der— 
ſelben Ebene liegende eolli— 
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neare Syſteme finnen zwei neare Shfteme können zwei 
Punkte, F,,2., ihre Verbin- Gerade, o,,c,, ihren Durch— 
dungsgeraden, (2,—,) und | fcnittspuntt (c,*c,) und nod 
noch eine Gerade o, gemein| einen PunftS, gemein haben, 
haben, die durch einen der der anf einer der Geraben 
Punkte geht. Fig. 78. liegt. Sig. 78. 


Man überzeugt fich leicht, daß hiemit die Reihe ver Möglichkeiten rück— 
fichtlich der Lage gweier Shfteme erſchöpft ift, invem man durch Fort- 
jegung dev Unterfuchung ftets auf einen der früheren Fälle zurück— 
fommt. Gefest 3. B. e8 fielen gwei Syſteme mit 4 Elementen, 
fo können diefe fein A) 4 Puntte; B) 4 Gerade; C) 3 Punkte 
und 1 Gerade; D) 3 Gerade und 1 Punft; E) 2 Punkte und 
2 Gerave; F) 2 Gerade und 2 Punfte. Es migen nur noch 
furg die Verhältniſſe fiir vie Fille A), C), E), angegeben were 
den, indem fic) die Andeven, B), D), F) fogleich aus ihnen finden 
Laffen, wenn man die Worte: ,, Punt” mit ,,Gerave”, ,,Gerade” 
mit „Punkt“, „Punktreihe“ mit „Strahlbüſchel“, „Strahlbüſchel“ mit 
„Punktreihe“, „Durchſchnittspunkt/ mit „Verbindungsgerade“, „Verbin— 
dungsgerade“ mit „Durchſchnittspunkt“ vertauſcht. Es ſeien alſo die 
ſich ſelbſt homologen Elemente A) 4 Punkte By, Bz, By, By. Liew 
gen dieſelben in derſelben Richtung, ſo erhält man den Fall in 26., 
ebenfo, wenn 3 von ihnen in devfelben Richtung liegen und 1 au- 
ßerhalb; der außerhalb liegende ijt dann der Scheitel ves gemeinſa— 
men Strablbiifdels; liegen feine 3 ver 4 Punkte in derfelben 
Richtung, fo erhält man ven Fall 17. Die Clemente feien C) 3 
Punfte F,, E,, Y, und 1 Gerade o,; liegen ,, Y,, By auf o, 
fo fommt man auf 26., 2, und S, auf o, und Bz aufferhalb führt 
auf 35., E, aufo,, Y_ und >, außerhalb fithrt auf 26., da co, mit 
der Geraden (2,—E,) im Durchſchnittspunkt den dvitten fic) felbjt 
homologen Punkt auf (Z,—>,), bildet; F,, Y, B, auferhalb o,, 
aber in derjelben Richtung, führt auf 26; liegen E,,>,, 2, auferhalb , 
und nicht in derſelben Richtung, fo bejtimme man den Durchſchnitts- 
punft 2, von (2, —E,) mit c, und E, von (Z,—Z,) mit o,, Die 
Spfteme miiffen dann die Puntte F,, Z,, Z,, E, gemein haben. 
Dies führt auf 17. Sind von den 4 Elementen E) 2 Puntte E,, 
%,, 2 Gerade cy, co, fo kann EY, und Z, auf c, liegen und co, 
durch E, gehen; died führt auf 36; liegen 2, und , auf cy 
und fallt der Durchſchnittspunkt (, +o.) weder nach Y, nod nad E,, 
jo fommt man auf 26.; liegt 2, auf c,; Y, anf c, fo erhalt man 
35., Z, auf o,, B, weder auf o, nod) auf cy fithrt auf 26. 2, 
im Durchſchnittspunkt (¢, +c), B_ weder auf o, noch auf cy führt 
auf 26., da die Verbindungsgerade (Z,—>,) dev dritte Strahl auger 
c, undo in dem bei E, entftehenden] Strählbüſchel ijt, liegt weder 
ZY, noch Y, weder auf c, noc) o,, geht aber (2,—=,) durch (c, *c,), 
fo erhalt man 26.; liegt endlich weber EY, noch Y, weber auf o, nöch 


gi 
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auf oc, und geht auc (2,—2,) nicht durch (oc, +o,), fo gelangt man 
auf 26. Fallen ferner die SGyfteme mit fuͤnf oder fechs Elementen 
zufammen, fo erſcheint der Fall 36. nicht mehr; fallen fie mit fieben 
ober mehr Glementen zuſammen, fo faun auch der Fall 35. nicht mehr 
vorfommen und man wird ftets entweder auf 26. oder auf 17. geführt. 

Faffen wir das VBisherige zuſammen, fo können wir den Sag 
ausſprechen, indem wir die nothwendig mit einander verbundenen Be- 
dingungen unter derfelben Nummer anffiihren und den Fall Lehre 
fag 33. 6) links unter die folgende Nummer 4); den Lehrſatz 33. 6) rechts 
ermagnten Fall unter die Nummer 3) mit einbegreifen. 


37. Lehrſatz. Liegen zwei 
collineare Syſteme in der— 
felben Ebene, fo können fie 
folgende verſchiedene lagen 
einnehmen: 

1) Die Shfteme haben vier 
Puntte und zugleich jeden 
anderen Bunft, als fic felbft 
homolog, gemein. (Lehrſatz 17.) 

2) Die Syſteme haben cine 
Gerade und jeden Punkt auf 
ify, als fich felbft homolog, 
gemein. (efrfas 26.) 

3) Die Syfteme haben 
bret nicht in derfelben Ge- 
raben Liegende Punkte, als 
fich felbft homolog, gemein. 
(Rehrfag 35.) 

4) Die Syſteme haben 
zwei Punkte, ihre Verbin— 
dungsgerade und noc eine, 
purd einen dieſer Puntte 
gehende, Gerade, als fic 
felbfthomolog, gemein. (Lehr 
fag 33. 6. links; 36.) 


5) Die Syſteme haben 
einen Punkt und eine durch 
ihn gehende Gerabde, auf 


bieferaber, auger demeinen, 
feinen gweiten Punkt, als 
fic felbft homolog, gemein. 
(Rehrjag 340.) 

6) Die Syſteme haben et- 
nen Punkt und eine nicht 


durch ifn gehende Gerade, 





37, Lehrſatz. Liegen zwei 
collineare Ghfteme tn der- 
jelben Ebene, fo können fie 
folgende verfdiedene Lagen 
einneh men: 

1) Die Syfteme haben vier 
Gerade und zugleich jede 
andere Gerade, als fich felbft 
homolog, gemein. (Lehrfatz 17.) 

2) Die Syſteme haben ei— 
nen Punkt und jede Gerade 
burch ihn, als fic felbft ho- 
molog, gemein, (Rehrfag 26.) 

3) Die Shfteme haben drei 
nicht durch venfelben Punkt 


gehende Gerade, als ſich 
felbft homolog, gemein. 
(Rehrjag 33. 6. 35.) 

4) Die Shfteme haben 


zwei Gerade, ihren Durch— 
ſchnittspunkt und nocd einen, 


auf einer diefer Geraden 
liegenden Punkt, als ſich 
felbft homolog,  gemein. 


Eehrſatz 36.) 

5) Die Sh fteme haben eine 
Gerade und einen auf ihr 
liegenden Punkt, durch diefen 
aber, außer der einen, keine 
zweite Gerade, als ſich ſelbſt 
homolog, gemein. (ehrſatz 
34a.) 

6) Die Syſteme haben eine 
Gerade und einen nidt auf 
ihe Liegenden Punft, aber 
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aberfeine durch ifn gehende|feinen auf thr liegenden 
Gerade, als fic) felbft ho- | Punkt, als ſich felbft homo- 
molog, gemein. (Rehrfag 32.) | log, gemein. (ehrfag 32.) 

7) Die Syſteme haben fei- 7) Die Shfteme habenteine 
nen Bunkt, als fich felbft hoe | Geravde, als fich felbft homo- 
molog, gemein, (Lehrfag 31.) | log, gemein. (Lehrſatz 31.) 
Unterfuchen wir jest wieder, wie wir Behufs Aufitellung ves Lehrjages 
27. und 28. thaten, die aus dieſen verſchiedenen Lagen fic) ergebendent 
Projectionsverhiltuiffe der Punktreihen und Strahlbüſchel, und fangen 
mit dem im Lehrſatz 37. 7.) aufgeſtellten Fall, als vem einfachſten an, 
nehmen alfo an, zwei Syſteme Hatten weder einen Punft, noc) eine 
Gerade gemein, fo evgiebt ſich fogleich aus diefer Annahme, daß weder 
ein Baar homologer Strahlbüſchel noch Punktreihen conjectivijd) liegen 
fann, weil fie fonjt einen Bunft und eine Gerade gemein haben miiften; 
ebenfo wenig fann ein Paar homologer Punttreihen oder Strahlbiifdel 
perſpectiviſch liegen; denn fonft Hatten fie ebenfalls einen Punkt, näm— 
lich den Durchſchnittspunkt der Geraden, auf denen fie liegen, und die 
Verbindungsgeraden ver Scheitel ver Strahlbüſchel gemein. Es liegen 
alfo alle Paare homologer Punktreihen und Strahlbüſchel projectiviſch. 

Im Falle Lehrfak 37. 6) liegen, da Y Fig. 76a. 76b. cin 
fich felbft Homologer Punkt ijt, jede zwei Homologen, den Punft > 
enthaltenden Punktreihen perfpectivifeh. Lage nun das Projections- 
centrum eines folden Paares homologer Punktreihen, 3. B. a und a’ 
Big. Ta. auferhalb o in D, fo fann dieß der Vorausfesung nach fein 
ſich felbft homologer Punkt fein; es müßte alfo nach Lehrſatz 29. 2. a) und 
B) wo man jest > an die Stelle von D, >’ an die Stelle von S 
fege, entweder (2’—Z), oder irgend eine andere durch &’ gehende 
Gerade fich felbjt homolog fein; jo lange >’ auferhalh o liegt, iſt 
aber beides unmiglich, da, wenn es cine durch &’ gehende, fich felbft 
homologe Gerade o’ gibe, mag fie nun nach EY oder irgend anders 
wohin gehen, zu folgern wire, daß der Durchſchnittspunkt (c °c’) mit 
c ein ſich felbjt homologer wave, gegen die Borausfesung. Es kann 
alfo 2’ nur auf o liegen. Alſo das Projectionscentvum jeder zwei 
perfpectivifd) Liegenden homologen Punktreihen liegt auf 5; ebenfo 
geht die Brojectionsaxe jeder zwei perſpectiviſch liegender Strahlbüſchel 
3. B. derjenigen in A und A’ Fig. T6b. 2c. durch R. Alle anderen 
Paare Homologer Punktreihen, die nicht durch Y gehen, milffen pro- 
jectiviſch liegen, (woven man fic) ebenfo überzeugt, wie bet Erdrterung 
des Falls 7.), desgleichen alle Paare homologer Strahlbüſchel, veven 
Seheitel nicht, auf — liegen. 

Sm Falle: Lehrſatz 37. 5) liegt, wenn dev fich felbft homologe 
Punkt, co die durch ihn gehende, fich felbjt homologe Gerade heißt, 
jedes Paar homologer Punttreihen, deſſen Richtungen durch E gehen, 
perſpectiviſch, und zwar jedes Paar fiir cin auf c liegendes Projec- 
tioncentrum. Denn lage fiir ein Paar Homologer Punktreihen das 
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Projectionscentrum auferhalb c in >’, fo müßte nach Lehrſatz 29. 2. 
a) B) entweder (E'S) ſich ſelbſt homolog fein, gegen die Voraus— 
jegung, dag co die eingige fich felbft Homologe Gerade ver Syſteme 
fein foll; oder es müßte eine andere durch &’ gehende Gerade fich 
felbft homolog fein, was ebenfalls gegen die Vorausfegung ftreitet, 
dak auf c nur der Punkt LY fich felbjt Homolog fein foll. Ebenſo 
liegt jedes Baar homologer Strahlbuͤſchel, deren Scheitel anf o liegen, 
perfpectivife) und man uͤberzeugt fic) durch analoge Schlüſſe, vag die 
Axe allemal durch ES gehen mug. Dak fein Paar Punktreihen auger 
denen, deven Richtungen durch F gehen, perfpectivifeh liegen kann, folgt 
wie im Galle 7); ebenfo daß tein Paar Strahlbiifchel, deren Scheitel 
nicht auf o liegen, perſpectiviſch Liegen kann, desgleichen, daß fein Baar 
Strahlbüſchel auger S und fein Paar Punktreihen, auger c, conjectivifdy 
liegen kann. 

Sm Falle: Lehrſatz 37. 4) liegt jedes Paar homologer Punkt— 
reihen Fig. 79., deren Richtungen a, a” durch B gehen, perſpectiviſch. 
Lage das Projectionscentrum >’ augerhalh o, umd außerhalb o,; fo 
miifte entweder nach Lehrſatz 29. 2) a) (X-R)) fich felbft homolog 
fein, dieß ijt aber nur miglich, wenn >’ auf c, liegt, da fonft (=’—z,) 
mit c, einen fic) felbft Homologen Durchſchnittspunkt erzeugen wiirde, 
gegen die Vorausſetzung; oder es müßte nach Lehrſatz 29. 2. 6) eine 
urd) &’, aber nicht durch D, gehende Gerave ſich felbft homolog fein. 
Der Vorausſetzung nach ift aber nur eine fic) felbjt homologe, nicht 
durch E, gehende Gerade da, nämlich c,; e8 fann alfo &’ auch nur 
auf co, liegen. Ferner liegt anch jedes Paar homologer Punttreihen 
B, BY, die durch E, gehen, perfpectivifeh. Lage thr Projectionscentrum 
außerhalb co, und co, in ’; fo miifte nach Lehrſatz 29. 2. 2) &” 
auf einer fic) felbft homologen, durch , gehenden Geraden liegen, alfo 
entweder auf o, oder auf c,, oder nach Lehrſatz 29. 2. 8) auf einer 
anderen durch &”, aber nicht durch D, gehenden fich felbft homologen 
Geraden. Dies ijt aber nicht moͤglich, da es eine andere fich felbft 
homologe Gerade alg c, undo, nicht giebt. Es fann alfo 2” mur 
auf c, oder anf co, liegen. Auf analoge Weife überzeugt man fich, 
daß die Projectionsazen der perfpectivifd) liegenden Strahlbüſchel, deren 
Seheitel auf o, liegen, durch F, oder durch S, gehen müſſen. Daf 
fein anderes Baar Punktreijen und Strahlbüſchel perſpectiviſch liegen 
fonn, davon überzeugt man fich wie oben, Daf fein anderes Paar 
Punttreifen, auger c, und o, conjectiviſch liegen kann, ergiebt ſich 
daraus, dag, wenn dies mit einer durch Z, ober D, gehenden Gera— 
den ber Fall wire, dieß gegen vie Vorausfegung ftritte, dag von E, 
nur eine, von ES, mir gwei fic) felbjt Homologe Gerade ausgehen 
follen; daß keine weder durch ES, noch durch F, gehende Punktreihe 
conjectivife fein kann, ergiebt fid) daraus, weil fonft auf o, und co, 
nod) ein Baar fic) felbft homologer Punkte entftinden. Lägen ein 
Paar Strahlbüſchel conjectivif auger L,, >, fo Hatten die Syfteme 
nod einen Punkt gemein, gegen die Borausfesung. 

Weigenborn, Projection. 10 
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Sm Falle Lehrſatz 37. 3), Fig. 78. überzeugt man fic), wie im 
vorigen Galle 4) leicht, vag das Projectionscentrum eines Paares ho- 
mofoger Punktreihen, deren Richtungen 3. B. durch ZS, gehen, auf o, 
ober cy oder oy liegen mug, dag die Projectionsaze eines Paares 
Strahlbiifchel, deren Scheitel 3. B. auf _c, liegen, durch L, oder D 
oper Ey gehen mug; dag ferner fein Paar Punktreihen perſpectiviſch 
liegen fann, deren Richtungen nidjt durch Z, oder Ly oder Y, gehen, 
dag fein Baar Strahlbüſchel perfpectivifeh liegen faun, deren Scheitel 
nicht auf c, ober co, oder cy liegen, dag ferner fein Baar Strahl 
büfchel und Punktreihen conjectivife) liegt, außer 2, 2, By, oy, 
Ty, Ty. Der Fall: Lehrſatz 37. 2) ijt ſchon durch den deprjag 27, 
und 28. erörtert; der Gall: Lehrſatz 37. 1) bedarf feiner weiteren 


Unterſuchung. 


Fafſen wir alſo vas Reſultat dieſer Erörterungen zuſammen, fo 
haben wir drei weſentlich verſchiedenen Fälle zu unterſcheiden, wenn 


wir vom Fall 1) gang abſehen: 


I, Gin Theil der Paare ho— 
mologer Punktreihen liegt 
perfpectivifd fiir  daffelbe 
Projectionscentrum > (Lehr- 
fag 29); dev andere Theil der 


Paare Homologer Punktret= | 
hen liegt conjectivifd, und | 


ihre Ridtungen gehen alle 
durchdas Projectionscentrum 
= (Lehrfag 27.) Kein Paar 
homologer Punktreihen aber 
liegt projectivijd. (Lehr— 
fag 27, 37. 2)). 

II. Gin oder mehrere Paare 
homologer Punftrethen Lie- 
gen conjectivifd, aber nicht 
fo, daß die Ridtungen von 


pret oder mehr Paaren durch | 


einen und denfelben Bunft 
EY gehen (Lehrjak 28); dte 
iibrigen Paare homologer 
Punktrethen liegen  theils 


perfpectivtfd, aber fitr ver- | 


ſchiedene 
theils projectiviſch. 
fag 37. 3), 4), 5), 6)). 

ILL. Wile Paare homologer 
Punktreihen liegen projec 
tiviſch; keines weder conjece 


Projectionscentra, 


(Lehr⸗ 


und zugleich: 

| I. Gin Theil der Paare 
homologer Strahlbüſchel 
Ciegt perfpectivifc& fiir die: 
felbe Projectionsare o (Lehre 
fag 29.); der andere Theil ver 
Paare homologer Strahlbii- 
ſchel liegt conjectivifd und 
ihre Scheitel liegen alle anf 
der Projectionsaxe o (Cehr- 
fag 27). Sein Paar homo- 
loger Strahlbüſchel aber 
liegt perſpectiviſch. (Rehr 
| fag 27d, 37. 2), 

IL. Gin ober mehrere Paare 
homologer Strahlbüſchel 
liegen conjectivifd, aber 
nicht fo, daß die Gcheitel 
von dret oder mehr Paaren 
auf einer und derſelben Ge- 
| vaben o liegen (Lehrſatz 28.); 
dieübrigen Baarehomologer 
Strahlbüſchel liegen theils 
perfpectivifd, aber fir 
verſchiedene Projectionsayen, 
theils projectiviſch. (Lehrſatz 
37. 8), 4), 5), 6)). 

III. Alle Paare homologer 
Strahlbüſchel liegen projece 
tiviſch, keines weder conjec- 
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tiviſch, nod perfpectivifd. | tivifdh, nod perſpectiviſch. 
(Lehrſatz 37. 7)). (Lehrſatz 37. 7). 

Da beim Eintreten des Falles I. offenbar die durch die perſpec— 
tiviſche Lage bewirkten Verhältniſſe pie widhtigeren find, indem alle 
aus dex conjectivifcen Lage ohne Einwirkung perſpectiviſch liegender 
Grundgebilde fic) ergebenden Verhältniſſe im Falle LL. behandelt werden; 
da ebenfo im Galle IL. wieder die perfpectivifeh und projectiviſch gelee 
genen Grundgebilde an Bedeutung zuruͤcktreten und nur in fofern in 
Betradt fommen, als fie Aufſchlüſfe geben über die Geſetze, denen 
bie conjectivife) liegenden unterworfen find; fo definiven wir: 


38. Erklärung. Die Lage gweier collinearen, in 
einer und derfelben Ebene befindliden Syfteme heift, 
wenn die Punktreihen und Strahlbüfchel, aus denen die 
Syſteme beftehen, die unter J. angegebene Lage haben: 
„perſpectiviſch“/ wenn die Punktreihen und Strahlbüſchel, 
aus denen die Syſteme beftehen, die unter IL. angegebene 
Lage haben: „conjectiviſch““ wenn die Punktreihen und 
Strahlbifdhel, aus denen die Syſteme beftehen, die unter 
IIL. angegebene Lage haben: ,,projectivifay”. 


Vergl. § 2. Erklärung 19. Wir haben nun dieſe drei Fille im 
Folgenden genauer gu betvachten. 


§ 8. 


Perfpectivifde Lage ebener Syſteme. Affinität. Aehnlichkeit. 
Congruenz. 


1. Erklärung. Der Schei- 1. Erklärung. Die Rich— 
tel bes den beiden perfpec- tung der den beiden perſpee— 
tivifh collinearen Shftemen | tivifd collinearen Syftemen 
gemeinfhaftliden Strahl- gemeinfdhaftliden Punkt— 
büſchels (§ 7. Lehrſatz 26), | reihe (§ 7. Lehrfak 26), 
ZS heift das ,,Gollinentions: | c heift die „Collineationsaxe“. 
centrum’. Sig. 70. | Fig. 70. 

2 Erklärung. Jeder 2 Ereldarung. Feder Puntt 
Strahl a, B y...., des den | U, Y,Z.... der den beiden pers 
beiden perfpectivifd colli- | fpectivifc collinearen Sy— 
nearen Syſtemen gemein- | ftemen gemeinfcaftliden 
fhaftliden Strahlbüſchels Punktreihe c UYZ.... heift 
TaBy... Hetft ein: „Collinea- cin: ,,Collineationspuntt”. Fig. 
tionsſtrahl“. Fig. 70. 170, 

Wire in zwei perfpectivifd) collinearen Syſtemen noch ein Puntt 

M Sig. 80. auger dem Colfineationscentrum Y und den Punkten der 

Collineationsaxe ein fich felbft homologer, fo Hatten beive Syfteme 

ein Viereck ABME (ober ATMS, oder BI'ME etc.) gemein und fielen 
10* 
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alfo nach § 7. Lehrſatz 17. gang zuſammen; wire auger der Collis 
neationsaze und ben Strahlen ded Collineationscentrums noc) eine 
Gerade pu fich felbft Homolog, fo Hatten die beiden Syſteme ein Vier 
feit aBuo (ober aypc, oder Pyyo etc.) gemein und fielen alfo nad) 


§ 7. Sehrfa 17. gang gufammen. 


3. Lehrſatz. In zwei per— 
fpectivifd collinearen Sy— 
ftemen tft auger dem Collie 
neationscentrum und den 
Collineationspuntten fein 
Punkt fics felbft homolog. 


Man erhalt alfo ven 

3. Lehrſatz. In zwei per- 
{pectivifd collinearen Sy— 
ftemen ift außer der Colli— 
neationsaxe und den Colli— 
neationsftrablen feine Gee 





rade 





fic) felbft homolog. 
Sig. 80. Fig. 80. 

Da ferner nach § 7. Erklärung 38. jedes Paar homologer Puntt- 
veihen entweder perſpectiviſch liegen foll fiir das Collineationscentrum 2, 
oder conjectivifeh, aber auf einer durch S gehenden Geraden, ba ferner 
jedes Baar homologer Strahlbüſchel entweder perſpectiviſch liegen foll 
für die Collineationsaye c, oder conjectiviſch, aber mit vem Scheitel 
in einem Punkte der Collineationsaze liegend, fo läßt fic) allgemein 
fagen: 


4, Lehrſatz. Die Verbin— 4. Lehrſatz. Der Durch— 


dungsgerade jedes Paares 
homologer Punkte A und A’, 
a und ob’ uw. f. w. im zwei pers 
fpectivifd collinearen Sy— 
ftemen geht durd das Colli- 
neationscentrum >. Sig. 70. 


Da es nad § 7. Lehrfag 13. 


homologen und gu jeder Geraden 


ſchnittspunkt jedes Paares 
homologer Gerader a und 
a, aunde’, wf. win zwei per— 
ſpectiviſch colfinearen Sy— 
ſtemen liegt auf der Colli— 
neationsaxe o, Fig. 70. 


gut jedem Punkt nur einen einzigen 
nur eine einzige homologe Gerade 


giebt, und man ſonſt in Widerſpruch mit Lehrſatz 4. geriethe, kann 


man umgefehrt ſagen: 

5. Lehrſatz. Iſt in einem 
Paar perſpectiviſch colli- 
nearer Sh fteme > das Colli- 
neationscentrum, und A ein 
Punkt des einen Syftems, 
fo. muß der ihm homologe 


5. Lehrſatz. Iſt in einem 
Paar perfpectivifdm colli— 
nearer Syſteme o die Collie 
neationsaze und a eine Gee 
rade des einen Syſtems, fo 
muff die ihr homologe Gee 


Punkt A’ des anderen Sh- | rade a’ bes anderen Sh ftems 
ſtems auf der Geraden (Z—A) durch den Punkt (oa) gehen. 
liegen. Fig. 70. Fig. 70. 

Da ferner nach Erklärung 1. und 2. ſowohl das Collineationscentrum 
alg: jeder Collineationspunkt ſich ſelbſt homolog iſt und außer dieſen 
nach Lehrſatz 3. kein anderer ſich ſelbſt homologer Punkt vorhanden iſt; 
da. ferner ſowohl die Collineationsaxe als jeder Collineationsſtrahl ſich 
ſelbſt homolog iſt und außer dieſen keine ſich ſelbſt homologe Gerade 
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vorhanden ift, fo kann man das bereits § 7. Lehrſatz 27. Ausgefpro- 
Gene genauer ausdritden, indem man fagt (vgl. § 4. Lehrſatz 1.): 


6. Lehrſatz. Jeder Collie | 
neationsftrahla u. ſ. went. 
Halt die Ridtung, in der etn | 
Paar homologerconjectivifd 
gelegener Punktreihen 
a,ZHOM und a,Zb'O'M u. ſ. w., 
ſich befinden, bie mit zwei 
Paar entfpredhenden Bunk 
ten gufammenfallen. Diefe 
Punkte find: das Collinea- 
tionscentrum = und der 
Durchſchnittspunkt M ves 
Collineationsftrahls a mit 
Sal Collineationsare sc. Fig. 

0. 


6. Lehrſatz. Jeder Colli- 
| neationspunft U u. ſ. w. ente 
Halt den Scheitel eines Paa— 
res homologer conjectivifd 
gelegener Strahlhifdel 
VDeuan und Uwa'p u. ſ. w., 
die mit gwet Baar entfpre— 
| henden Strahlen gufammen- 
fallen. Dieſe Strahlen find: 
die Collineationsaze c und 
bie Berbindungsgerade pw 
des Collineationspunttes U 
mit dem Collineationscene 
trum X Sig. 70. 


Bei ver perfpectivifdhen Lage giebt es wieder der Lage nad) meh— 
verve Fille gu unterfchetden, und man definirt: 


7. Erklärung. Bwei per— 
f{pectivifd collineare Sy— 
jteme heißen: einftimmig per- 
fpectivifd collinear, wenn 
bie auf den Collineations- 
ſtrahlen vereinigten homo— 
fogen Punktreihen a,26OM 
und o,26'OM u. f. w. einftime 
mig verfaufen; ig. 70. 
81a, 81b.; fie heipen entge- 
gengefept perfpectivifd colli- 
near, wenn fie entgegengefebt 
verlaufen. Sig. Sle, 81d. 


Man fieht ſogleich, daß beide Erklä— 
Verlauf dev in Rede ftehenden Punt 
abhingt und umgefehrt. Bisweilen 
Form gegeben, daß man fagt: 

8. Erklärung. 
fpectivifde Collineation 
zweier ebenen Syſteme heift 
einftimmig, wenn das Colli- 
neationscentrum > und der 
Collineationspuntt M, beide 
zugleich auf dev endliden, von 


Die pers | 


7. Erklärung. Zwei per- 
fpectivifd collineare Sy— 
fteme heifen: einftimmig per- 
fpectivifd collinear, wenn 
die an den Gollineations- 
punften vereinigten homo— 
logen Strahlbifdhel U,caup 
und U,caw’p (oder U,cuap und 
Uap) u. ſ. w. einftimmig 
verlaufen; Fig. 70; 81a; 81b; 
fie heißen: entgegengefest per- 
{pectivifd collinear, wenn 
| jie entgegengefest vevlaufen. 
Sig. 810; 81d. 
rungen daffelbe ausfagen, indem dev 
Ftreihen von dem der Strahlbüſchel 
wird die Erklärung auch in der 





8. Erklärung. Die per— 
ſpectiviſche Collineation— 
zweier ebenen Syſteme heißt 
einſtimmig, wenn die Collinea- 
tiongaxye c und der Gol 
neationsftrahl pw beide 





gue 
gleid in der Fläche des fpigigen, 
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gwet Homologen Punften O | von gweihomologen Geraden 
und © beftimmten Strede|wund wv’ beftimmten Winkels 
OU’, Fig. 8lb., oder beide | uw, oder beide zugleich in der 
zugleich anf dev unendliden, | Slide des ftumpfen, von zwei 
bon zwei homologen Punften | homologen Geraden w und w’ 
© und ©’ beftimmten Strece | beftimmten Winkels 180° — 
Owd'’. Fig. 70., liegens die uw’ Fig. 70, 814, 81b. lies 
Collineation heift entgegen: | gen; die Collineation heißt 
gefest, wenn das Collinea: | entgeqengefept, wenn die Colli- 
tiongcentrum > auf der end: | neationsaze c in der Glide 
lichen und zugleich der Colli- | des fpigigen und gugleid) der 
neattonspunft M auf d Collineationsjtrahl pin der 
unendliden Strede O 00’, Fig. | Fläche des ftumpfen, Fig. 8lc. 
81d., oder dag Collineations- | oder, die Collineationsaxe 
centrum Dauf der unendliden in der Fläche des ftumpfen 
und zugleich Der Collineations- | und zugleich der Collinea- 
puntt M anf der endlicen | tionsjtrahl win der Slide 
Strede OU', Fig. Sie. liegt. | des ſpitzigen Winkels uu’ Fig. 
81d. liegt. 

Man fieht leicht, daß diefe Erklärungen nichts anderes find, als 
die in 7. aufgeftellten, denn der einftimmige oder entgegengefebte Ver— 
lauf der Punktreihen, von dem in 7. die Rede war, wird nur bedingt 
von der Lage des Collineationscentrums E und des Collineationspunfts M, 
in welchem der Collineationsftrahl a, auf dem die Punttreihen liegen, 
bie Collineationsaze ſchneidet; dev einftimmige oder entgegengefeste Ber- 
lauf der Strahlbiifdel wird nur bedingt von der Lage der Collinea- 
neationsaxe co und des Collineationsſtrahls pz, welder ben Collinea- 
tionspunft U, an weldjem die Strahlbüſchel liegen, mit dem Collinea- 
tionscentrum verbindet. Auch fieht man fogleich, daß die in Fig. 70., 
80a. und 81b. dargeftellten Fille nicht etwa verſchieden find, denn 
aud in Gig. 70., wo Y auf Ooo" lag, hätte man ſogleich ein 
Paar Punkte finden können, die fo liegen, daß S auf der endliden von 
ihnen beftimmten Strecfe fic) befindet. Denn fucht man die Gegene 
puntte O, Q’ der auf a vereinigten Punktreihen a,2&6OM und a'E'O'M, 
fo legen diefelben nach § 4. Lehrfak 2. a) a), weil > und M die 
Hauptpuntte, find, außerhalb dev endliden Strede SM. Iſt mn Y 
ein außerhalb SM liegender Punkt des erſten Syſtems, fo mug, da 
der homologe Punft Y des gweiten Syſtems die Cigenfchaft haben mus, 
dah a ZwVOMQY co HK aZLOMoo VO ft, Y zwiſchen Q’ und 
co liege. Es find alfo Y und DY’ ein Baar homologer Punfte von 
derfelben Befchaffenheit, wie O und O! in Big. 81.b, fie liegen 
nämlich fo, dag © und M anf dev endlidien Stree YD’ fich 
befinden. Man fieht gugleich hieraus, daß der einem Punkt M zwiſchen 
M und © bed erſten Shftems homologe Punkt WM’ ves gweiten auf 
der endlichen Stree MQ’ fich befinden mus. Es haben alfo W und 
®’ diefelben Eigenſchaften, wie © und O' in Fig. Sla., nämlich es 
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fiegt fowohl 2 ale M auf der unendliden Stree Woo. Es ift 
alfo auch der Fig. 81. a. dargeſtellte Fall von dem Fig. 70. verzeichneten 
nicht verfehieden. Auf diefelbe Weife überzeugt man fich, daß auc) die 
Gig. 81. c. und Fig. 81. d. ſchematiſch dargeſtellten Fälle identiſch 
ſind. Man ſieht alſo: 

9. Lehrſatz. Es giebt nur zwei weſentlich verſchie— 
dene Fälle der perfpectivifden Collineation, nämlich die 
einftimmige und die entgegengefegte perfpectivifde Col— 
lineation. 

Da nach § 7. Erklärung 19, die Gegenaze m des erften Syſtems 
der unendlich entfernten Geraden m’ des gweiten Homolog ijt, nad 
Lehrſatz 4, aber homologe Gerade fic) anf der Collineationsaze o 
ſchneiden, die unendlich entfernte m’ aber die o in bem unendlich 
entfernten Punkte fehneidet, fo mug aud) m die o in dem une 
endlich entfernten Buntte treffen, b. h. e8 mug m parallel o fein. 
Aus denfelben Griinden mug auch p’ || co fein. Zugleich mug nach 
§ 7. Erklärung 6. 4,21100 A a=MQ’oo fein, alfo: 2s 
= aw! =, oder TO = MQ’. Man fieht alfo: 

10. Lehrfak. In zwei perfpectivifd collinearen 
Syſtemen find die Gegenazen m, p’ parallel zur Collt- 
neationsaxe c. Sig. 70. 

11. Lehrfak In gwei perfpectivifd collinearen 
SyHftemen ift die Entfernung LO des Collineationscen- 
trums EZ von dem Durchſchnittspunkte O der einen Gegen— 
axe m mit einem GCollineationsftrahl a ebenfo grog als 
die Entfernung MQ’ des auf diefem Collineationsftrahl 
a Ciegenden Gollineationspuntts M von dem Durd- 
fchnittspuntte Q’ der anderen Gegenaze p’ mit diefem 
Collineationsftrahl a. Fig. 70. 

Zugleich folgt ans Erklärung 7. und § 4. Lehrfag 2. a) a) und B): 

12. Lehrſatz. Iſt die Collineation zweier perfpece 
tiviſch collinearer GHfteme einftimmig, fo liegen die 
Durchſchnittspunkte O, Q’, der beiden Gegenayen m, p’ 
mit jedem Gollineationsftraht C anf dev unendlidjen 
Strede ToM, die von dem Collineattonscentrum und 
pem anf dem Strahl a befindliden Collineationspuntt M 
gebildet wird, Sig. 70. 81a, 81b.; ift die Collineation 
entgegengefest, fo liegen die Durdhfdnittspuntte O, Q’ 
auf dev endliden, von Y und M gebildeten Gtrede 2M 
Big. 81e, 8id. 

Bieht man ferner eine Gerade r des erften Shftems parallel gur 
Gegenage und alfo auch nach Lehrſatz 10. parallel zur Collineationsaze, 
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und fucht die ihr homologe Gerabe r’ des zweiten Syſtems, fo muß 
nach § 7. Lehrſatz 22. das Geſetz gelten: 

13. Lehrſatz. Fede gwei der Collineationsaze o 
zweier perfpectivifd collinearen Syſteme parallele 
homologe Gerade r und r’, t und tw ſ. w. werden in 
homologen Punften proportional getheilt undumgeteh rt. 

Werden in zwei perfpectivifdh collinearen Shftemen, 
in welden nicht jedes Baar homologer Punktreihen pro- 
portional gethetlt wird, ein oder mehrere Paare homo- 
foger Geraber r und x, t und t uf. w. in homologen 
Punkten proportional getheilt, fo müſſen fie alle ein- 
ander und der Collineationsaze o parallel fein; 

wegen §. 7. Lehrſatz 20. 


13%, Aufgabe. Die Gegenaxen m, p’ zweier per- 
fpectivifd collinearen Syſteme gu finden. Fig. 82. 

Auflöſung. Man fuche ixgend ein Paar homologer Puntte S 

und S’, und ziehe von S eine Gevade c parallel einem, gleidgitltig 
welchem, Collineationsſtrahl a, weldje die Collineationsaze o in T 
ſchneidet, und giehe dann (S’—L), die den Strahl a in Q’ trifft, fo 
ift eine durch Q’ zu o parallel gezogene Gerade die Gegenaxe p’ des 
zweiten Syftems. Denn va 8’ Homolog S ijt, und nach Lehrſatz 4. 
jede gwei homologen Geraden fic) auf der Collineationsaxe ſchneiden, 
fo ift (S'-L) ober c! homolog (S—L) oder _c, und da nach Lehrſatz 4. 
auf jedem Collineationsftrahl 3. B. a, ein Paar Homologer Punktreihen 
veveinigt find, fo ijt aud) nach § 7. Lehrfag 15. der Durchſchnitts- 
puntt (a c’) homolog dem Durchſchnittspunkt (a-c). Da aber c || a 
ift, fo liegt (a+c) im Unendlicen. Es ift alfo Q’ derjenige Puntt 
bes gweiten Syſtems, ber dem unendlich entfernten der Geraden a 
im erften Syſtem homolog ift. Es geht alfo nach § 7. Lehrſatz 20. 
die unendlich entfernte Gerade p des erften Syſtems durch (a*c), 
und alfo die der p homologe Gerade p’ durch (a-e’), oder die 
Gegenaxe des zweiten Syſtems geht urd (a +c’). Nach Lehrſatz 10. 
ift fie aber auc) parallel c, alfo ijt die durch (a+ co’) parallel gu c 
gezogene Gerade p’ die Gegenaxe des gweiten Shftems. Um die des 
erften, m, zu finden, fawn man nun nach Lehrſatz 11. und 12., wenn 
Q’ auf SooM ober auf EM Liegt, einen foldyen Punkt O fogleich 
finden, dev ebenfo fiegt, wie Q’, und für den ZO = MQ! ift; eine 
burch thn gu _o parallel gezogene Gerade m ift dann die zweite 
Gegenage. Man kann aber anch ebenfo verfahren, wie bet der 
Conjteuction von p’, indem man von GS’ aus yu einem beliebigen 
Collineationsftrahl 3. B. wieder zu a eine Parallele d’ zieht, welche 
die o in A trifft und dann (S—A) zieht, welche die a in O fefneivet. 
Statt durch O und Q’ cine Pavallele zur Collineationsaye gu ziehen, 
fonn man aud) cinen gweiten Punkt Q’,, O, der Gegenayen fuchen, 
indem man von S und S’ aus Parallelen gu einem anderen Collineations- 


§ 8. Perfpectivifehe Lage der ebenen Syfteme. 158 


fivahl 3. B. gu sieht und fo verfihrt, wie oben fiir a angegeber 
wurde, 
14. Aufgabe. Ein Baar perfpectivifdh collineare 
Syſteme gu zeichnen. Fig. 70. 

Anflsfung 1. a). Man geichne einen beliebigen Strahlbüſchel 
TaPyd.... Fig. 70. und ſchneide ihn durch zwei Paar Transverfaten 
s und s’, f umd (” der Art, dak die Durchſchnittspunkte (s-f) oder 
€ und (s’*f’) over &’ auf demfetben Strahl des Büſchels Sliegen, fo 
entftehen die conformen Punktreihen s,ABCD AB'CD' und 
[COw Ff W'C'D'vs’, Nun verbinde man jeden Punkt der Punttreihe 
auf s mit jedem Punkt der Reihe auf ¢ durch Gerade, und ebenjo 
jeden Punkt dev Punftreihe auf s’ mit jedem dev Reihe anf f’, fo er— 
Halt man ein Baar collineaver Syfteme nach § 7. Aufgabe 12. Auf⸗ 
{efung 1. 2). Da num in den Dreieden LAC und b’A'C’ die Bere 
bindungsgevaden (ob’—ob), (A’— A), (€’—€) durch denfelben Punkt E 
geen, fo ſchneiden fic) nach § 3. Lehrſatz 13. die Geraden (6-A) 
und (ob! A"), (se —E) und (se! —€), (AE) und (A’—C’) anf derſelben 
Geraden co; aus denjelben Griinden miiffen die Durchſchnittspunkte der 
Seiten in den Oreieden E&B und C’L'B’, alfo vie Durchſchnittspunkte 
pon (to —€) und (4e’—€’), (BE) und (B’—C’), (-B) und (e’— B) 
in derfelben Geraden liegen. Da aber (B-C) und (B-C) dieſelben 
Geraven find, wie (A—C) und (A’—C’), fo muß alfo der Durch— 
ſchnittspunkt von (&—-B) und (’—-B’) auch auf o liegen. Gin 
Gleiches läßt fich geigen von (Av) und (A’—%>’), Schneiden fich 
mm (&—B) und (Av) in 8, (&’-B’) und (A’—%b’) in 8’, fo 
liegen alfo die Durchſchnittspunkte der Seiten (AB) und (A’—B), 
(A-8) und (A’—8), (B—8) und (B’~8’) auf derfelben Geraden_o} 
alſo miiffen Fich nad) $ 3. Lehrſatz 13. die Geraden (A’— A), (B’—B), 
(S'S) in demfelben Punkte ſchneiden. Da ſich mun (A’—A) und 
(B’-B) in 2ſchneiden, mug auch (8’— 8) durch S gehen, u. f. w. 
Man fieht, dak die Shfteme perfpectivifeh liegen. 

Auflöſung 1. 6). Man giehe eine beliebige Gerade o, und 
jeichne gwet Paar fiir — perſpectiviſch liegender Strahlbüſchel S,achd 
und S'a’c'b'd’, 8,083 und S/a'8’c'’, jedoch fo, daß (S—8) und (S'- 8’) 
fich auf o ſchneiden, und fuche den Durchſchnittspunkt jedes Strahls 
des Büſchels S mit jedem Strahl ves Buͤſchels 8, und ebenfo jedes 
Strahls des Büſchels S’ mit jedem Strahl des Büſchels 8’ jo erhalt 
mo zwei collineave Shfteme nach § 7. Aufgabe 12. Auflöſung 2. a) 
und überzeugt fich, wie bei der Auflöſung 1. a), daß ſie perſpectiviſch 
fiegen. 

Auflöſung 2 a). Man kann die Auflöſung 1. a) vereinfachen, 
indem man ftatt der Punktreihen ALCOvd und [’'O’O/vb’ die gemeine 
fame Punktreihe ¢ UYZ.... Fig. 70. nimmt. Man conftruive alfo 
einen Strahlbüſchel Z,aPy.... und ſchneide ihn durch gwet Trangverfaler 
s und s. Durch den Durchſchnitispunkt (s- s’) giehe man eine bee 
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liebige dritte Transverfale o. Fig. 83a. Die Geraden s, s', o, were 
ben num von den Strahlen des Strahlbüſchels S begiiglic) in A, B, 
C,D...., A’, BY, O', D’...., A,B, T, A. gefchnitten. Zieht man nun von 
jedem beliebigen Punkte der o, A, B, T, A, E, Z, H.... aus Gerade 
nach jedem Durchſchnittspunkte, A, B, C, D...., A’, BY, C, D’...., fo 
find (AA) und (A~ A’), (A~B) umd (A~B4, (AC) und (AC)... 
(B—A) und (B—A’), (B~B) und BB), (B—C) und (B-C’) ete. 
homologe Gerade perfpectivifch collineaver Syſteme. Dern man hat 
ein Paar von Punktreihen s,ABCD.... und c,ABLA...., die dad erſte, 
und ein anbderes Baar Punktreihen s,A BCD und c,ABTA...., die 
das zweite Shftem erzeugen. Nun ijt der Conftruction nach s,ABCD.... 
XK 8 ABCD’, und c ABTA... gleich und alſo aud A 7,ABPA 
Das von den Punktreihen s und o erzeugte Syſtem ift alfo dem von 
den Punktreihen o und s’ erzeugten nach § 7. Aufgabe 12. Auflöſung 1. a) 
collinear, und zugleich Liegen fie perſpectiviſch, da fie eine Punktreihe 
o ABLA.... mit allen Puntten gemein haben, und einen Strahlbüſchel 
Z,aByd... mit allen Strahlen; (denn es find auf a 3. B. dte homo- 
logen Geraden (A~ A) und (A—A’), auf 6 find (B~B) und (B—B’) 
vereinigt, alfo ijt S ein fic) felbft homologer Punkt, und a, B, y...- 
fic) felbft homolog). Man fann ſich auch direct davon überzeugen. 
Denn ſchneiden fic) (P— A) oder a und (B-C) oder bin E., (T—A’ 
ober a’ und (B—C’) oder b’ in E’, fo hat man zwei Dreiede AE! 
and A’E'B’, in denen (A—E) und (A’-E), (AB) und (A’—B), 
(B-E) und (B-E/) fich auf derfelben Geraden — ſchneiden, alfo 
miiffen nach § 3. Lehrſatz 13. (A—A’), B-B), (E~E’) burch dens 
felben Punkt gehen; folglic) geht (E—H’), da die erſten beiden fic) in 
2ſchneiden, ebenfalls durch Fu. ſ. w. 

Auflöſung 2p). Statt der Strahlbüſchel Sabed pnd 8a/b'e'r” 
Big 70. kann man den gemeinfamen, T,aGyd.... nehmen. Man ziehe 
alfo eine belicbige Gerade o, Sig. 83b., und beſchreibe zwei fiir fie als 
Axe . perfpectivifhe Strahlbüſchel S,abcd und Sia’b’o’'d’. Auf der 
Verbindungsgeraden (S—S’) ihrer Scheitel nehme man einen beliebigen 
Punkt TS an, und ziehe vor ihm als Sebeitel beliebige Strahlen, und 
beftimme die Durchſchnitte jedes Strahl a, B, y, 6, & & des 
Strahlbüſchels L mit jedem Paar entfprechender Strahlen der Strahl- 
büſchel S und 8’, jo ift jedes fo entftehende Punftpaar ein Paar 
homologer Punkte zweier perfpectivifeh collinearer Spfteme. Denn das 
eine wird evgeugt von S,abed.... und YaByd...., das andere von 
Sab’cd’.... und B,08/0...., und e8 ift Sabed.... A Sia’b'c'd®... 
und TaPyd.... A Vakyd.... u. ſ. w. Der Beweis ift dem fiir 
Auflöſung 2.a) ganz analog. 

Nach § 7. Lehrſatz 16. ift durch ein Baar homologer Vierecke 
ABA, A’B/L'd’ Fig. 70. die Collineation zweier Shfteme vollſtändig 
beftimmt. tegen diefelben nun perfpectivifeh, oder, mit anderen Worten, 
befinden fic) nicht allein A und A’, B und BY, & und &', vs und vW’ 
in Projection fiir benfelben Punkt S, fondern zugleich aud) der Durch- 
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fGnittspuntt von (A-B) umd (AK-W), mit dem Durchſchnittspunkt 
von (A’—B’) und (b ab’), der Durchfſchnittspunkt von (A—v) und 
(&-B) mit dem Durchſchmittspunkte ven (A’—vs’) und (’—B’), der 
Durchfchnittspunkt von (A~&) und (ab-B) mit dem Durchſchnittspunkt 
von (A ⸗AA.) und (vs/—B’), fo fieht man aus der Auflöſung 1. a) der Auf⸗ 
gabe 14., daß dain beide Shfteme perſpectiviſch liegen. Denn nimmt man 
auf (AB) ober s einen beliebigen Bunft C an, und fudht denjenigen Puntt 
C’ auf (A’—B) over s, dev die Beſchaffenheit hat, daß, wenn man der 
Durehfehnittspuntt von (A—B) und (&—vd) mit €, den von (A’— B’) und 
(ste’—W5") mit €’ bezeichnet, SABC A s/C’A’B'C’ ift, fo fann es nuv einen 
eingigen folden Punkt auf s’ geben nach § 2. Lehrfag 10., und es mug 
(C-C+) bureh E gehen, ba die mit (C-C), (A~A’), (B-B’)ver Fall iſt. 
Ebenſo giebt es zu D nur einen entfprechenden Puntt D’ auf s’, gu 
© auf ¢ nur einen entfprechenden ©’ anf (’, zu © anf f nur einen 
entſprechenden O' anf (” u.f.m. Es find alfo zwei Paare conformer 
Punttrethen s,ABCD VK 8,A'BCD,, (eOOrd HV [/’S'O'v' vollfom- 
men durd die Annahme beftimmt, und nach Auflöſung 1. a) gu 
Aufgabe 14. Ltegen die Syſteme perſpectiviſch. Ga eS ift ſchon die 
Vorausſetzung, daß nicht allein € und C/ in Projection ſtehen follen, 
fondern aud) 8 und 8, G und S infofern gu viel, als, wie in der 
genannten Auflöſung gegeigt wurde, wenn € und C’, und jedes andere 
Paar entiprechender Punkte auf s und s’, f und f’ in Projection ftehen, 
von felbft folgt, daß dies auch mit 8 und 8, G und G' der Fall fein 
mug. Gbenfo überzeugt man ſich, dag, wenn gwei vollftindige Bier- 
feite abab, a’b’a’s’ zweier collinearer Shfteme perſpectiviſch liegen, dies 
mit den ganzen Syſtemen der Fall fein mug. Man fann aljo fagen: 

15. Lehrſatz. Liegt ein 15. Lehrſatz. iegt ein 
Paar homologer vollſtändi- Paar homologer vollftandi- 
ger Bierede AB, A’BWb’| ger Bierfeite abab, a’b’a’b’ 
gweier collinearer Syſteme zweier collinearer Syſteme 
perfpectivifd, fo liege die | perfpectivifd, fo liegen die 
ganzen Syſteme perfpecti- | ganzen SHfteme perfpecti- 
vifd. Fig. 70. | vif. Sig. 70. 

Bugleich fieht man, dag hier auf deu Unterſchied von Vier eck 
und Bierfeit nidts anfommt, denn liegen die ganzen Syſteme per- 
fpectivifeh, fo ift dieß aud) der Fall mit den durch vier Puntte 
beftimmten fechs Geraden, alfo mit einem Vierſeit, deſſen Seiten die 
Verbindungélinien der vier Punfte find, und umgefehrt. 

Der legte Lehrſatz giebt uns mim auch den Weg an zur Auflö— 
fung dev 

16. Aufgabe. Zwei ebene collineare Shfteme in 
perfpectivifde Sage gu bringen. Fig. 84. 
Diefe Uufgabe fommt nach dem Lehrfak 15. zurück auf die 

Aufgabe: Zwei vollftindige Bierede oder Vierfeite auf einander 

gu projiciven in dem § 6, Erklärung 1 ausgefprocjenen Sinne. 
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Uuflsfung*), Das eine Syftem werde mit J., das andere mit 
IL, bezeichnet. Fig. 84. Man wahle in beiden ein Paar homologer 
Bievede oder Vierfeite, Sie follen im Folgenden immer durch ,,Bier- 
ecke“ begeidhnet werden. Sie feien ABCD und ABCD. Num fuche 
man die Gegenaxen m, p’ der beiden Syfteme I. und IL. Dieß ge- 
ſchieht nach § 7. Lehrſatz 19., 20. indem man auf gwet Baar homo- 
fogen Geraden 3. B. auf BC und BC’, BA und BA’ die Geg 
puntte der auf ihnen befindlichen Punktreihen fucht nach § 2. Wuf- 
gabe 18. G8 ſchneide nun (Fig. 84. linfs) m die (A-B) in L, 
die (A—C) in M, p’ ſchneide bie (A’-B’) in J’, vie (S- 09 in K’. 
(Gig. 84. rechts). Nun befdreibe man über LM cin Dreieck LM 
~ AIBA’, über JK’ ein Dreied KS’ ~ A LMA und ziehe im 
Syſtem I. eine Gerade (N~R) || (L—M) over m, fo daß fte von 
= fo weit abfteht, als (J’—K’) von 8’, ziehe ferner (2—R) || (A—C) 
(2-N) || (A-B), fo wid /ENR= / ALM= / 8'J'K’, / ZRN 
= / AML= / SK'J’, alfo INR w~ A 8J'K’. Da ſich in 
ähnlichen Dreiecken die Seiten verhalten, wie die zugehirigen Perpen- 
difel, die Berpendifel aber von S auf NR und von 8’ auf JK’ dev 
GConftruction nach gleich find, fo ift NR=J'K’, alſo \ZNRYASJK’. 
Schneidet nun (Z—-N) die m in T, fo beftimme man auf (2—N) 
einen ſolchen Punkt X, dag die Punktreifen ST oX und PoNX 
conform find, oder dag 

BT EX So EX, 
@T* eX Now ‘Nx? 

ober, bag =T =NX 
ift, und made auf (Z—R) die Strede RY = =TW, wenn W den 
Durchſchnittspunkt von (R—-Z) mit m begeichnet; dann muß (X-Y 
| (RN) fein. Denn es iff A TNR ~ ATW, weil (N-R 
|(L—W) oder m ift; alfo verhalt fic) EN:2R—= ST: 2W und 
ba NX = ST, RY = EW ijt, EN: SR = XN: YR, woraus folgt 
(X-Y)||(R-N). Nimmt man jegt F als Colfineationscentrum, (X-Y) 
als Collineationsage ¢ an, fo kann man (L—-M), (N—R), al8 Gegens 
azen zweier perfpectivifc) collinearer Syſteme betvachten nach Lehrſatz 
10. und 11. Man conftrnive mm ein gu dem Viereck ABCD per- 
ſpectiviſch collineares LUCO, fo läßt fich zeigen, daf dies mit A’B’C'D’ 
congruent fein mug. Denn um & gu finden, Hat man, da > das 
Collineationscentrum, (L—M) und (R—N) die Gegenagen fein follen, 
auf (2A) einen Punkt %& dev Art gu fuchen, dag, wenn (Z—A) die 
(L-M) in Q, vie (N-R) in Q fehneidet, die Punktreihe ZAQoo 
“K Sho, oder 











*) Vergl. @ J. Magnus: „Sammlung von Anfgaben und Lehrfigen aus 
der analbtifden Geometric”. § 18. YUufgabe [21]. I. und: Effen: „Vorſghule der 
neueren Geometrie, insbefondere eine elementave Darftellung ber Verwandtfdaft und 
ber Kegelſchnitte enthaltend,“ in Grunert’s „Archiv der Mathematif und Phyfit. 
Theil 29. pag, 179, 
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ober ZA:QA= Bh: FQ *) 
iſt. Num ift Biered A'I'SK’ ~w Viereck SLAM, denn es ift 7 A’ 
23 J L; 78’ As ZX M, und ferner 
— L283 LaLa Zy= 233 ZC +a) 
= /(6 a2 —* * Th Wa 7 X + ). Es vchůti ſich ferner, 
weil AI ; 














UK: t= Fab; 
und, weil A J’K’S’ ~ ALMA ijt: 

JK’: LM = J's’: LA; 
alſo auch JA’: LE = J's’: LA; 
ober JA: JS = LE: LA. 
Da mm adh Zi + ¥)= Z(n +3) ift fo ift au A J’A’s’ 
~ A LIA und ebenfo A K’A'S’ ~ A MEA; folglich ijt aud) 7 a” 
= fa SP = ZB ete. und es verhält ſich 

2A: QA = A’: Q'S, 
alfo ift nach *) Zh 1EQ = A'S’: Q'S’. 
Nun wav ATRNLASK'’, alfo RE = K's’, /ERN= / 8K’. 
zugleich iſt 7 2QR = / AQM (als correfpondivende Wintel) 
= / SYR" (weil AS'QK' ~ A AQM iſh, aljo A 2RQIS 
ASK'Q; folglich Q'S’ = 2Q; alfo geht die legte Proportion: 

Bh 1 EQ — A’: QS! 
über in die Gleichung: Dh = A's’, 
Zugleich ift, pa / ATR= / AK’, / HIN= / A'S’, =N 
= 8’, ZR = 8K’ ift, DMN SS /A SAN, A THR /A SAK, 
alfo: Viereck SNLR S Viere s'J’A’'K’ ~ Viereck ALM. 
Num ſchneiden fic) (AL) und (&—N) auf (X—Y), wie ſich fol 
gendermagen zeigen läßt: Sn den Dreieden TQT und SZX verhilt 
ſich 2Q:2T = 2Z: =X, 
oder, da nad) der Conftruction 2T = NX ijt: 

2Q:NX = 2Z: =X; 
ober: NX: 2X = =2Q:2Z. a) 
Gn den Dreieen ZX und FQN verhilt fic: 

QZ:NX = 2Q:=N; 
ober, da fic) in den Dreiecken FQT und FQN 

29:2N =2Q:2T 
verhalt, QZ:NX = =Q:=T. 
Da mm nach der Conftruction NX = =T ijt, fo folgt hieraus: 

QZ = =Q. B) 
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Qn den Dreieden SQL und LQN verbalt fic) ferner: 
EQ: &Q= QL: QN; 

ober, ba fic) in den Dreiecken AQL und 2QN 
QL: QN = AQ:=Q 


verhialt: 2Q: LQ = AQ:22, 
oder: =Q: AQ = LQ: 22; 
alfo FQ: TA = &Q: Tv 


und, ba TQ = QZ ift, nach 6): 
QL: EA = &Q: Bb; 


oder: QZ: bQ = TA: Bb; 

alfo auch: QZ: bZ = SA:bA; 
ZL- EA 

woraus folgt: QLh= sa 
AZ 








ober nach 6): 2Q=-y 
Man hat alfo nach a) die Proportion: 





ober 





ober 


Es ift alfo Punttreihe NXZ oo A Punftreife LZTA, und da beide 
mit einem Paar entſprechender Punkte, ES gufammenfallen, liegen fie 
perſpectiviſch, alfo fehneiden fic) (&-N), (Z—X), (wo ~A) ober 
(%-N), (X-Y¥), (A~L) in einem und demfelben Punfte, oder: 
(A~L) und (&—-N) convergiren in einem Punkte U ber (X—Y). 
Ebenſo (apt fich zeigen, daß auc) (A~M) md (&—R) in einem 
Puntte V ver (NY) fich ſchneiden. Sucht man mun in den per 
ſpectiviſch coflineaven Syſtemen, die aus den Strahlbüſcheln bei A 
und & und dem gemeinſchaftlichen = gebifoet werden (vergl. Auf— 
gabe 14. Auflöſung 2. 6)) den dem Puntt B ves Syſtems J. homo— 
logen des zweiten Syſtems, inden man alfo (X- Y) als Gollinea 
tiongaze anfieht, fo mug, da B auf (A~U), liegt, auch vb auf (&—U) 
fih befinden, und da B dev Durchſchnittspunkt von (A-U) und 
(2-B) ijt, fo mug der Durchſchnittspunkt von (2—B) mit (&—V) 
den dem Punk B homologen vd geben. Zugleich ijt, da (Z—N) 
ober (Z—T) || (AWB), (2-L || (%-N) ijt, im Strahlbüſchel mit 
dem Scheitel Z und ven Strahlen (2— A), (=—B), (Z—N), (2-L) 
die Punktreihe ABooL A Punktreihe AvN oo. Nach der Bore 
ausſetzung aber ift auc) die Bunttreihe ABoo LA Punttreije A’B'S’ 00, 
alfo auch, nach § 2. Lehrfay 13. Punktreihe AB'J' oo A Punftreihe 
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AUN co, oder: A'B AT = bv HN, Da nun A TANS /As'A’T’ ift, 
wie oben gezeigt wurde, fo ijt alfo HN = A’J’, und folglich dvd = A'B’*), 
Ebenſo mug auch der dem Punt E ves Syftems I. homologe Punt 
€ de8 gweiten Syſtems auf (e—N) und (Z—E) fich befinden, und 
es läßt fic), wie von bd, fo Hier zeigen, dah % — AH’ ijt. 
Schneiden fich ferner (A~M) und (&—R) im Punkt V der (K- Y), 
fo mug der bem Bunkt G homologe Puntt G fic) auf (&—V) bee 
jinten, und es iſt RG=K’G’; der dem C homologe Puntt © liegt 
ebenfalls auf (&—V) und es ift RO=K'C’.. Gs iſt alfo AC + vd 
= AE'+ AB, ober WE = BE’; ferner, wenn G’ der Durde 
ſchnittspunkt von A’C’ und BD' ijt, RC —RG = K’C’— KG, alfo 
SG=CG’. Da ferner A T&RXY ASA'K’ war, fo ijt R= 
A’K’, fe RG — R& = K’G — KWAY, alſo &G = AG'; ferner 
war / (e+) = (e+ 0%), alfo auch 180° —(e + 6) = 180° — 
€ +), alfo A WkG 2 BA'G’, alfo wG = BG’, und / RAE 
= / KAP; aljfo da auch aus R& = K’A’ und RO=K'C' ſich 
exgiebt RE — Rb = K’'C’— KA’, oder &E = A'C’, fo folgt ACrE 

SACAE;; alfo auch CC = CH. Es iſt alfo das vem Bierec 
BECG fomologe Bieret in dem mit vem Shftem J perſpectiviſch 
collinearen WEG BEGG. Durch wv, €, S, G, find aber auch 
® und F beftimmt, alfo ift anc) das vollftinbige Viereck MUCH 
dem vollftindigen Viereck ABCD', und dager das aus dent erſteren 
erzeugte Shftem congruent mit dem Syjtem IL. und in perſpectiviſcher 
Lage mit dem Syſtem I. Es ijt alfo die Aufgabe gelöſt. — Man 
wird bemerfen, dag dieß auf verſchiedene Weiſe miglich ijt, Denn 
das Dreied LEM ~ A J'A'K’ foun fowohl auf der einen, als auf 
der anderen Seite vor LM conjtruivt werden, (unferer Figur 84. mach, 
ſowohl auf der unteren, als auf der oberen). Ebenſo fann das Dreieck 
JK’ ~ ALAM ſowohl auf der einen, als anf der andeven Seite 
von JK’ conftruivt werden. Da jedoch Viereck ALZM ~ Vierec 
SJ'AK’ fein mug, wenn die perfpectivifdhe Lage der collinearen She 
ſteme hervorgebracht werden foll, fo find in Bezug auf die Conftruction 
dieſer Dreiecke LEM und J’'S'K’ von den möglichen vier Fallen nur 
zwei zuläſſig. Diefe vier Faille find nämlich (mit Rückſicht auf unfere 
Sigur) folgende. Es fann liegen, Figur 85.: 

I. A LEM rechts von LM und juglei /A\ J’S'K’ fints von J'K’ 

Th AM recht8 von LM ,, n  LAISK’ rechts von JK’ 











¶ Dict lage Ah dieß auch ſo geigen: ub ABO L A ADS a folgt AB: 
AL = A’B 





AL = A’B':J'B’; alfo AB AL: B+ BIN’ :J'B! ober BL: AL = 

‘BY; alfo JB’ = Aba . Aus ABOL J. Ty SUN vo folgt ebenſo AB: AL 

= dod Nab, alfo AB -+ AL: AL = sub + Nob: Nvb oder BL: AL = AN: NUS, 
AL + AN 


alfo Nuh = 





+ Damm AN=AVI iſt, fo iſt alfo Nvy=J'B', und 


BL 
No — Nob = J’A’ — J'B’, ober Ub = A'B'. 
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TIL. A LEM fints von LM und zugleich A J’s'K’ links von J’R’ *) 
IV. A LEM links von LM ,, » LAISK’ rechts von JK’. 

Bon diefen vier Fallen nun find offenbar nur J. und IV. zu— 
läſſig, weil nur dann Bierec ALEM Viereck 8JAX fein tann, 
was bei II. und III. nicht der Fall ijt, obſchon die eingelnen Dreiede 
LEM und J’A’K’, JK’ und LAM, jedes Paar für fic), einander 
ähnlich find. In jedem dev beiden guldffigen Halle J. und IV. aber 
find wieder gwet Unter-Ubtheilungen möglich; e8 kann nämlich die 
Gerade (NR) der Fig. 84. gufolge entweder unter oder über =, 
dev Fig. 85. gufolge entweder rechts oder Links bon E und Z, gelegt 
werden. G8 können alfo vier Fille eintreten, indem fiir ein Projecs 
tionScentrum & die Gegenayen (L-M), (N—R) auf verfchiedenen 
oder auf derfelben Seite liegen finnen, und ein Gleiches fiir das aus 
Big. 85. TV. fich evgebende Projectionscentrum =, gilt. Zugleich 
fallt auch die Collineationsaze auf die eine oder die andere Seite 
von Y. Außerdem fcheint es auf den erſten Wnblid noch gwet Mög— 
Tichfeiten gu geben, wie die Anfgabe geldft werden könnte. Es war 
nimlich, um zwei collineare Syfteme in perſpectiviſche Lage gu bringen, 
nöthig, über LM ein Oreied LME ~ A J’K’A’ und iiber JK’ ein 
Dreied JK’ w A LMA zu conftruiven. Wir Hatten dies bis jest 
fo gemacht, daß wir den Winkel A’I’K’ over x an die Ecke L des 
Dreieks ALM und den Winkel AXI' oder 6’ an vie Ede M des 
Dreiecks ALM, den Winkel ALM over F an die Ecke J’ des Dreiecks 
AIJ', den Winkel AML oder y an vie Ede K’ des Dreiecks A’J’K’ 
anfegten, wodurd) die ähnlichen Vierecke ALEM ~ 8'J'A'K’ Fig. 85 I. 
und AMLE, ~ 8',K’J’A’, Gig. 85. IV. entftanden. Es ſcheint 
min möglich gu fein, dag man auch den Winkel AIK’ an die Ede M 
des Dreiecks ALM, den Winkel AKI’ an L deffelben Dreiecks, den 
Winkel ALM an die Ede K’, den Winkel AML an die Ede J’ des 
Dreies AIK’ antragen könnte. Es würden dadurch allerdings auch 
im dieſem Falle gwei Paar ähnlicher Vierecke entftehen, nämlich, mit 
Außſchluß der auch hier unmöglichen Fälle II. und IIT. Viereck ALE,M 
~ & KAS Fig. 85. J. und ALE, M ~ 8", KAJ’ ig. 85. IV. 
Man wird jedoch aus dem Früheren bemerft haben, dak es nothwendig 
ift, ben Z yf an L, den 70’ an M, den /y an K’, den 7S and’ 
angutragen, wenn AB und A’B’, AC und A’C’, je ein Paar homo. 
loger Gerader der collinearen Syſteme fein follen, und L, M, J’, K’ 
die Gegenpunfte begiiglid) von (A~B), (A—C), (A’~B’), (A’-C’) 
find, indem fic) im anderen Galle in Fig. 84. (vd) und (A-C), 
(%—-2) und (A~B) auf der Collineationsaye ſchneiden würden, 
fo dag alfo dann A’B’ und AC, A’C’ und AB homologe Gerade 


*) Da in Gig. 85. TT, und IV. der Puntt S ein auderer ift, ale in I. und 
IL, fo it ex mit einem anbeven Zeidjen, durch E,, und ba in I. und IV. bev 
Puntt $” cin anderer iff, als in I und IL, fo ift ex in der Figue durd 8,’ bee 


zeichnet worben. 
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waren, was gegen die Vorausfegung ijt. Wenn wir daher das Bis- 
herige gufammenfafjen und in Gig. 86. der Shmmetrie wegen den 
Punk, den wir in Fig 85. fchlechtweg mit E begeichnet Hatten, jest 
=, nennen, fo haben wir mit Ausflug der als unmiglich begeichneten 
Fille nur nod) folgende gwei: das dem /\ J'K'A’ adhulie A LM 
liegt: 

I. rechts von LM ud gwar 
L74 (Big. 84.) on L; 7 6’ an M; = (Fig. 84) in Y, (Fig. 85. oder 86.) 

IL lints von LM und zwar 
Zi (Big. 84.) anL; 7 0’ an M; & (Gig. 84) in Z, (Fig. 85. oder 86.) 

Regen wir nun in Fig. 86., wo die in Big. 85. al8 unbrauchbar 
verworfenen Punkte Y,, F, der Ueberficht wegen nod) einmal mit auf- 
genommen find, im Galle i die Gerade (N~R) ober p (vgl. Fig. 84.) 
a) unterhalh =, fo daß dev Punkt N ver Fig. 84. nach N, fallt, fo 
fallt ver Punkt X (Fig. 84.) nach X,, T (Fig. 84.) nach Ty, die 
Collineationsaxe o (Fig. 84.) nach o,, Da mun die Durchſchnittspunkte 
N, und T, der Gegenayen (N-R) und (L—M) (Gig. 84.) mit dem 
Gollineationsftrahl (2 -X) (Fig. 84.) auf der unendlichen Strede 
P,oX, liegen, fo ift nach Cehrfag 12. die perfpectivifdye Lage der 
GShfteme einjtimmig. Legen wir B) die (N~ R) oberhalh E,, invem 
wir 5,N’, ==,N machen, fo tann vie zugehörige Collineationsaze offen- 
bar nicht zwiſchen Z, und N’, liegen, weil fouft rie Aufeinanderfolge der 
Homologen Punkte auf dem Collineationsftrahl (£,—N’,) nicht viefelbe 
wire. Es fann alfo die Stree E,T, (vgl. Fig. 84.) von N’, nicht nach 
N’,X”, abgetragen werden, indem dann Puuktreihe (=,-X”,), 
E, T,X", W (2,-X",), Eo XN’, fein müßte, was bet 
der dann flatt habenden Wufeinanderfolge der Punkte unmöglich iſt. 
Es fann alfo die Collineationsaze nicht die Lage o’, haben, fondern es 
mug die Strede FT, von N’, aus nach X’, abgetragen werden, 
fo dag die Axe in oy liegt. Oa mun jest N’, umd T, auf die 
endlice von ES, und X’, begrengte Strede fallen, fo ift nad) Lehre 
fay 12. die perfpectivifche Lage der Syſteme entgegengefegt. Legt 
man im Salle I. bie (N-R) a) unterhalb 2, nach p’,, fo fann 
die Stree ZT, von N, nicht nach X”, abgetragen werden, weil 
ſonſt die Uufeinanderfolge der homologen Puntte geftirt wiirde, ſondern 
fte mug von N, nach dev anderen Seite getragen werden, und zwar 
mug man dann die frühere Collineationsaze c, wieder als Collineas 
tionsaxe erhalten. Denn, ſchneidet (2,—N,) die o, in X,, fo ift, 
went man das Parallefogramm =,T,T,8, conftruivt hat, $,56, 
=2,N,; es ijt aber and EN, =2,N,=—8,96,; alfo ift N90, 
= 2,8, oder, da offenbar 8,2, = 2-2, 7, ift, N,9t, = 2-2, T,. 
Es ijt aber der Couftruction nach 96,X, = NX, =2,T, =8,T, 
=2,T,, alfo iſt NX, — 2,T,. Es fällt demnach die zum Collie 
neationscentrum 2, gehivige Axe wieder nad) o,, und, da N, und 
T, auf der endlicen von Z, und X,, begrengten Strede liegen, 

Weifenborn, Projection. 11 
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ift die Collineation entgegengefegt. Ebenſo überzeugt man ſich, dag, 
went man (N—R) 6) oberfalb ©, nach p’, Legt, die damn fic) erge— 
bende Collineationsaxe mit dev früheren o, gufammenfallen mug. Da 
zugleich dann N’, und T, auf der unendlichen von S, und X’, bee 
grengten Strecke Liegen, fo mug nach Lehrſatz 12. die perfpectivifde 
Lage der collineaven Spfteme einftimmig fein. Faffen wiv diefe Ver- 
Haltniffe gufammen, fo erhalten wir die Ueberſicht: 

A. Centrum = (Gig. 84.) in B, (Fig. 86.) und zwar: 

a) Axe o (Fig. 84.) in o, (Fig. 86.) Collineation einſtimmig, 

oo ” no ” ” entgegengeſetzt. 

B. Centrum = (Gig. 84.) in Z, (Fig. 86.) und zwar: 

a) Ue c (Gig. 84.) in o, (Fig. 86.) Collineation entgegengefest, 
no ” nos ” ” einftimmig. 

Es könnte endlich der Gedanke erwachen, al ob man andere 
GColfineationscentra und Collineationsazen, als die zwei genannten, 
erhalten könnte. Gest namlich Hatten wir in den Vierecken ABCD 
und A’B/C'D’ die Gegenpuntte anf den in A und A’ convergivenden 
Geraden (A~B), (AC); (A'~B), (A-0) gefucht und über LM, 
IJK! Dreieke conftruivt. Es wave nicht undenfbar, dag man andere 
Centra und Axen erhielte, wenn man die Gegenpuntte auf zwei in einem 
anderen Puntte, 3. B. in B, B' convergivenden Geraden (B—D), (B =F); 
(BY-D), (BY- F*+) fuchte und, wenn L,, M,; J’, K’, (Big. 84), 
diefe Puntte find, über L,M, ein Dreieck L,Z,M, ~ AJ’, BK’, 
iiber J’,K’, ein Dreied J’,8’,K’, ~ L, BM, conftruivte. Es läßt 
fich jedoch leicht zeigen, daß fid) dieß nicht fo verhalt. Denn zunächſt 
miiffen mn L,, M, die Durchſchnittspunkte von (L-M) oder m mit 
(B—-D), (B—F); J’,, K’, die Durchfdhnittspuntte von (I'— K) oder 
p’ mit (B’-D’), (BF) fein, da e8 in jedem Syſtem nur eine 
einzige Gegenaye nach § 7. Lehrfak 20. geben kann. Gind mun 
N,, R, die Durchſchuittspunkte von (vs—-®), (~-F) mit (N-R) 
und zieht man (Z—N,) fo mug, da (N—R) eine Gegenaze ift, (Z—-N,) 
|| (B-D) fein, invem (2-N,) die (BD) im unendlich entfernten 
Punkt treffen mug; ebenfo ijt (2-R,) || (B-F), alſo, ba (N,-R,) 
| (L, =) fff, wenn man fich (2-R,) gegogen denft, AV N,=R, 
~ AL, BM,. Wegen der oben nachgewiefenen Congruenz dev durch 
die Punkte -b, vb, ©, O und A’, BY, C’, D’ beftimmten Syſteme aber, 
ift A N,=R, SAI’, 8K’,, alfo ift aud AJ’, 8K’, ~ AL,BM,. 
Conſtruirt man alfo itber J’, K’, ein Dreieck J’,8’,K’, ~ A L,BM,, 
fo mug 8’, nad 8’ fallen, wenn man nämlich den Winkel BL,M, 
an J’,, den Winkel BML, an K’, anfegt und gwar an der linken 
Geite von J’, K’,. In einem anderen dev vier möglichen Fille kann 
auch 8’,nach dem Punkte 8’, (Fig. 85. IL, III.) fallen; jedenfalls aber 
mug e8 nach dem Punkte 8, den man unter gleichen Vorausſetzungen 
erhalten hat, indem man iiber J’K’ ein Dreied ähnlich LMA cone 
firnirt, fallen. Ebenſo ift, wenn man fic) (©-M,) und (2-L,) gee 
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zogen denkt A L,=M, (Big. 84.) ~ AN, WR,, alfo A L,2M, 
~ AJ’ BK’, ; conftruirt man alfo itber LM, ein A L,2,M 
~ AI, BK’, fo fällt B, nach & oder nach 2, (Fig. 85. IL 
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1, IV.), 
jedenfalls in denjenigen der zwei Punkte Y,, Dz, den man erbalt, 
wenn man unter denfelben Vorausſetzungen uͤber die Lage der Wintel 
AK’ und AK’ über LM ein Dreieck LME ~ A J'K’A’ con 
ftruirt. Man erhält alfo, man mag, ftatt die oben angegebene Con- 
ftruction in A zu vollziehen, fie in ixgend einem anderen Punlte machen, 
ftets nur diefelben zwei Collineationscentra und ebenfo diefelben zwei 
Collineationsaxen. Man hätte alſo, da nichts darauf anfommt, dag 
man die Conftruction gerade an A macht, ftatt ver Punkte A, A’ 
aud) andere nehmen, alfo ein anderes Baar Bierede, etwa BCDP 
und BYCD'P’ nehmen, und die Conftruction an B machen können; 
und da nichts davauf anfommt, daß dies gerade an B gefcyehe, anjtatt 
B einen anderen Bunt, etwa Q, alfo ein Baar anvere Vierecke CDPQ 
und CD'P'Q’ wihlen und die Conftruction an C machen finnen; 
und ebenfo hatte man auch ftatt C und ftatt D andere Punkte, alfo 
jedes belicbige Paar homologer Bierede wihlen finnen, und hatte 
ftets eines ber zwei Centra F,, E, und cine der gwei Aen oy, oy 
erhalten. Man erhalt alfo den 








Wenn von 


17. Sehrfab. Wenn von | 
einem Paar ebener collinea- 


rev Shfteme das eine feine | 


Lage nicht ändert, fo Lape 
fic) das andere fiir gwei 
Punkte D,, E,, als Collinea- 
tiongcentra, und zwei Gee 
vabe o,, cy, al8 Collinea- 
tionsaxren mit dem erften in 
perfpectivifde Lage brine 
gen, und gwar fiir: 

Centrum >, uArec, odercy; 


wn By oy O35 
je nacdem die Collineation 
entgegenfegt ober einftims 


mig werden ſoll. Sowohl 
bie einftimmige, als die ent- 
gegengefegte Sage faun auf 
zweierlei Weife hervorge- 
bracht werden. Fig. 86*). 





*) Die von Witzſchel in feinen: 


17. Lehrſatz. 
einem Baar ebener collinea- 
rer Shfteme bas eine feine 
Lage nicht dndert, fo läßt 
fich das andere fiir zwei Ge— 
rade o,, o,, al8 Collinea- 
tiongazen, und gwet Punkte 
Ey, Yq, als Collinentions- 
centra mit dem erften in pers 
fpectivifce Lage bringen, 
und gwar fiir: 

Axeo, u Centrum >, oder, ; 

wy Te » zy on 253 
je nachdem die Collineation 
entgegengefegt oder einſtim— 
mig werden foll. Sowohl 
die einftimmige als bie ent- 
gegengefegte Lage fann auf 
zweierlei Weife hervorge- 
brat werden. Fig. 86*). 





„Grundlinien der neueren Geometrie“ 


angegebene Methode, zwei collineare Syſteme in perſpectiviſche Lage zu bringen, 

(§. 176) ift offenbar unriditig. Denn um iibergengt yu fein, dag ber Puntt P, 

ber auf die am angezogenen Orte erwähnte Methode gefunden wird, das Collineas 

tionsegnteum fei, wire erft nod) gu betwelfen, baf auf jeder der dafelbft erwähnten 
ue 
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Man fieht ferner au Fig. 83a., da bund b’ ein Paar homologer 
Gerader der beiven perſpectiviſch liegenden collineaven Syſteme find und 
nach § 1. Lehrſatz 11. der Strahlbüſchel BPbb’s jeden Collineations- 
ftvahl <, y, 6.... conform theilt und an Sig. 83b. da B und B’ ein 
Paar Homologer Punkte der beiven perfpectivifd) liegenden collinearen 
Shfteme find und nad § 1. Lehrſatz 11. alle durch die Punttreihe 
BBBB’'S gehenden Strahlen, fie mögen von einem Colfineationspuntt 
E, T, A.... ausgehen, von welchem fie wollen, conform find, fogleich 
bie Richtigkeit des Sages ein. 


18. Lehrſatz. Das Doppel-| 18. Lehrfak. Das Sinus: 
verhaltnif derjenigen Bunft- | Doppelverhältniß derjeni— 
veihen y2CCT; oO 2FFA;| gen Strahlbifdhel Pecc'y; 
e2HE’E; .... weldes von dem | A,cffd; Ecee's;.... welches von 
Collineationscentrum =, den | der Collineationsaxe o, den 
Durchſchnittspunkten C, C; Verbindungsgeraden c, c%; 
F, F'; E, E.... deffelben Paares | f, £5 e, e;.... deffelben Paares 
homologer Geravder b, b’ mit | homologer Punfte B, B’ mit 
pen Gollineationsftrahlen, | den Collineationspunften 
und dem jedem Collinea-|und dem jedem Collineas 
tiousſtrahl y, 6, gugehi- tionspunkt T, A, E...., gue 
rigem Collineationspuntt | gehdrvigen  Collineations- 
T,A,E, .. gebildet wird, ift | ſtrahl y, d,¢,... gebilbet wird, 
für alle Collineationsftrah- iſt fiir alle Collineations- 
fen gleich. Es ift alfo: punkte gleich. Es iſt alſo: 
























SC EC EF Se since singe’ sin in of” 
PC ‘TC ~ Ar’ ar sin ye * sin po’ — sin 7 sin yt’ 
Big. 83a, | __ singe , singe! 

i sin p y 








Big. 88b. 


Gs können mun bei der perfpectivifcen Lage ebener Syſteme 
noch eit Baar befondere Fille eintreten. Es foun nämlich 

1) Das Collineationscentrum in das Unendliche rücken. Fig. 
87a. 8Tb. Gn diefem Falle werden ſämmtliche Collineationsſtrahlen 
a, By... parallel. Gind nun s und s’, oder f und f’, oder t und 
t etc. ein Paar homologer Geraver, fo muß dev unendlich entfernte 
Punkt, 3. B. auf s, da ev der Durchſchnitt von s mit einem in un- 
endlicher Ferne liegenden Collineationsftrahl ijt, pent unendlich eut— 


durch denfeltien Bunk P gehenden Verbinduugsgeraden DD’, aa’, BE’, py! ber ho⸗ 
mologen Punlte D, D'; a, a; P, B's y, y5 je noch ein Paar Homologer Punkte 
fid) befinde. Denn offenbar wire erft Dann dargethan, dag fede diejer Verbin- 
Dumgsgeraden eine ſich felbft Homologe Gerade der Leiden collinearen Syſteme, und 
affo ibe Durd[guittspuntt P der Sdjeitel eines fic) felbft Homologen Suahlbüſchels 
wire, Diefes ft aber a. a. O. nidt bewiejen, und laft fi and nidt bee 
weifen. (Mt. vergl. ibrigens Magnus: Sammlung von Äufgaben und Lehr- 
ſätzen ans der anaihtiſchen Geometrie““. §. 13.) 
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fernten Punt auf s’ homolog fein; ebenfo der umendlich entfernte 
Punkt auf ¢ dem auf /’, der unendlic) entfernte Punkt auf t dem auf 
tu. ſ. w., es werden alfo alle homologen Geraden, 3. B. s und s’, 
(und (? u. ſ. w. in homologen Puntten A und A’, B und BY, C und 
C,.. F ud F, Gund G’,.... proportional getheilt nach § 3. 
Lehrfag 22., 25. Wir erhalten alfo auf diefe Weife ein Paar von 
Shftemen, in denen jedes Paar homologer Gerarer, 3. B. s, 8%; 
t, v5 [, [5 ete. proportional getheilt ijt, und die daher von dev bisherigen 
Vetrachtung durch den § 7. Lehrſatz 5. ausdrücklich ausgeſchloſſen 
worden waren, da von einem Paar folder Shfteme die im Friiheren 
ausgeſprochenen Sige nicht behauptet werden finnen. G8 ift demnach 
natiirlich, daß wir diefen befondeven Fall mit einem befouderen Namen 
belegen, Wir fagen daher, indem wir bemerfen, daß die Proportio- 
nalitit ein befonderer Fall der Conformitit ijt, indem wir uns an 
die gweite in § 7. Erklaͤrung 6. aufgeftellte Definition von ,,collinear” 
batten. 

19. Erklärung. Iſt in zwei collinearen Syſtemen 
jedes Baar homologer Punktreihen proportional, fo 
heifen bie Shfteme offin, 

wobet es freilich, wegen des Lehrſatzes 5. in § 7. fich ereignen könnte, 
daß wir hier mit ber evften der in § 7. Erklärung 6. ausgefprocenen 
Definition in Widerfpruch kämen. Denn, wie dort § 7. Lehrfa 4. 
gegeigt wurde, ift dle Eigenſchaft, in perfpectivijce Lage gebradht 
werden zu können, eine nothwendige Folge von der Conformitit homo- 
loger Punttreihen in zwei Spftemen, e8 faun dieß aber nicht behauptet 
werden, wenn die Conformitit den fpeciellen Charakter der Proportionae 
lität annimmt. Wir haben alfo, uns an die gweite, mehr arithmetiſche, 
Definition haltend, gleichwohl Spfteme, in denen jedes Paar homologer 
Punktreihen proportional ijt, fiir eine befondere Art der allgemeinen 
Gattung der ,,collinearen” Syſteme erklärt. 

Da der Sak, daß jedes Paar Homologer Punktreihen proportional 
iff, unmittelbar aus der Definition hervorgeht, können wir aljo fagen: 

20. Cehrfak. In affinen Syſtemen find die unend- 
lich entfernten Punkte jedes Paares homologer Punkt— 
reihen homolog. 

In Fig. 87. liegen mun die beiden Syfteme fo, dak bie Vers 
bindungsgeraden jedes Paares homologer Punkte (AA, (B-B), 
(C-C’), u. f. w. parallel find. Affine Syſteme können nun aller 
dings fo liegen, aber fie miiffen nicht. Wir ftellen daher die 

21. Unfgabe. Zwet affine ebene Syſteme in belie- 
biger Gage gu conftruiren. Fig. 88. 

Auflöſung. Da die Proportionalitét nur ein befonderer Fall 
der Conformitit ift, fo finnen wir die zu § 7. Anfgabe 12. gegebenen 
Auflofungen wieder benutzen, natürlich jedoch nur die unter 1. aufge— 
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führten, indem dev Charakter gweier Syſteme, als ,,affiner”, nur von 
ber befonderen Eigenſchaft der Punktreihen abhdngt, während den 
Strahlbüſcheln feine befondeve Eigenſchaft zukommt. Man ziehe daher 
a) zwei Paar proportionale Punttreifen von einer unbegrengten Anzahl 
von Punkten, 3. B. Fig. 83. Punktreihe s, ABCD. on s,A'BICD'E... 
Oj [rlVKOWME .....00 A fib/C/O'E’,... o0 jiehe die fic) aus 
ihnen ergebenden Geraden (A--), (A’-&'); G20) (C'-C); 
(so B), (#'—B’)...., fo folgt, da die Punktreihen s und s’, ( und f’ 
proportional find, Proportionalitit aber nur ein fpecieller Fall von 
Conformitit ijt, ebenfo wie § 7. Aufgabe 12. Auflöſung 1. a) gegeigt 
wurde, dag auch auf jeden zwei homologen Geraden 3. B. (&—B), 
(#’—B’) conforme Punktreihen entftehen. Es ift aber jet nachzu— 
weifen, daß diefelben auch alle proportional find. Zieht man gu 
dem Zwecke (Ab) und (C-0); (A’~&’) und (C’-C’), fo ift nach 
§ 1. Lehrfag 8. 
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AG ~ 80° BA xo = 

80 yor 
ober: = * 

SC SC 

se Me! 
alfo: =i i— 

SC AC 

se Sih’ BA’ 
oder: = toe . 

SC Web! CA 





Olas 
EX Wa! Ca 
ba s,ACEo F s',A’C'E'00 ; (bOHoo A [b'O'H’ co ift; alfo ift aud: 


Nach der Borausfegung iſt aber 




















se eo 
Gs ijt ferner nach § 1. Lehrjag 8. 
he Sb EC WC! Sb! EO! 
ae = si ne pe = sy" We" 
J Sto SM! 
worans folgt: ua > war 


Es find alfo auch die Geraden (A) und (A’—&’); (020) 
und (C’—2’) proportional getheilt, ober es ift auf ihnen Punttreife 
SA co WSw'A’o, SSC ao A Se'C' wo; ganz ebenfo Lipt fic 
zeigen, da auch auf (B—%) und (B’-wW’), (D~®) und (D’- 0’) 
Punttreihe SvsBoo A Suw'Bloo; SDOo A sD'O'm, dag auf 
(A-&) umd (A’—-b’), (B=) umd (B'-ab) auch Punktreihe SLA 
wo A CIA’ co; BibBoo A Gr'B’ oo u. f. w. ift. Oa die Puntt- 
reife GLA co mit der Punktreihe SLA co drei Punkte K, A, wo, 
bie Punktreihe Glb/A’oo mit S’b’A’ oo drei Bunfte &, A’, 
vie Punktreihe GvdB oo mit SvBoo die Punfte vs, B, oo, die Punft- 
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reife Gb'B’ oo mit S'VW/B’ oo die Puntte wW’, Bi, co gemein hat, fo 
folgt aus § 2. Lehrſatz 12,, daß auch Punktreihe SEA oo F G''b'A’ oo 
und Punktreihe SGUB co A S'B'vd’B’ co iſt. Chenfo läßt fic) zeigen, 
dak anc) OOD oe A VD o und alfo SOO®D w 7 S/0'D'D' 0, 
pak OLA co FH OWA’ co und alfo OFLA co TN O'C'M'A’ co ift. 
Ferner fieht man aus § 1. Lehrſatz 8, indem man vd ftatt des dor- 
tigen A, @ ftatt B, A ftatt A’, B ſtatt Bi, M ftatt 8, E ftatt S 
fet, dag Bunttrethe MubA oo A Mvb’A’co umd daß MNwA c 
FH MN WA’ o, MQEBo A MQ’ o iſt u. ſ. w. Man ere 
Halt alfo Lauter proportional getheilte Gerade, die wieder durch Ver— 
bindung dev verfehiedenen Punkte andere ebenfalls proportional getheilte 
Gerade erzeugen, folglich zwei affine Syſteme. Nach § 2. Lehrfag 12. 
ift nun die Conformitét ſchon durch drei Punkte beftimmt, fo dag man 
alfo, wenn nur drei Buntte A, B,C; A’, BY, C’; cb, vb, 2; LW’, vb S', 
auf s, 8’, f, ” gegeben find, gu jedem Punkt D der s den entfpredjenden 
Punt D’ dev s’ uw. f. f. finden foun, Man farm alfo 6) zwei nur 
vrei Punkte enthaltende Punttreihen als gegeben anfehen (vergl. § 7. 
Aufgabe 12. Auflöſung 1. 6)). E8 iſt indeſſen dabei zu berückſichtigen, 
daß ba die Punktreihen nicht conform im Allgemeinen, fondern fpegiell 
proportional fein follen, die Buntte, 3. B. A, B, OC; A’, BY, C3 
ch, Ub, S; A, wh’, OF nicht ganz willkürlich gewahlt werden diivfen, 
ſondern fo, Dob GS = ori Se = ow ift; aber ſelbſt dann findet 
noch ein Uebelſtand ftatt. Es muß nämlich, da der Punft E homolog 
EY fein foll, zugleich auch den Bedingungen genitgt werden: # = a 


e8 fan alfo aud) E und E’ nicht beliebig angenommen 





werden. Dies wird indeffen vermieden, wenn wir 3. B. ftatt der 
Puntte B, B’ auf s, s’ die Punkte E, P' und ftatt der Punkte vb, vs’ 
auf f, ( ebenfalls die Punkte E, P' oder &, € wihlen. Wir können 
alfo (vgl. § 7. Aufgabe 72. Auflöſung 1. 6)) ein Paar affine Spfteme 
conftruiven, wenn auf s und s’, ( und (’ nur gegeben find die Punkt- 
reihen s,ABE und s,A'B/E’; ſbube und fbew'e’, Man fieht alfe, 
daß man nicht, wie in g 7. Aufgabe 12. Auflöſung 1. y), zwei bee 
liebige vollſtändige Vierecke affin auf einander begiehen kann, fondern 
nur folche Vierecke ABrs%, A’B/'b’, von denen man fid) verfidjert 
hat, dag der Durchſchnittspunkt E und E’; von (AWB) und (ev); 

‘ BS Rov abr 
(A’~ BY) und (sb? ab)), fo gelegen iſt, daß = = ae und he = Pw 
iſt. Iſt dieß aber, fo erhält man durch Ziehen aller durch die Bierede 
AB, AB's" hervorgerufenen Geraden lauter Punttreihen, die in 
homologen Punften proportional getheilt find, und jede Gerade ſchneidet 
bie s und f, s und (” in einem folchen Punkt, daß er der entſprechende 
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in den proportionalen Punktreihen s,ABE oo 7 s,A'B'E! 00; [bide oo 
GAL fo! G Bt! 
WK few'e’co ijt Denn, daß 3. B. = ” 


a Ga) Ge oy 
ſich verhilt, beweift fic) gang wie oben bet a) gezeigt wurde, Mach 
demfelben Gage § 1. Lehrſatz 8., dev ebenfowohl gilt, wenn die pro- 
jicivenden Geraden auf derjelben Seite des Gefichtspuntts, 3. B. von 
G fiegen, oder wenn fie auf verſchiedene Seiten des Gefichtspuntts, 
3. B. von DY fiegen, Hat man ebenfo, wie oben bei a) gegeigt wurde, 
Da Vee? Dis —s Wa. . , 
ap > pe) MA > Ae Biehen wir mn (G-Y), (B'-V); 
6—E), (6'—E), fo ift dev bet ©, Y” entftehende von (D—A), (W-F) 
-B), (W-B); (A), (FP), (YB) (YE) gebilvete. 

trablbiifchel harmonifd), alfo aud) Punktreihe s,AFBE und s',A'F’B’E’ 
harmoniſch, alfo sAFBEX 8 A’F'B'E’; es verhält fic) alfo 
_ AF AE! 
=F" BE 
Punttreihe (WIE harmoniſch und VW fe’Frw'e’, alfo auch, ba x 
__ WE! itt AF IG" 
= wo tb ag wer 
Biereden ABrsv, AB'ub'A“ erzeugten Syſteme conſtruirt, durch jedes 
Paar homologer Gerader (GE—VY) ein Paar homologe Puntte F, F'; 
G, § dev proportionalen Punktreihen auf s, 8’; f, f’. Es ift ferner 
der bet E und E’ entftehende von s, (W—E), f, (G—E); 8, (W’-E+) 
f, (GE) gebilbete Strahlbüſchel harmoniſch, alfo Punttreihe AMM 
Ap ay’ A@ 
BD = wy RD 


AF AE 
BF BE 
AE AE, F AF AF’ . 

BE = PY ift, fo ift auch BF Pr? ebenfo ift 





und ba 





Man erhalt alfo, wenn man die von den 


harmoniſch und conform AM’, alfo, da 


= — Qn demſelben Strahlbüſchel iſt ferner Punktreihe OUXB 
i = GW X'B!, WE Wer wx 
harmonifd und A S'X'B!, alfo da wpe ™ and BX 


= — ebenſo iſt Punktreihe SLYA harmonif und VW G&/Y'A, 
AG sh’! oY 
alfo, ba xe = vwar, aud) sy = 5 u. ſ. w. Man fieht, wie 
fic) dieß fortfegen läßt (ogl. § 7. Wifgabe 12. Auflöſung 1. y)) und 
daß durch die Conftruction aus den Vierecken ABs, A’B’vy/&’, ine 
dem man (A- V), (A’-D); (GE), (G'-E); (Y-E), (YE) ete. 
zieht, auf jedem Baar homologer Gerader proportionale Punktreihen 
AVM, AW’; BKwE, BX W's’; AYA, AV’; ete. 
entftehen, dag man alfo ein Baar affine Shfteme erhalt. Wir Hatten 
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alfo jetzt die bret Puntte A, B, E auf s; -e, vb, € auf f; A’, BY, EY 
auf 35k’, wy, E auf (” angenommen. Nichts Hindert aber, ftatt 
3. B. dev Punkte B, B'; ws, vw’, die unendlich entfernten Punkte von 
8, 83 f, {' angunehmen, oder mit anderen Worten, nur drei Punkte 
eines jeden Spftems, nämlich A, E, (ober €), des erften, A’, E’ 
(oder €), <b! des zweiten Syſtems willfiirlic) gu wahlen. Bu jedem, 
auf s ober ( weiter angenommenen Bunft 3. GB. B, v, des erften 
Shftems giebt es dann nur einen eingigen Punkt B’, vs’ des zweiten 


Bp Ab lh! J 
Syſtems, da die Gleichungen 3— *— erfüllt ſein 





"Ea Ear 
miiffen. Will man nicht, wie bisher angenommen wurde, beide Syſteme 
jugleich entftehen Laffen, fo conftruive man 6) erſt cin beliebige’ Syſtem, 
nehme dann zwei Gerade s’ und (’ an, die fic) in ſchneiden, und 
fee feft, die Gerade s’ folle homolog fein ixgend einer Geraden des 
erften Shftems, 3. B. der s; (’ folle homolog fein einer anderen Gee 
vaden f; alfo E’ homolog dem Durchſchnittspunkte E von s umd f. 
Auf s’ nehme man einen beliebigen Punkt A’ an, und fege feft, diefer 
folle homolog fein irgend einem Punkte auf s, 3. B. dem A; ebenfo 
nehme man auf (’ irgend einen Punkt -b’ an und fege feft, diefer folle 
homolog fein ixgend einem Punkte auf f, 3. B. dem &. Iſt mn B 
ein Punkt auf s, vd auf (, fo conftrnive man mm auf s’ und f’ je einen 
foldjen Punkt BY, ab', daß XB aw, ehh _ eth ift und conſtruire 
0 daß oy = es ay = ine iſtm 
das von dem volfftindigen Viereck ABVd% erzeugte Syſtem, fo ijt dies 
dem erften affin (f. Uufldfung 6)). Man kann alfo zu jedem belie- 
gen Shftem nicht bloß eins, fondern unzählig viele affine Syſteme 
conftruiren (vgl. bas oben über colfineare Syſteme Gefagte). Man ere 
Halt alſo nach dem Borigen den 


22. Lehrſatz. Das gueinem 
gegebenen Syſtem affine 
Syſtem ift vollftindig be- 
ftimmt: 

a) wenn von beiden zwei 
homologe proportionale 
Punktreiben gegeben find 
s,ABC....0 A sA’BIC’.... 00 


0 








6) wenn von beiden je zwei 
Richtungen s, 8 f, und auf 
jeder zwei Punkte A, B; 
A’, BY; db, wh; be’, ws’ gegeben | 
find, und feftgefegt ift, daß 
A’ vem A, B' dem B, W dem 





A, We! dem Vd, (s/f!) oder HY 


22. Lehrſatz. Das zu einem 
gegebenen Syſtem affine 
Syſtem iſt vollſtändig be— 
ſtimmt, wenn von beiden drei 
Gerade a, a, e; a’, «, e', gee 
geben find, die nicht durch 
einen Punkt gehen, und bee 
ftimmt ift, daß a’ ber a, ow 
ber «, e ber e homolog fein 
folle; oder 


Das gu einem gegebenen 
Spjtem affine Syftem ift voll. 
ſtändig beftimmt, wenn bei— 
den zwei homologe Dreifeite 
aew, a’e’a’ gegeben find. Sig. 
88. 
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dem (s'f) oder E homolog 
fein folle, und wenn zugleich 








die Bedingung erfillt ift 
A AE yy OE we 
pe pe 8"? ao = ay? 


y) wenn von beiden drei 
Punkte A, &, EB, A’, ww, BY 
gegeben find, die nicht in 
einer Geraden liegen, und be- 
ftimmet ijt, daß A’ bem A, 2! 
bem sb, E’ bem EB homolog 
fein folle; oder: 

Das gu einem gegebenen 
Syjtem affine Syſtem ift 
vollftindig beftimmt, wenn 
von beiden zwei homologe 
Dreiede AE, ATA gege— 
ben find. Sig. 88. 


Hievaus folgt unmittelbar ver 


23. Lehrfag. Wenn in zwei 
affinen Sh ftemendret Punkte 
des cinen Shjtems, die nidt 
auf derfelben Geraden liegen, 
A, E, %, je mit den Homolo- 
gen Punften A’, EH’, b’ des 
anderen Syſtems zuſammen— 
fallen, oder: 

Wenn zwei affine Syſteme 
mit einem Paare homologer 
Dreiede AHL, AH’, zuſam- 
menfallen, fo fallen beide 
Spyfteme fo gufammen, daf 
jeder Punkt und jede Gee 
rabe des einen, auf den ho— 
mologen Punkt und bie ho— 
mologe Gerade des anderen 





Syſtems gu liegen kommt. 


Perſpeetiviſche Lage der ebenen Syſteme. 


23. Lehrſatz. Wenn in 
zwei affinen Syſtemen drei 
Gerade des einen Syſtems, 
die nicht durch denſelben 
Punkt gehen, a, e, «, je mit 
ven homologen Geraden 
a’,e’,«’ Des anderen Syſtems 
gufammenfallen, oder 

Wenn zwei affine Syſteme 
mit einem Paare homologer 
Dreifeite aew, aea’, zuſam— 
menfallen, fo fallen beide 
Syſteme fo jufammen, daß 
jede Gerade und jeder Puntt 
des einen auf die homologe 
Gerade und den homologen 
Punkt des anderen Syſtems 
gu Ciegen kommt. 


Da ferner die Gegenaye eines Syſtems ſämmtliche Punkte ent- 
Halt, die den unendlich entfernten Punkten des anderen Syſtems ho- 
molog find, in affinen Shftemen aber nach Lehrſatz 20. die unendlich 
entfernten des einen den unendlich entfernten bes anderen homolog 


find, fo folgt: 


24, Lehrſatz. In affinen Shftemen liegen die Gegen- 
agen im unendliden Raume. 
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Da ferner nach Lehrſatz 20. die unendlich entfernten Puntte jeder 
wei Homologen Geraden homolog find, fo folgt, dak, wenn man in 
Gig. 88. durch irgend einen Punkt, 3. B. & eine Pavallele (fie mag 
n Heifen) gu ivgend einer Geraden, 3. B. gus gieht, und die diefer 
Geraden n homologe n’ im gweiten Syſtem fucht, da n || s iſt, d. h. 
die s im unendlich entfernten Punkt ſchneidet, auch n’ die s’ im un— 
endlich entfernten Punkt ſchneiden, alſo || s’ fein mug. Man fieht alfo: 

25. Lehrſatz. Sind in einem von gwei affinen Syfte- 
men zwei Gerade n, s parallel, fo find aud in bem zwei— 
ten Syſtem die ihnen homologen Geraden w, s’ parallel. 


Kehren wir mm wieder zur perſpectiviſchen Lage affiner Syfteme 
zurück, fo ift zunächſt far, dag das Colfineationscentrum im Unendlichen 
liegen mug. Denn lige es im Endlichen, fo wire auf jedem Collie 
ueationsftrahl a, in welchem zwei homologe Gerade beider Syfteme 
vereinigt find, das Centrum ein fich felbjt Homologer Bunt. Nach 
Lehrſaß 20. ift aber ſchon ver unendfich entfernte Punkt von a ſich 
felbft homolog, und nach Lehrſatz 3. kann es außer dem Centrum und 
der Axe feinen fich felbjt homologen Punkt geben. Nun fann nicht 
der unendlich entfernte Punkt jedes Collineationsftrahls auf ver Axe 
liegen, denn dieſe läge fonft felbft im Unendlichen und man erbielte, 
wie an Fig. 93. gezeigt werden wird, den fpectellen Fall der Aehnlich- 
felt. Wir ftellen zunachſt vie Bezeichnung feft: 

26. Erklärung. Liegen zwei affine Syfteme per- 
fpectivifd, fo fihrt die Collineationsaze o den befon- 
deren Namen: Wffinitdtsare. Die von dem unendlich ent- 
fernten, fic) felbft Homofogen Collineationscentrum 
ausgehenden, fic) felbft homologen Strahlen a, 6, y...., 
heifen: Uffinitatsftrablen, die fic felbft homologen Puntte 
A, B, Tu... dev Uffinitdtsave heifen: Affinitätspunkte. Das 
Collineationscentrum fann nidt bezeichnet werden, denn 
e8 liegt im Unendliden. Fig. 87a. 87b. 

Zunächſt entfieht nun die leicht gu löſende 

27. Unfgabe. Zwei perfpectivifd liegende affine 
Syſteme gu conftruirven. Fig. 87a, 87b. 

Auflöſung. Man giehe beliebige parallele Gerade a, B, y, d, cv 
nehme dann anf dreien devfelben, 3. B. auf 6, y, « Fig. 87a, 
876. beliebige zwei Punfte an, 3. B. Bound Bl auf 6; F und 
FY ouf y; E und E’ auf ¢ und ziehe (B-F), (B-E), (E-F), 

y-F), (BI-E), Q’-P), fo miiffen fic) (B-F) und (BF), 
B-E) ub (BH), (E~F) md (E’—-F’), ba ſich (B-B’), 
(F-F), (EE) in einem und demſelben (amendlich entfernten) Buntte 
ſchneiden, auf einer und derfelben Geraden o ſchneiden nach § 3. Lehre 
fog 13. Diefe ift die Affinitätsare. Nun find jede gwet von homo— 
logen Puntten (s-a) und (s’a), ( 6) und (s’B), (s*y) umd (s'*y); «a 
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Chya) und (+a), (FB) und (+B), (7) amd (fe yeuny (Era) und 
(tsa), (*B) und t'-B), (try) und t’+y)...., ausgehenden und fic 
anf o ſchneidenden Geraden, 3. B. e und e’, die von A und A’ ans: 
gehen und fich im Punft H der o ſchneiden, homologe Gerade. Ihrer 
fann man fo viele ziehen, als man will und man erhält fo zwei 
affine Syſteme in perſpectiviſcher Lage. 

Die perſpectiviſche Lage affiner Syſteme hat noch eine bemerfens- 
werthe Gigenfdjaft. Es feien B und BY, E und E’ irgend zwei 
Paar homologer Punfte, und man giehe (B—E), (B’—E’), fo ſchneiden 
fich diefelben jedenfalls auf der Affinitätsaxe o in O, Big. 87 a. 
87b., und es verhält ſich FP — 
—— oder = Ez Sind ferner 3. B. F und FY noch ein bee 
liebiges Paar homologer Punkte und gieht man (B- F) und (B’-F’), 
vie fich im Buntte E der o febneiden, fo hat mon 23 — EB, BB 


rr™ gr’ rr 
a alfo a me ober a x. Sind D umd D’ nod ein 
Paar homologer Puntte, fo folgt ebenfo, invem man (F-D) md 
GD) sieht, P= AP. Mam ſieht, wie ſich dieß fortſeben läßt. 
Zugleich iſt auch, wenn C und OC’ ein anderes Paar, mit F und ¥ 
auf demfelben Affinitätsſtrahl liegender Punfte ift, va ras fich felbft 
ok 20 
TF pe = 


OB BB’ OB BB 
op Wd ebenfo Fe = oy alfo ae 














homologe Collineationscentrum = im Unendlicjen liegt 


— rc 
* Fo wf w, fo daß man den 





re _ re’ TF 
TE rr oder ape 











Sag erhält: 

28. Lehrfak. In zwei perfpectivifd liegenden affinen 
SHftemen tft das Verhältniß ver Streden, weldhe auf 
einem Uffinitatsfirahl von einem Paare homologer 
Punkte und’ dem gugehsrigen Affinitdtspuntt gebildet 
werben, fiir alle Uffinitatsftrahlen und alle Paare ho- 
mologer Punkte daffelbe, alfo conftant. Es ift alfo 

BBOTF rc AD AG __EE 
BB’ Tr ~ TC AD’ ~ AG’ ~ EE’ 
Big. 87a, 87b. 


Es feien ferner BEF und BEE’ zwei homologe Dreiecke in 
zwei perſpectiviſch affinen Syſtemen, ihre Flächen migen begiiglich durch 
F, bezeichnet werden; die Flächen der Dreiecke BOF, ECF ſeien 
bezuͤglich F,, F,., die der Dreiecke BOV, HCE” bezüglich f,, f.5 
bas von B anf (C—F) gefällte Perpendifel habe die Länge H, ; 
bas von E auf (C—F) gefiillte die Ringe H,; bas von B’ und von 
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E’ auf (O- P) gefällte hat nun ebenfalls bezüglich die Ringe H,, 
H,; alfo if: #, = CF. ; 7, = OF. = OF. 5 








Pa 
f= OP 28; atfo iſt P= Ort; po cr ts; fotge 
tidy verhält fie) F == Gp. Es verhält fidh aber, da die Syfteme 
affin, C, C'; F, FY, homologe Punkte, Pein fic) felbjt homologer 
Puntt iff, TO:TF=TC':Tk, folglid TC: CR=LC': CF, oder 
es iſt oe = &. Diefer Werth ijt aber nad) Lehrfag 28. conftant. 
Man hat alfo den 


29. Lehrfak. In zwei perfpectivifd liegenden affinen 
Syſtemen tft das Berhaltnig der Fladhen F, 7 aller 
Paare homologer Oreiede, 3.8. BEF und BHF, conjtant, 
nämlich gleih bem Verhältniß ver Streden, die auf 
einem Uffinitdtsftrahl von gwei homologen Puntten und 
bem gugehirigen Uffinitdtspuntt abgefdnitten werden. 
Es ift alfo: 

Fre __rF__BB_ AD __ AG 
7 Fo = tr ~ By ™ Ay ~ ae 
Sig. 87a, 87b. 


Wir fahen oben, § 7. Lehrjag 16., dag zwei collineare Syfteme 
durch zwei Vierecke over Vierfeite beftimmt fein, und Lehrjag 15., dak 
fie perſpectiviſch Liegen, wenn ein Paar homologer volfftindiger Vierecke 
oder Vierfeite perfpectivifeh liegt. Gn Lehrſatz 22. fahen wir, dag 
zwei affine Syſteme durch ein Paar homologer Oreiede oder Oreifeite 
vollſtändig beftimmt find; es liegt mm der Gedanfe nahe, daß ſie fich 
in perſpectiviſcher Lage befinden werden, wenn ein Paar homologer 
Dreiecke oder DOreifeite fic) in perfpectivifder Lage befindet, und gwar 
fo, daß das Colfineationscentrum im Unendlichen liege. Hierüber haben 
wir uns Gewifheit zu verſchaffen. Es feien alfo BFE, BEE’ Fig. 89. 
wet Homologe Dreiecke gweier affiner Syſteme, und es feien die drei 
Berbindungsgeraven (B—B’), (F—F’), (HE) over 8B, y, «¢, parallel. 
Da diefelben alfo in einem und demfelben (unendlich entjernten) Punkte 
convergiven, fo ſchneiden fic) nach § 3. Lehrſatz 13. die Geraden 
(B-E) und (BYE), (B—F) und BF), (E-F) und ('-F) 
auf derfelben Geraden o. Wird nun (B—E) von y in O geſchnitten, 
und fucht man den ihm homologen Punkt C’ des gweiten Syſtems, fo 
mug fich verhalten Bes Be; e8 mug alſo (C—C’) || (B-B’) und 
\|(E-E) fein. Dies ift aber ſchon der Fall, da y |] 6 lo ijt, alfo 
ift der Durchſchnitt von y mit (B’—E’) ber vem Punkt C homologe 
C’, daher y eine fich felbft homologe Gerade, indem auf ihr die ho- 
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mologen Geraden (C—F), (CF) liegen. Zieht mat mut durch F 
eine Parallele zu (B-E), fo mug nach Lehrſatz 25. die homologe 
Gerade durch F’ gehen und parallel (B’—-E’) fein; zieht man durd E 
eine Barallele zu (B—F), fo muß nach Lehrſatz 25. die homologe 
durch E’ gehen und parallel gu (B’-F’) fein. Schneiden ſich alfo 
diefe durch F und E, durch FY und E’ gejogenen Pavallelen in K 
und K’, fo find dies homologe Punkte dev beiden affinen Syſteme. 
Schneidet nun ¢ die (F—K) in H, und die (F’—K’) in H’, fo ift 
gundchft im Parallelogramm BEKF, vie Länge EK = FB; KH 
= KF—FH = BE—CE= BC; / EKH= / FBC, alfo 
Z\ EKH & A FBC; ebenfo ijt A BK’ & A FBC; denft man 
ſich nun in dem Dreie FBC das Loth von B auf CF, im Dreied 
EKH, a8 Loth von K auf HE gefiallt, fo müſſen diefe gleich fein, 
wegen dev Congruenz ber Oreiede, ebenfo ijt pas Loth von K’ anf 
HE’ gleich bem von B’ auf CF. Die othe von B anf CF und 
von B’ anf CF’ find aber gleich, da B || y war; alfo find anc) die 
Lothe von K auf HE und von K’ auf H’E gleich, und aud) parallel, da 
beive 1 c ftehen. Alſo ift auch (K—- x) —E paler aud) (K-K’) || (E-E’) 
\|(C-C’). Es verbalt ſich alfo auch 2 as 7 is es find alfo aud) H und 
H’ homologe Punkte der affinen Syfteme, alfo ijt < eine fich felbft ho- 
mologe Gerade, da auf ihr die homologen Geraden (E~H), (E’~H’) 
vereinigt find, mithin ift dev unendlich entfernte Punt, da fich in ihm 
die fich felbft homologen Gevaden y unde ſchneiden, ebenfalls ſich felbft 


Homolog, und alfo &, y, « x, Affinitätsſtrahlen. Da fic) ferner e 








=yFo verhilt, fo mug © fich felbft homolog fein, ebenfo M und N, 
Es ift alfo o die Affinitätsake. Man hat alfo den 
30. Lehrſatz. Zwei affine Syfteme befinden fic in 
perfpectivifcder Lage, wenn zwei homologe Dreiece 
ober Dreifeite BEF, BEF, fo fliegen, daß die Verbin— 
dungsgeraden (B—B’), (E~E’), (F-F’) der homologen 
Geen durch einen und denſelben unendlid entfernten 
Punkt gehen, und alfo parallel find. Diefe Verbin— 
bungsgeraden find dann bie Uffinitdtsftrahlen; die Ge- 
rade c, auf der nad § 3. Lehrſatz 13. dte Durchſchnitts— 
punfte von (B~E) mit (BE), (B—F) mit (BF), (E-F) 
mit (H/F), liegen, ift die Affinitätsaxe. Fig. 89 
Mit Hilfe diefes Lehrſatzes finnen wir nfm auch vie Aufgabe 
gu löſen verfucen: Zwei affine Syfteme in perfpectivifde 
Lage gu bringen. Offenbar können wir die Auflöſung der Wufgabe 16. 
hier nicht anwenden, denn dieſe gründete fic) auf ‘Conftruction der 
Gegenaren und bei affinen Syſtemen liegen dieſelben nach Lehrſatz 24. 
im unendlichen Raume. Zugleich erinnert man ſich, dag nach § 7. 
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Lehrſatz 5. es überhaupt problematifd) ift, ob affine Syſteme fic) in 
perſpectiviſche Lage bringen laſſen. Wir haben alfo zunächſt die Frage 
gu beantworten: Laffen fic) zwei affine Syſteme ftets in per— 
fpectivifde Lage bringen? Da es nun gu jedem Syſtem unend- 
lich viele affine giebt, wie oben bemerft wurde, alfo auch die einem 
beftimmten Dreie ABC des cinen Syſtems homologen Dreiede A’B/C’ 
in den ihm affinen Syſtemen die verſchiedenſten Geftalten und Größen 
erhalten fonnen, da ferner nach Lehrſatz 30. zwei affine Shfteme dann 
perfpectivifd) liegen, wenn fie fic) in eine ſolche Lage bringen Laffer, 
daß die Verbindungsgeraden (A— A’), (B~B’), (C—C’) ber homologen 
Geen eines Paares homologer Dreiede ABC, A’B'C’, parallel find; 
fo fieht man, daß bie Beantwortung unferer Frage auf die Beant- 
wortung der Frage hinaus kommt: Laffen fic) zwei beliebige 
Dreiede ABC und ABC’ in cine ſolche Lage bringen, daß 
(A-A), (B-B), (C-C) parallel ift? Auch in diefer Form kön— 
nen wir bis jest noch nichts Beſtimmtes fagen, denn nach § 6. Lehr- 
fay 8. Laffen fic) gwar jede gwei Dreiecke fiir jeden Punkt, als Gee 
fichtspuntt in Projectionslage bringen, jedoc) nur fo Lange derfelbe 
fic) in endlicher Gntfernung befindet, was hier eben nicht ver Fall 
fein foll. Wir haben alfo unfere jegige Aufgabe fiir fich gu imter- 
fuchen. G8 feien mmm ABC und AB gwet homologe Dreiede in 
zwei affinen Syſtemen. Laffen fie fich nun zwiſchen drei paralfele 
Gerade a, 8, y, fo legen, daß A und A’ anf a; B und B’ auf 6; 
C und C’ auf y liegen, oder, daß a, 8, y bezüglich die Verbindungs- 
getaden (A—A’), (B—B’), (C—C’) find; fo müſſen fic) in den 
Syſtemen, fo lange fie noch nicht perſpectiviſch liegen, ſolche durch 
A, B, O; A’, BY, C’, gehende parallele Gerade a,, By, 713 Wy Bar Ya 
finden laſſen, dag der divefte Abſtand der Geraden a, von B, ebenfo 
grog ift als ber von a’, von 6',, und daß zugleich der direkte Abſtand 
der a, von y, ebenfo grof ijt alg der dev a’, von y, Big. 90. 
Denn dann Fann man das zweite Syſtem fo auf das erfte legen, daß 
a’, auf a4; By auf By; ¥, auf y, fallt, und es find alfo dann, 
ba A und A’ auf a,, B und B’ auf 6,, C und C’ auf y, ſich bee 
finden, und a,, B,, y, parallel find nach Lehrſatz 30., die Shfteme 
in perfpectivifder Lage. Es entfpringt alfo die Aufgabe, an gwet 
Dreieden ABC und AB'C ſolche parallele Gerade a1, By, y,, zu 
finden. Es läßt fich num leicht zeigen, daß dich nicht immer moͤglich 
iſt. Man überzeugt fid) hiervon folgendermafen: Man beſchreibe über 
den drei Seiten AB, AC, BC bes Dreieds ABC. Fig. 91. als 
Durchmeſſer Kreiſe, ziehe durch A, B, C die Parallelen bezüglich 
a, B, y und verfolge nun die verfehiedenen Verhältniſſe, die eintreten, 
je nachdem man diefelben in dev einen ober der anderen, Richtung 
jieht. Wir gehen von dem Falle aus, wo a, B, y fenkrecht auf AB 
ftehen. Dann liegt in unferer Figue y zwiſchen a und 8 und der 
direkte Ubftand der am weiteften von einander entfernten Geraden a 
von 6 ift gleich AB. Drehen wir jegt den Strahl a um A, fo daß 
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bas unterhalb AB liegende Stück AG’ von links nach redhts fic) fort. 
Bewegt, fo drehen fic) natürlich auch 6 und y, da fie mit a parallel 
fein follen. Offenbar bleibt y gwifden a und 6 fo Lange, bis a || BC 
wird, (indem es in die Lage (E—D) fommt), und alfo 6 und y mit 
BOC jufammenfallen. Dann ijt offenbar rer Abſtand des a von 6 
gleich BD, denn ver Winkel ADB fteht auf dem Halbfreis und iſt 
ein Rechter. Da aber AD || BC ift, fo ift aud) CBD = 90°, 
und gieht man von C nach dem Punkte H, in welchem die DA die 
Peripherie des Kreiſes ber AC ſchneidet, vie Gerade CE, fo ijt auch 
CE=BD. Gbenfo ift, wenn AG’ den Kreis über AC in G trifft 
und CG gezogen wird, 7“ AGC = 90°, weil ev über dem Halbtreis 
fteht, alfo auc) CG fentrecht auf AG, und da aud) AB fentrecht auf 
OG war, fo iff CG {| AB; ebenfo CH || AB; alfo fallt CH und 
CG in diefelbe Gerade GH, und diefe ift gleid) AB. Wir können 
alfo fagen: Drehen fich die Strahlen a, 6, y aus dev gu AB ſenk- 
rechten Lage bis in die gu BC pavallele Lage, fo liegt ftets y zwiſchen 
a und 6, a und 6 find die am weiteſten von etnander entfernten 
GStrahlen, und die direkte Entfernung derſelben nimmt ab von AB 
= GH bis BD=CE. Laſſen wir mm die Strahlen a, B, y, fich 
weiter drehen, fo daß alſo der untere Theil ves Strahls a rechts von 
AD fällt, fo find jegt a und y die dugeren und 6 der innere. Hat 
a noch die Gage AD, fo ijt die direkte Entfernung der äußeren a und 
y, da y mit CB jgufammenfattt nach CE== BD; fie nimmt offenbar 
zu, bis a, B, y fentrecht auf AC ju ftehen fommen, bis alfo a den 
Kreis über AB in F, y den Kreis iiber BC in J trifft, denn dann 
ift die Entferming des Strahls a von y gleic) AC. Es ift alfo dann 
ZCAF= 90°, aber auch /BFA = 90° als Winkel im Halbkreis; alfo, 
ba fowohl BE als CA ſenkrecht auf AF ſtehen, BF || AC; ebenfo ijt, da 
aud / ACII= / BIC= 90° ift, anc) BI || AC; alfo fallen BE und 
BJ in dieſelbe Gerade, und es ift AC=FJ und die Entferming des a und 
y hat alfo zugenommen von der Größe CE = BD bis anf AC = FU. 
Die Strahlen a und y bleiben nun die äußeren, wenn ſich a, 6, y, 
weiter brehen, fo Lange bis a und 6 mit AB, und y mit GH ju- 
fammenfatien, dann ijt die direlte Entfernung des a von y gletch 
AG = BH; es hat alfo die Entfernung des a von y abgenommen 
von AC = FU bis auf AG = BH. Bei weiterer Fortfegung ver Dre— 
hung werden 6 und y die duferen Strahlen, a der innere. Die divette 
GEutfernung der dufjeren 6 amd y ift alfo Anfangs gleich BH = AG. 
Sie waͤchſt offenbar, bis a, G, y, fentrecht gu BC werden, wenn alſo 
y nad) CE, 6 nach BD fallt; dann wird fie BC = DE. Bet weiterer 
Drehung bleibt noch eine Zeit Lang a der innere Strahl, fo lange 
némlich, bis a, B, y parallel AC werden, und alfo a umd y nad) AC 
zufammerfallen. Zugleich nimmt dabei die Entfernung des 6 von y 
wieder ab, indem fie guleyt den Werth CJ — AF befommt. Bei 
weiterer Drehung werden wieder a und 6 die äußeren Strahlen und 
ihre bivelte Entfernung wächſt offenbar fo Lange, bis a, 6, y ſenkrecht 
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auf AB ftehen, indem dann die aufängliche Entfernung AF = CJ 
auf AB = GH angewadhjen iſt. Hiermit find aber a, 6, y, wieder 
in die anfanglich angenommene Lage zurückgekommen. Um das bisher 
gefundene beffer überſehen gu können, bezeichnen wir kurz die divefte 
Entfernung ves Strahls a von 6, wenn y zwiſchen beiden liegt, durch: 
„Entfernung 4)6“, die divefte Entfernung dee Strahls a von y, wenn 
& zwiſchen beiden liegt, durch: ,,Cntfermmg aBy”, die direkte Entfernung 
des Strahls B von y, wenn a zwiſchen beiden liegt, durch: ,,Entfernung 
Bay’. Dieß vovausgefegt, können wir das Frühere fo zufammenfaffen: 
Gaifernung 
ayB nimmt ab von AB=GH bis BD=CE; wenn AD || BC 
aby » ju , CE=BD , AC=FJ; , AFLAC 
aby » ab , AC=FJ , AG=BH; , OG ]| AB 
Bay ,» ju , BH=AG , BC=DE; , BD_LBC 
Bay , ob , BC=DE , CJ=AF; , BJ || AC 
ayB » ju , AF=CJ , AB=GH; , AG LAB; 
oder es ift: 
die größte Entfernung ay8 gleid) AB = GH 
aby oy AG = BS 
Paar ” Bay » BC=DE 
vw Weinfte , ayB , AF over BD 
won ” aby » CE , AG 
non ” Bay » BH , CJ; 


Der über AB als Durchmeſſer conftruivte Kveis ſchneidet aber 
offenbar die BC im Fufpunfte bes von A anf BC gefillten Hihen- 
perpendifels. Denn heißt ver Durchſchuittspunkt M, und zieht man 
AM, fo iſt 7 AMB = 90°; ebenfo ſchneidet er die AC in einem 
Punkte N, welcher dev Fufpunft des von B auf AC gefällten Höhen- 
perpendifels ift; und ebenfo ijt CL bas von C anf AB gefällte Loth. 
Bezeichnen wir mum die Dreiecksſeiten AB, AC, BC begiiglich fury 
mit c, b, a; das von C anf c gefillte Loth mit h,, das von B auf 
b gefiillte mit hy, dag von A auf a gefällte mit ha; fo können wiv, 
da offenbar AF = CJ = BN, BD=CE=AM, BH=AG=CL 
ift, ben Legten Gag auch fo ausſprechen: es iſt 


I. 1) die größte Entfernung von ay8 gleich c; 














on on ” n By 4 db; 
3) on on ” nv Bay oy as 

IL. 1) ,,  fleinfte » » oy8 y» hg oder hy; 
2) on ” n» o8y » Ba whe} 
3) non ” n Bay on by ny De 


Gefest, e8 fei mm in dem Dreieck ABC des einen Syftems hy 
<hy, alfo ha bie fleinfte Entfernung von ayB; im homologen Dreieck 
A'BIC’ des zweiten Shftems fei h’,’ <h',’, alfo h’,’ die fleinfte 

Weipenborn, Projection. 12 
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Entfernung 4 und zugleich fet c’ > c und h’,’> c, fo leuchtet aus 
I. 1), IL Bb), ein, dag Sig. 91. durch die Eden A, B, C; A’, BY C” 
feine Geraden 2,, Bye 713 4, Bsr 74, ſo gezogen werden können, 
daß y, zwiſchen a, und By, y, zwiſchen a’, umd 6’, zu liegen 
fommt, und dag beim Aufeinanderlegen a’, auf a,, 6’, auf By, yy 
auf y, fallt. Denn folly, amd y, Zwiſchen a, umd B,, a’, und py 
gut liegen fommen, fo kann die gripte mögliche Entfernung ded a, vor 
B, nach I. 1) höchſtens =e fein; noch II. 1) aber mug die kleinſte 
migliche Entfernung des a’, von 6’, mindeſtens —h’y fein, (wenn 
biy <hb’y iff), Nun iſt aber ſchon hb’, > ¢ der Vorausſetzung nach. 
Es ift alfo unmöglich, die Dreiecke ABC, A’B’C’ in eine foldhe Lage 
gu bringen, dag (A—A’) B-B) || (C-C’) ijt und daß (C-C) 
zwiſchen (A A’) und (B—B’) liegt. Es finnte aber ſcheinen, als 
wire es dann immerhin noch miglic), die Dreiecke in ſolche Lage zu 
bringen, daß (A—A’) |] (BB’ |] (O-0) wire, wenn man nur (C-C’) 
gu einem der Gugeren Strahlen machte, indem man dret andere parallele 
Gerade 3. B. ay, Bor Yo} Aor Bar ¥. als Projectionsftrahlen 
nähme. Doch auch dieß zeigt jich fogleich als unmöglich. Denn, 
geſetzt, zwei Dreiecke BFE und BH’ Big. 89. ließen ſich fo in 
perfpectivifche Lage bringer, da’ (E—E’) einer der äußeren Parallel 
ſtrahlen ware, fo brandte man nur EK || BF, EK’ || BF’, FK || BE, 
PK’ || BE’ gu ziehen, fo waren nach Lehrſatz 20. auch EK und E’K’, 
FK und FK’ homologe Gerade, alfo K und K’ homologe Puntte, 
Viereck AEKE und A’E'K'E’ homologe Vierecke dev affinen Syſteme 
und (K~K’) || (B~B’) || (F-F) || (E-E’). Gs find aber der 
Gonjtruction nad) AEKE und AVE'K’E’ Parallelogramme, alfo 
ABFES A KEF, A BFE’ KEF, und in den Dreieden 
KEF und KET’ fiegt (E-E’) zwiſchen (K—K’) und (F-F). 
Man fieht alfo, dak, wenn die Dreiede ABC und A’B/C’ Fig. 90. 
fich in eine ſolche Lage bringen ließen, daß (C—C’) einer der äußeren 
Strahlen ware, fie ſich auch in eine ſolche Cage bringen laſſen müßten, 
daß es einer der inneren ware (wie man ſich in Jig. 89. BFE an die 
Stelle von KEF, BFE’ an die Stelle von KPF' gelegt denken 
fann), was dod) nach dem Borigen nicht miglic ijt; gugleich erhellt, wie 
fic) jeder dufere Punkt EF als ein innerer darftellen läßt, und umge- 
fehrt. Wir haben alfo im BVorigen einen Fall betrachtet, in welchem 
eS nicht möglich ift, zwei Dreiecke ABC und A’B'C’ in Projectionslage 
mit parallelen Brojectionsftrahlen gu bringen. Es ift übrigens fogleich 
aus dem Vorigen erfichtlich, dag, auch wenn im Dreied A’B/C’ h’y 
<h'y und jugleid) <e wire, daraus nod) uicht geſchloſſen werden 
fann, dag ABC und A’B/C’ fich in perſpectiviſche Lage bringen laſſen. 
Denn es ift nicht genug, daß fich ſolche Strahlen a,, 6,3 a’), By 
finden laſſen, dev Art, dag die direkte Entfernung des a, von B, 
gleich ift dev des a’, von B’,, und daß zugleich y, zwiſchen a, und 
B,, und 7, zwiſchen of, und 6’, liegt, fondern es muß auch zugleich 
bie direfte Entfernung des a, von y; gleich fein der des a’, von »,, 
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amd die bes B, von y, gleich der des 6', von 7’,. Die weitere 
Berfolgung dieſer Verhaltniffe ift indeſſen hier überflüſſig, denn es 
fam hier nur darauf an, zu unterfuden, ob zwei beliebige Dreiede 
ftets gwifden drei Parallele gelegt werden können. Daß dieß nicht 
der Gall it, iſt ſchon bewiefen, wenn aud) nur ein möglicher Weife 
eintretender Umftand nachgewiefen worden ijt, der die Auflöſung un- 
möglich macht. Wir können alfo nach dem Vorigen mit Rückſicht auf 
das an Gig. 89. Gezeigte fagen: 

31. Lehrſatz. Zwei beliebige ODreiede ABC und 
ABC laffen fich nit immer in eine ſolche Cage bringen, 
pag die Verbindungsgeraden (A—A’), (B-B’), (C-C’) 
parallel find. 

Gaffen fie fid aber in eine ſolche Lage bringen, 
daß 3. B. (C-C) gwifdhen (A-A’) und (B-B’) fällt, fo 
Laffen fie ſich auc. fo legen, daß (C—C% cine der äußeren 
wird; Caffen fie fic) fo legen, daß (C—C) eine äußere 
Parallele wird, fo laffen fie fic) auch fo legen, daw es 
cineinnere wird; Laffen fie fic) nicht fo legen, daß (020) 
bie innere Parallele wird, fo laffen fie fic) aud nicht 
fo fegen, daf e8 cine dufere wird; Laffen fte ſich nicht 
fo legen, daß (C—C’) eine dufere Parallele wird, fo 
finnen fie auch nidt fo gelegt werden, daß (020) bie 
innere wird. 

Zugleich folgt aus Lehrſatz 30: 

82. Lehrſatz. Zwei ebene affine Syſteme laſſen fid 
nicht immer in perfpectivifhe Lage bringen. 

Die Bedingungen, unter welchen dieß möglich ift, ergeben fic 
zugleich mit, bet der Auflöſung der 

33. Aufgabe. Zwei ebene affine Syſteme in per- 
fpectivifde Lage gu bringen, wenn es möglich ift, 

Auflöſung. Man braucht offenbar die Dreiede nur in eine 
ſolche Lage ju bringen, daß fie mit einem Paar homologer Puntte, 
3. B. A und A’ in einen Punkt A gufammenfallen, und daß zugleich 
B-B) || (C—C%) ift, Sig. 92. Schneiden fic) mm (B-C) und 
B-O) in I, fo ijt (A-T,) die Affinitätsare o,, denn man fann 
durch A noch einen Strahl a parallel (B—B’) und (C—C’) legen, 
a, B, y a8 Uffinitdtsftvahlen, A als einen Affinitätspunkt anſehen. 
Auch Faun man die beiden Dreiede zwiſchen den Parallelen a, B, y 
beliebig verſchieben, und fo, dag A und A’ immer auf a, B und B' 
auf 8, C und C’ auf y bleiben. Die Syfteme find aud) dann immer 
in perfpectivifcher Lage und ive Uffinitdtsaxe iſt ftets parallel der 
(A-T,) oder c,. Denn hat man 3. B. das Dreied A'B'C’ (ober 
ABIC) in die Lage s'v4'O’ gerückt, fo ſchneiden fic) immer noch 
(A-B) und (&/— 5‘), (A-C) und (&'-2’), (B—C) und (w/e) 

12* 
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auf einer und derfelben Geraden ¢ nad § 3. Lehrſatz 13. Zugleich 
ift, indem man das Dreieck AB zwiſchen Parallelen fortgeritet 
hat, aud) SL’ || CA; Ord’ || CB, vd’ |] AB’; umd es verbalt ſich 
eT: CL, = C2’: 00; A: CA = CO’: CC’; folglich CT: A= OT, 
: CA. Da mmandh /TC’A= /T,CA= (won BCA 
und OT || CT,, CAI CA ft, fo folgt, daß auch die dritten Seiten 
der Dreiede TSA und T,C’A parallel fein miiffen, daß alfo f || c, 
iſt. Dies gilt auch noch, wenn die Dreiecke fo gu liegen fommen, daß 
nicht mehr A und A’, fondern 3. B.C und C’ gufammenfatlen, wenn 
alfo das Dreied A’B’C’ in die Lage A”B’C gelangt ijt, Dann 
ſchneiden fic) (AB) und (A”-B”) in I’ Und ed verhilt ſich 
Br’: BA = B’r’: B”A”, ober da B’A” = BA iſt, BI’: BA 
= B’r’: BA, und aud), wegen der Aehulichfeit er Dreiecke B’ BI” 
und BBA, BY”: BA = BB”: BB’. Es verhält fic) aber ferner 
BB’:CC’= Br, :Cr,, over, va CC’ = AA” = BB” iſt; BB’ 
:BB” = Br, CP, folglic) BB’: BB” = Br, : BC over BB” : BB’ 
= BC: BF, alfo aud) Br”: BA = BC: Br, ober BI”: BC = BA 
BY, ; ¢8 ijt aljo, ba /“ CBY’= /T,BA ijt, A CBI’ ~ AT,BA, 
alſo (C—L”) || (ATT) oder o” |] o,. Man fieht alfo, daß, wie behauptet 
wurde, bie Dreiece, wenn fie zwiſchen den parallelen Strahlen a, B, y ver- 
ſchoben werben, ftets in perfpectivifcher Lage bleiben. Wiſſen wir 
alfo die Entfernung des Punktes T, von B oder C, fo ift die Wuf- 
gabe, die Dreiecke ABC, A’B'C’ in perſpectiviſch affine Lage zu bringen, 
gelöſt. Denn, da fich verhalten muß Br, :BC= BT, : BC, fo 
kann man aud BT, und OT, finden. Conſtruirt man nun iiber 
AY, mit AC’ und br, ein Dreied, zieht (C—C’) und durch B eine 
Parallele mit (C—C%), fo fcjneidet diefe die CT, in BY. G8 fommt 
demnach darauf an, die Strece BY, zu finden. Sie heige x. Fig. 90., 
(ue T an der Stelle von I, in Gig. 92. fteht); BI heife x’, die 

ntfernung bes Punttes D, in welchem das von A ausgehende Hihen- 
perpendifel h, die BC oder a, ober ihre Verlängerung trifft, werde 1, 
die Entfernung des Punktes D’, in welchem das von A’ ausgehende 
Höhenperpendikel h’,. die B’C’ oder a’, oder ihre Verlängerung trifft, 
werde VY genannt; die übrigen Begeichnungen feien diefelben, wie die 
bei Fig. 91. gebrauchten. Es mug mm, va ALT= AT fein foll, 
AD?+1D? = A'D?-+TD” ober AD? + (BD +-TB)? = AD? 
+ (BD’ + TB’)? fein, oder: 

h? + (1+ x)? =h?,+ (+x)? 
ober, da h? + 1? = 2; h?, 4-1? = c’? iſt: 
c? + Dk + x? =o? 4 Ds’ + x2, 

Nun mug fich verhalten (vgl. Fig. 92., wo alfo T, den hier I gee 
nannten Bunt begeichnet): TB: TB’ = BC: BC’ ober x: x’ = a:al, 
e8 ijt alfo: ' 


x= —x, 
a 


Segt man diefen Werth ein, fo nimmt die letzte Gleidhung die Form an: 
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at—ad 22 al’ — al 
Gxt +2 . 
woraus folgt: 








a x (c'? —o?), 




















x getg [lel a) yay Wad) Ce) 
und , 
x= gat [lel — a) VOT WAY, 


Der Ausdruck für x und alfo auch dev für x’ wird unmiglich, 
Radicand der Wurzel negativ wird. Oa mm |= 2 . 
ijt, fo kann man ihm durch Ginfegen diefer Werthe und Streichen 
der fich aufhebenden Glieder die Form geben a%(c*—h”,) + a?(c’*—h?) 
—2aa’, Yo®?—h? yc&—h®, woraus man fieht, dag, wie ſchon oben 
auf rein geometriſchem Wege bewiefen wurde, wenn die Conftruction 
iiberhaupt miglich fein foll, h’, <cundh, < ce’ fein mug; zugleich aber 
auch, daß die Erfüllung diefer Bedingungen nod) nicht hinveidhend ijt, dag 
vielmehr auc) noch a’?(c? — h) + a?(c? — h?) > 2a’a Vo? — be, 
Vo? —h®, fein muß, wenn fich die affinen Syſteme in perſpectiviſche 
Lage bringen laſſen follen. Man bemerkt gugleid), daß man ftets 
pei, aber auch nur gwei Werthe fiir x, afo zwei Punkte I, fie mö— 
gen T, und Ty heifer, alfo auch gwei Affinitätsaxen (A-T,) und 
(A-T,) erhält (vgl. ig. 92.). Es ift leicht, vie Lage der zweiten 
Me c, zu ermitteln, Man giehe von A eine Senkrechte auf die 
Affinitaͤtsſtrahlen a, G, y, welche die B in M, die y in L fehneivet, 
mache LC’ = LC, MB” = MB’, fo ift A C’AC” und A BAB” 
gleichſchenllig, alſo AC”’= AQ’, AB” = AB’, ferner / LAC’ 
= / LAC”, / MAB’ = / MAB”, alfo / LAC’— / MAB’ 
= / LAC’— / MAB”, over / CAB’ = / C"AB"; es iſt alſo 
in ben Dreiecen CAB’ und C”AB” Seite CA = C”A, BA = B"A, 
Z CAB = / C’AB”, alfo find fie congruent. Es läßt ſich alfo 
ACAB' auch in die Lage C’AB” bringen. Da mm C” auf y, 
BY” auf & liegt, fo liegt auc) C’AB” mit CAB perſpectiviſch affin, 
und der Durchſchnittspunkt von (C”’-B”) mit (C—B), alfo T,, ber 
ſtimmt eine zweite Axe (A-L,) ober c,. Da auch bei diefer Lage 
die Gleichungen für die Ermittelung ver Strede x oder BY (Fig. 90). 
genau dieſelben bleiben, wie man fic) ſogleich überzeugt, fo mug Br, 
ber gweite Werth der für x quadratiſchen Gleichung fein. Man hat 
alfo fir BY oder x die beiden Streden B,, BY,. Bugleich fieht 
man ſogleich, dag die perfpectivifde Affinität für pie Axe cy entge— 
gengefest ijt. Man hat alfo gwet verjdhiedene Aen oy, o. Nur 
in einem Galle ſcheint es, als erhielte man nur eine Affinitätsare, 
nämlich dann, wenn in beiden Oreieden die Seite B’C’ = BC, alfo 


a’=a ijt, Dann wird nämlich —_ 1, alfo x’=x und die Gleichung 
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oe? + Qix + x? = c? + 2Vx’+ x’? geht iiber in c? + 2lx = ¢* 
/ 2 
+ 2x; woraus folgt xap oo . G8 ift aber leicht gu ſehen, 
daß dann die Gerade a’ oder a felbft ebenfalls eine Affinitätsare iſt. 
Dern follten 3. B zwei Dreiecke ACT, und A’CT’,, in denen AT, 
=AT’, ift, in perfpectivifhe Lage gebracht werden, fo Lege man fie 
Gig. 92. fo, daß AT’, auf AL, fallt, ziehe (C—C’), und durch A 
und T, Parallele zu (C-C’), fo find dies Affinitätsſtrahlen; verſchiebt 
man nun beliebig das eine oder andere Dreieck zwiſchen diefen Pa— 
rallelen, fo bleiben fie immer in perſpectiviſcher Lage und die Affini— 
tätsaxe ift parallel (A-T,) oder (A’-I’,). Die Richtung einer 


zweiten Axe alfo evgiebt fic) ans der Gleidung x — a. 2 == . Und 


dieſe ſelbſt fann ſich noch veveinfachen, wenn c’2 —c? = 0 wird, dann wird 
x= 0. Man überzeugt fich aber auf diefelbe Weife, wie eben gezeigt 
wurde, daß dann nicht allein a’ oder a, fondern aud) c’ oder c eine Uffini- 
tätsare ift. Wäre endlich noc) b’ = b, fo waren die Dreiecke congruent, 
und beide Syſteme fielen gang gufammen, welder Fall aber ausge— 
ſchloſſen fein ſoll. Es giebt alfo ftets zwei, aber auc) nur zwei 
Affinitätsaxen, oder genauer, zwei Richtungen, in denen die Wffinitits- 
aven liegen können (A-T,) und (A-T,), oder o, und o,. Sig. 92. 
Wir Hatten bisher, das eine Oreie ABC in fefter Lage liegen Lajfend, 
bas andere Dreieé A’B’C’ fo auf das erjtere gelegt, dag A’ auf A 
fiel. Es ift nun mit Hiilfe des Bovigen leicht gu zeigen, daß man, 
auch, wenn man A’BIC’ fo legt, dag 3. B. C’ auf C fallt, dennoch 
die beiven oben gefundenen Richtungen o,, o, der Affinitätsaxen wieder 
erhalten mug. Denn es war oben Gewiefen worden, dag die Gerade 
von CO nach dem Durchſchnitt P” von (A—B) und (A”—B"”) parallel 
fein muß der Geraden von A nach vem Durchſchnitt CT, ‘von (C—B) 
und (C’—B’), Denkt man fich alfo die Dreiecke ABC und A’B’C’ 
fo auf einander gelegt, dag C’ anf C fallt umd fucht vie Stree BI” 
Big. 90. als Unbefannte x, fo evhalt man für fie ebenfo, wie fiir 
BI, zwei, und nur zwei, Werthe. Der eine dverfelben muß mun jeden- 
falls BY” Gig. 92. fein, da diefer der gejtellten Anforderung geniigt. 
Man erhält aljo die Richtung o” oder o, wieder. Man hatte ebenfo 
die Dreiede ABC und AB’C” zwiſchen den Affinitätsſtrahlen a, B, y 
verſchieben können, bis C” nach C gefatlen ware, und auch hier mug, 
wenn der fic) dann ergebende Durchfehnittspuntt von (A’”—B”) und 
(A-B) durch TP”, bezeichnet wird, (C-P”,) || o, fein. €8 mug alfo 
BY”, eine Wurzel der Gleichung fein. Oa aber die Gleichung nur 
zwei Wurzeln Haben fann, fo erhalt man alfo uur die ſchon gefundenen 
Ridhtungen oc, und c, wieder. Bugleich bemerkt man, daß e8 gleich 
gilltig ift, ob man gerade die homologen Dreiee ABC und A’B/C’ 
dev affinen Syſteme oder ein anderes Paar 3. B. DEF und DET’ 
wählt, um fie in perſpectiviſche Lage zwiſchen Parallelſtrahlen zu bringer. 
Denn ergäbe fich, da dieß für DEF und DRF' fiir eine von oy 
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und c, verſchiedene Ridtung o, als Axe möglich wire, fo müßten 
ſich auch ABC und A'BIC' fiir diefe Richtung als Axe zwiſchen Pa— 
rallele legen Laffen, was dem Vorigen nach unmöglich ijt. Was 
ſchließlich die Conftruction des Werthes fiir x felbft betvifft, fo gee 
ſchieht diefelbe mit Hilfe ver ans der Planimetrie befannten Mittel*). 
Man erhalt demnach den 


34. Lehrfag. Zwei ebene affine Syſteme laſſen fic, 
wenn fie iiberhaupt in perfpectivifde Lage gebradht 
werden können (vergl. Lehr]. 32.), ftets für gwet Rich— 
tungen a, und oy, d. h. für jede entweder in der Ridtung 
o, oder tn der Ridtung co, verlaufende Gerade, aber 
aud nur fiir diefe, ale Uffinitdtsaze, in perfpectivifde 
Lage bringen, je nachdem die perfpectivifde Affinität 
einftimmig oder entgegengefest fein foll. Borausgefegt 
wird dabei, daf das cine dev affinen Syſteme feinen 
Ort night verändere. 

Als Schluß der Betrachtung der MUffinitdteverhaltniffe mag nur 
noch Folgendes erwähnt werden. Es feien Fig. 89. BEF und BNE’ 
zwei homologe Dreiede zweier affiner Syſteme (fie mögen perſpectiviſch 
Tiegen oder nicht). Oa in ihnen nach Lehrſatz 19. homologe Punkt- 
veihen proportional (f. § 3. Erklärung 21.), find, fo mug, wenn L 
der Wiuelputi tan BF ift, der homelege Punkt L’ fo Hegen, daß 


ſich verhalt 2 = Pp e6 muß alfo, va 2 z=! ift, auch 2 F =1, 


alfo BIL! = PL, alfo L’ die Mitte ber "Sitrede BF’ fein. Gs ift 
alfo auch die Gerade (E-L) homolog (E’-L/), ebenfo ijt die von 
B nach dem Mittelpunfte von EF und die von F nach dem Mittel- 
puntte von BE gehende Gerade homolog bezüglich dev von B’ nach 
der Mitte von HE’ und der von F’ nach der Mitte von BE’ gehenden 
Geraden. Die von den Gefen eines Dreiecks nach den Mittelpunlten 
der Gegenſeiten gehenden Geraden aber ſchneiden ſich in einem und 
demſelben Punkte und dieſes iſt der Schwerpunkt. Man erhält alſo den 


35. Lehrſatz. In zwei affinen Syſtemen ſind die 
Schwerpunkte jeder zwei homologen Dreiecke homologe 











Taft fh_bvigene bem Stusbrn fie eine in gützntchen Bin 
ficht mectwitrdige Form geben. Sest man nimlic) file y und 1 ice Werthe 


12 2 pl? a 
wt ot be? =P ein, und bezeichnet kurz a2 — a? durch 


pt, b'? —b2 burgh q2, e2 —e2 bund 2%, fo dann man ihn leicht anf bie Gorm 
bringe 

















SS [(p?@—a2-+12) & Vea) (Fa) a) (pa + V1] 


p? 
in weldher bie erfte Wurzelgröhe cine Vemertenswerthe Analogic mit tem Ausdruck 
für den Flächeninhalt eines Dreieds, defen Seiten p, q, x, find, zeigt. 


x= 


184 § 8 Perſpectiviſche Lage der ebenen Syſteme. 


Alles dieſes waren Folgerungen, die fich daraus ergeben, dak 
wir in zwei perfpectivifd) liegenden collinearen Syſtemen das Colli- 
neationscentrum in das Unendliche rücken ließen. Es fann aber auch 


2) Die Collineationsaze in das Unendliche rücken. Fig. 93a, 
93b. 

Da fich in zwei perfpectivijeh liegenden collinearen Syſtemen jede 
zwei homologe Gerade s und s’, a und a’, 6 und 6, u. f. w. anf dev 
Collineationsaye ſchneiden, nach Lehrſatz 4. hier aber die Collineations- 
aze in -unendlicer Entfernung fic) befindet, fo folgt, daß jet jede 
zwei homologe Gerade parallel find, und daß alfo der von zwei Gee 
raven, 3. B. a und b, oder a umd s u. f. w. des einen Shftems 
eingeſchloſſene Winkel ab, as, u. f. w. gleich ift dem von ven homo- 
foge Geraden, a’ und b’, oder a’ und s’, u. f. w. ded anderen Shftems 
gebildeten Winkel a’b’, a's’ u. ſ. w. Da alfo dawn jede zwei homo- 
logen Dreiede, 3. B. ACE und BCE’ ähnlich find, fo begeichnet man 
Spfteme, in welchen alfo homologe Strahlen in homologen Strabl- 
büſcheln gleiche Winkel mit einander bilden, 3. B. im Strahlbüſchel 
S,bede und Sia’b’c'd’e, wo ab =a'b’, be = b'c, ad = ald’, be 
=Dbe’, u. ſ. w. ijt, mit einem befonderen Namen, und definirt, da 
dieß von jedem Paar homologer Strahlbüſchel gilt und Gleichheit ein 
befonderer Fall der Conformitit ift: 


36. Erfldrung. Bildenin zwei collinearen Syftemen 
jede gwei hHomologe Strahlen in jedem Paar homologer 
Strahlbüſchel gleiche Winkel, fo heifen die Syfteme 
ähnlich. 

Auch hier könnte es ſich ereignen, daß man, wenn man ſolche 
Syſteme als unter die allgemeine Gattung der „collinearen“ fallend 
anſieht, mit dev erſten dev in § 7. Erklärung 6. gegebenen Definition vow 
„collinear“ in Widerfpruc) kämen, da nach § 7. Lehrfag 5. von Syſtemen, 
wie die bezeichneten find, nicht behauptet werden kann, daß fie fich in 
eine ſolche Lage bringen Laffen, daß fich die Berbindungsgeraden von 
je zwei homologen Punften in einem und demfelben Punfte ſchneiden. 
Man Hilt ſich jedoch auch hier, wie bet den affinen Syſtemen, an die 
gweite der in § 7, Erklaͤrung 6. gegebenen Definitionen und rechnet 
die ähnlichen Syfteme zu den collinearen. 

Es feien mm Fig. 93. ACE und A’C'E’ cin Baar homologer 
Dreiecke in zwei ähnlichen Syftemen, fo find diefelben, wie bereits 
erwähnt wurde, und wie aus der Definition hervorgeht, ähnlich. Es 
ift alfo 46 =4 Da nun jede zwei Homologe Strahlen 
in homologen Strahlbüſcheln gleiche Winkel einſchließen, fo ift Winkel 
ab = alb', bo = Be, ag a's’, es e's!’ u. ſ. w. Nun verhiilt ſich 


sin wb 











AC: 8C — sin af : sin as; FC: 8C = sine: sines, alfo 26 = 





sin eb 
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. inal’ sina’s’ 
sin as sin a'6’ sin as’ 
— 3 ebenfo ift : 


* Sin es re sin 8° sin o's’ * 
des einen ene dem homologen des anderen gleich iſt, ſo folgt 





Da aber jeder Winkel 

















ABAD AD! 
hieraus $5 = For und ebenfo ergiebt fi = opi WD = 0D; 
cD ov, FC PC, AB A'B’ ete. ober 2° FC, AB 
Bp — BD? BC ~ BC? DB DR oC XO FO? xB 


cB, AD cD, cD __ BD, FC BC, AB RD 
CB? AD! CD? CD'™ BD? FC ~ BC? AB BD 
FC AB BD cD _ AD 
FC XB ~ BY ~ Ci’ ~ AD 
Es ift alfo das Verhaltuiß jeder zwei homologen Strecken anf den homo— 
logen Geraden s und s conſtant, es find alſo nach § 3. Erklärung 21. 
bie Punktreihen s,ABC.... und sA’B’C’.... proportional getheilt; und 
auf gleiche Weife läßt ii diefes von jebdem Paar homologer Puntte 


= fe itt fo iit alfo: 

AC FC _ BD EC 8C 

RO= Fe =a = iP 7 Re = ye 

und da auch /\ CSN o CsN’, ESS ~ A E'S’, SG8 ~ 
S S, ASGK ~ ASGK’, A8KS ~ ASKS, AKSL ~ 

AKL’ u. ſ. w. ift, fo ift auch 























F . AE 
veiven zeigen. Da mm Go= 









































EC 8c 8N SN 88 8G ¥G! 
Vo yo 7" =~ gy — SN ™ SV TO = 9a = Pa 
— _ 8K _ Gk _ 5 
Se = ga = GR Se u. ſ. w. 


Man überzeugt fic) auf diefe Weife, daß jede zwei homologe Strecten 
ein und daffelbe Verhältniß gu einander haben. Man fieht alfo: 
387. Lehrfak. In zwei ähnlichen Syſtemen find jede 
zwei homologe Dreiede ahulic. 
38. Lehrſatz. In zwei ähnlichen Shftemen haben 
jede zwei, bon homologen Puntten begrenzte Strecen 


ein und daſſelbe Verhaltnif. Es iſt alfo = ¥ 








KL . 
= py =e: Gig. 93a, 93. 

Wir fahen ferner, dag, was bereits in diefem letzten Lehrſatz 
liegt, aber doc) noch einmal befonders ausgeſprochen werden mag, 
jedes Paar homologer Punftreihen proportional ijt; vag alfo in jeden 
zwei foldhen Punktreihen das Verhaltnif zweier homologer Strecken cone 


A AC cD _ BE 
ftant ift, 3. B. xo = op = oF 





; dies fand auch bei affinen 
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SHftemen ftatt; allein Hier fahen wir, daß vas Verhältniß zweier ho- 
mologer Strecken, nicht, wie bei affinen Syſtemen, nur auf der— 
ſelben Punttrethe daſſelbe iſt, ſondern, daß in ähnlichen Syſtemen dieß 
auf allen Punlireihen ſich gleich bleibt. In affinen Syſtemen Fig. 87. 
iſt allerdings auch oy AB oe aut 8 mu 8’, und ne S 
=e. Of f und (/; es ift aber nicht a = per wie e8 hier, Sig. 
93. ber Fall ijt. Man kann alfo den Legten Lehrſatz auch fo aus— 
ſprechen: 

39. Lehrſatz. In zwei ähnlichen Syſtemen iſt jedes 
Paar homologer Punktreihen proportional, und das 
Verhältniß zweier homologer Streden ift in allen 
Punktreifen vaffelbe, Fig. 93a, 93b. 

Man fieht daher auch wohl die Aehnlichkeit als einen ſpeciellen 
Fall ver Uffinitdt an. Zugleich folgt hieraus, daß die durch die Pro- 
portionalitit der homologen Puuktreihen begriindeten Verhältniſſe auch 
bet ähnlichen Syſtemen wiedertehren, und dag man fagen fann: 

40. Lehrfak. Die von affinen SHftemen bewiefe- 
nen Lehrſätze 20, 24, 25. gelten aud von ähnlichen 
Syſtemen. 

Sn Fig. 93a, und 93b. befanden ſich die ähnlichen Syſteme in 
folder Gage, dah die Verbindungsgeraden jedes Paares Homologer 
Punkte durch einen und denfelben Punk gehen. Diefes kann cintreten, 
aber es muß nicht. Wir ftellen uns daher zunächſt die 

AL. Uufgabe. Zwei ähnliche ebene Shfteme in bee 
liebiger age gu conſtruiren. 

Auflöſung. Aus Lehrfag 39. erhellt, daß 1. a) diefelbe Me— 
thode a), die gur Auflöſung ver Aufgabe 21. angewandt wurde, aud 
Hier gebraucht werden kann; nur tft nicht mehr, wie dev dort, nachdem 
einmal die Geraden s und f willfiirlic) angenommen find, dev Wintel, 
dens’ und (” bilder, gang beliebig, fondern e8 muß Winkel sf’ = 
Winkel sf angenommen werden, wegen Erklärung 36. Zugleich find 
aud) die Punktreihen s, ABCD; s,A’B'C'D' a; f,bubO@ a; 
[e'b'S'D! co nicht mehr beliebig; fondern fie miiffen fo gewahlt 

AB AC devs &O A 
werden, da inp = Or Ri HE ift. 
Es ift leicht eingufehen, daß man dann nicht affine, fondern ähnliche 
Syſteme erhalt. Cin Gleidhes gilt, wenn man 6) die unter 6) ane 
gegebene Methode der Auflöſung von Aufgabe 21. anwendet; dann 
mug, wenn gu einem ſchon gegebenen Syftem ein ähnliches conſtruirt 
werden foll, sf’ = sf und A, A’, sb, &’ fo angenommen werden, daß 


ſich verhalt 

















AE 
= arr Dieß gefchieht am einfachften, indem man 
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ein Paar ähnliche Pavallelogramme (man denfe fic) 3. B. unter ABwe, 
ABiv'h’, Fig. 88., Pavallelogramme) homolog fest, dann rücken die 
alg homolog anzuſeheuden Bunfte E, V' in das Unendliche, die Punkt- 
veihen auf s, 8’, [, J bleiben alſo proportional. Ferner ſind die homolo— 
gen Punkte F, FY, ¥, # beide die Mittelpunkte von AB, AB'; wd, oe/vb’s 
die homologen Buntte DY, YW halbiven Ard, AX’; Bb, Bib’; ete., 
und man fieht leicht ein, bag jede zwei homologen Dreiecke ähnlich 
werden müſſen. Endlich fann man auch y) wie in Anfgabe 21. y) zwei 
Dreiede einander homolog fesen; diefelben müſſen aber dann ähnlich 
fein. Davon, daß man in allen dieſen drei Fallen zwei Shfteme erhält, in 
denen alle Punktreihen proportional find und gwar fo, dag der Quotient 
zweier Homologer Abſchnitte auf allen Punktreihen derfelbe ijt, davon 
berzeugt man fic) fofort, wie in Auflöſung von Aufgabe 21. inden 
SO’ Sho Sb! 


se 
3. B. aus den dafelbft bewiefenen Gleichungen 35> = sy3 gy = Ey 














s@ sc SC’ sc’ i, SS 80 so 
folgt: Sa Sa si ga" Nun ift Se Sa 1, alfo auch · y 
pe =1 uf. w. Man Fann auch: 2. a) fo verfahren: Man con- 





ſtruire zwei Paar gleicher Strahlbüſchel Fig. 94. Sabcde = V/a'b'c’d’e’ 
seer, Sccbode = 8',a/B'o'Ve! ...., in denen alfo ab = a’b’, ab = «6 u. ſ. w. 
ijt, und entiidele das von ihnen erzeugte Syftem. Dann iſt, da_ce 
=ce,o= ce’ iff, \ SBS ~ ASB’, aljo SB: SB’ = 8s: $8; 
8B: 8B’ = 88 :8'S'. Desgleiden ift A, SAS ~ A S'A’S’; alfo auch 
SA:S’A’ = 88: 883 SA: SA! = SS: 88 daher auc) SA:S'A’ 
= SB: 8B’, und weil Winkel ac = a’c’, fo ijt A, ASB ~ A ASB’, 
ebenfo A ASB ~ A A’S’B’ alfo AB: AB’ =88:8'8' und Winkel 
sa=sla’, se = sla} sc=s'c’, somes’. Auf gleiche Weife iiber- 
zeugt mam fich, dag A BSC ~ A BSC, A BSC ~ A BSC, folg-⸗ 
fic) BC: BC’ = 88: 88! und fb =’, P=['%, fo =e’, fo = f'e’ if. 
Gin Gleiches gilt von A ASC ~ A ASC’, ASC w A A'S'C’, folg- 
ih AC: A’C'=S8S: 58 Da alfo in den Dreieden ABC, A’BIC’ 
fic) verhält AB: AB' = BC: BC’ = AC: A’ — 88: 88", fo find 
fie ähulich, alfo sf = si’, st — s't. Es entftehen alfo gleiche Strahl- 
büſchel, A,atse = A’a’t’s’«’; Byofsc = Bic/'s‘c’, und dies läßt ſich für 
jedes Paar homologer Punkte, wenn man fie als Scheitel von Strahl- 
büſcheln anfieht, beweifen. Verbindet man umgefehrt ivgend einen Puntt F 
des einen Syſtems mit S ourc f, und F’ mit S’ durch k, wenn 3. B. 
F und FY die Durchſchnittspunkte bezüglich von s und 2, 8’ und Y 
find, fo ift Leicht gu fehen, dag auch f und f mit jedem andern Paar 
homologer Strahlen, 3. B. mit c, ce’ gleiche Wintel cf = cf’ bilden. 
Denn es verhilt ſich BS: B'S’ — AB: AB, ferner werden s und s’ 
proportional getheilt, da fic) auf diefelbe Weife, wie an Fig. 93, auch 


AB BE , 
w= = py tt Es mug alſo, wenn F 


















Hier zeigen Lat, daß 
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und F’ homologe Punkte der s und s’ find, aud) fic) verhalter BF 
: BY’ = AB: AB’. Alſo verhilt fich in den Dreieden BSF und 
BSF, BS: BS’ = BF: BF’, und da zugleich sc = sc’ iſt, fo ift 
A BSF ~ ABSF,, alfo cf = cf’. 2a — Art (apt ſich der 
Beweis fiir jede andere Gerade f, g . führen. Eine der 
Auflöſung 2. 6) oder 2. y) dev Saisie’ 12, in § 7. analoge (apt 
fic) Hier nicht unbedingt anwenden, weil feine drei, ja nicht einmal 
zwei Paar Strahlen willfiirlic) angenommen werden dürfen, ba jeder 
Strahlbüſchel dem Homologen des andern Shftems vollfommen gleich 
werden ſoll. Wohl aber kann man 6) gwei, je drei Strahlen enthal- 
tende, Strahlbüſchel Sabe und Sia’b’c’, 8,abe und 8'a'bc” zeichnen, 
der Urt, dag ab — ab’, be = bc, ab = a't’, bo = Bc’ ift, und, da 
Gleichheit mur cin fpecieller Fall ver Conformität ift, ijt fomit der 
jedem Strahl des Büſchels S und 8 homologe des Büfchels S’ und 8’ 
beftimmt. Es muß indeffen, wenn e oder e die Gerade (S—S), e 
ober e die Gerade (S’—8’) ft, and) ae = a’e’, he = be’, ae = a’, 
bo — be’ u. ſ. w. fein. Um nun überzeugt gu fein, dag dieß auch 
wirklich ijt, nehimen wir e und e’ felbft als einen der drei Strahlen, 
die zur Veftimmung jedes Strahlbüſchels hinreichen. Um alſo ein 
Paar Ahnliche Syſteme zu zeichnen, conftruiren wir gwei beliebige 
Strahlbüſchel S,ace, S,ace, und gwei andere Sia’c’e’, S/a’c'e’ der Wrt 
dag ae = ae’, com cle, ae =a’, com cle’ ift, und entwideln aus 
beiden bas von ihnen erzeugte Syſtem. Man fieht alfo, dag man 
nicht, wie in § 7. Aufgabe 12. Auflbſung 2. y) zwei beliebige Vier— 
feite acac, a’c'a’c’ ähnlich auf einander beziehen kann, fondern nur 
folde von der angegebenen Befchajfenheit. Daß man aber auf diefe 
Weife wirklich ähnliche Syfteme erhalt, läßt fich leicht zeigen. Nämlich 
auf diefelbe Art, wie in a) überzeugt man fic), dag, wenn s die 
Verbindungsgerade des Punktes (ava) mit (cc), & die ves Punttes 
(ave) mit (+c) und s’ und t’ die homologen Geraden find, sa=s'a’, 
sums’, so=s'c’, so—s’c’ ijt, und dag AB: AB’ = 88: 9's’; 
ebenfo iff tas ta’, ta=Ve’, tote, tev’, umd GD: GD’ 
=88:9'. Da sa=s'a’, tava’, fo ift and A\ AHG ~ A ATG’, 
ebenfo A. AHD ~ A AHD, A BHG ~ A BHC’, A BHD 
~ ABHD’. Bieht man Ge und (H’~8'), fo entftehen ein 
Paar neue Dreieke SHG, S'H’'G’, Da in ihnen SG: 9G’ = 8s 
288 (weil ASGs ~ ASG'S’) und GH: G’H’ = 88: 8's’ (weil 
AAHG ~ A AGT! ijt, aljo GH: GH = AG: A’G, und wegen 
der Aehnlichkeit ver Dreiecke AGB und AG'B' fih AG : AG’ 
= AB:AB/=8s-S'8' verhilt), da ferner / tava’, fo ift 
/\SHG ~ ~ ASHG, alfo / GSH = Z GSH, over, wenn (8-H) 
durch g bezeichnet wird, / ag= / ag’, mb / eg = / ce’ ; ebenfo 
ift, wenn (S~H) durch g bezeichnet wird, /ag= / «gy, / og 
= cg. Verfährt man nun mit den Bierfeiien ageg umd age, 
egeg und cg’’g’ ebenjo, wie mit acac und aca’, fo erhält man auf 
diefelbe Weije wie g, g, eine unendliche Menge anderer Strahlen der 
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Strahlbüſchel S, 8; 8, 8 die Homolog find, und mit homologen 
anderen Strahlen gleiche Winkel bilden. Es entſtehen alfo gwei gleiche 
Strahlbüſchel S und 8’, 8 und 8. Daf auch in den von ihnen 
beftimmten Syftemen jedes andere Paar homologer Strahlbüſchel 
3B. Cbyt = Cib?Y't’ iſt, beweift fich, wie in a). Es entftehen alfo 
wet ahnliche Shfteme. Man wird indeffen bemerfen, dag es ſchon 
iiberfliiffig iſt, drei Strahlen in den urſprünglichen Strahlbüſcheln an— 
zunehmen; daß zwei Syſtemen ähnlich werden ſollen, iſt offenbar ſchon 
dadurch beſtimmt, dag man S,ae = Sae'; Sac = 8’,0’e” annimmt. 
Man nehme aljo y) willkürlich S, 8, a, « an; ebenfo 8’, 8’, aber a’ 
und « fo, dag a’e’ = ae, ae’ = ae iſt, fo ift ver Strahl c’, ver mit 
a’ denfelben Winkel macht, wie c mit a, ſchon vollfommen beftimmt, 
und kann fogleich gefunden werden. Will man nicht beive Syfteme 
gugleich entftehen Laffen, fo verzeichne man d) ein beliebiges Syſtem, 
waͤhle dann ivgend zwei Punkte S’ und 8’, und febe fejt, S’ folle 
irgend einem Punkt S ves gezeichneten Syſtems, 8’ einem anderen 
Punkt $ deffelben homolog fein, alſo (S—S’) homolog (S—S). Dann 
ziehe man eine Gerade a’ an S’, die mit e’ einen Winkel a’e’ macht, 
der gleich ift demjenigen, den eine Gerade a an S mit e macht, und 
fege feft a’ folle bem a homolog fein; ebenfo ziehe man eine Gerade 
oan 8’, fo dag «eo = ae, und nehme « als homolog w an. Man 
ziehe dann an S’ und 8’ einen Strahl c’, <, fo, daß ac’ — ae, ac’ 
ac, ee = ec, ee’ eo ift und conftruire aus dem Vierfeit acac 
das von ihm erzeugte Syſtem; fo ift dieß dem evften ähnlich (f. Auf— 
löſung 6). Man fann alfo gu jeden beliebigen Syſtem nicht blog 
eins, fondern, weil S’ und 8’ ganz willfiirlich find, beliebig viele ähnliche 
Syſteme conftruiven. Da die in Auflöſung 2. y) angegebene Methode 
ſich auch fo angeben läßt: „Man ſetze zwei ähnliche Dreifeite ace, 
awe’ homolog” fo können wir nach den Aufldfungen 1, 2) —y); 
2. a)—y) ausſprechen den 

42, Lehrſatz. Das einem 42. Lehrfag. Das einem 
gegebenen Syftem ähnliche gegebenen Syftem ahnlide 
Sytem tft vollfommen bee ShHftem tft vollfommen be- 
ftimmt, wenn ' fttmmt, wenn 

a) von beiden zwei hom a) von betden gwet homo- 
foge, proportionale Pun loge gleihe Strahlbüſchel 
reihens,ABC...co, s',A'B'C’...00, | Sabede.... = S'a’b'e’d’e’...., 
PAWS 2.00, MME! ....00 | Sab... = Sal... gee 
gegeben find, und zugleich | geben find. 
AB dot AB dy! | 
a> SR" = oR SB | 
=a. und / sf = / sf ijt. 

B) wenn von beiden zwei, B) wenn bon beiden zwei, 
je drei Punfte enthaltende | je drei Strahlenenthaltende 
Punttrethen s,ABEH, s,A’BE’, | Strahlbit{ del Sabe, Sa’b’e’; 
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fuse, faBe! Fig. 88. gee 
geben find und gugleid 
AB bb a’B’ bb! 
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S,abe, 8/,a/6'e’ gegeben find, und 
gugleich Zab= /alb’, / ae 
= fae, /he= / ve’, / ab 








EB inp ~ WB ™ Tab! 
und /sf=sf iſt. Insbeſon— 
bere, Wenn von beiden Sy— 
ftemen zwei ähnliche Baralle- 
Togramme ABtdb ~ AB's! 
gegeben find. 

y) wenn von beiden zwei 
ähnlhiche Dreiede AE 
w AF'&! gegeben find. 


Da ein Dreifeit ane Fig. 94. 


gefehen werden faut, indem die 


ale, Lao Jal, 7b 
= 7/6 gegeben find. 


y) wenn von beiden zwei 
ähnliche Dreifeite aew ~ale’a’ 
gegeben find. 
zugleich als ein Dreieck SSA an- 
pret Geraden a, a, ⸗ feine an- 


deren Punfte als S, 8, A erzeugen, und da ein Dreiec SSA auch 
al8 ein Dreifeit aae angefehen werden kann, indem die drei Puntte 


S, 8, A nur die drei Geraden a, 
fay. 42. y) unmittelbar dev 

43. Lehrſatz. Wenn in zwei 
ähnhichen Syſtemen drei 
Punkte des einen Syſtems, 
die nicht auf derſelben Ge— 
raden liegen, 8, A, 8, mit 
den homologen Punkten 
8, A’ 8’ des anderen Syſtems 
gufammenfallen, oder: 

Benn zwei ahnlide Sy— 
fteme mit einem Baar homo- 
loger Dreiede SAS, SA'S!’ gu- 
fammenfallen, fo fallen 
beide Shfteme fo gufammen, 
dag jeder Punkt und fede 
Gerade des einen auf den 
hHomologen Punkt und die 
hHomologe Gerade des ande- 
ren Syſtems guliegen fommt. 


aw, © erzeugen, fo folgt aus Lehr 


43. Lehrſatz. Wenn in zwei 
ähnlichen Syſtemen drei 
Gerade des einen Syſtems, 
die nicht durch denſelben 
Punkt gehen, a, e, « mit den 
homologen Geraden a, e, «, 
des anderen Shftems zuſam— 
menfallen, oder: 

Wenn zwei ähnliche Sy- 
fteme mit einem Paare ho- 
mologer Dreifeite aea, a’e’a’ 
gufammenfallen, fo fallen 
beide Shfteme fo zuſammen, 
daß jede Gerade und jeder 
Punkt des einen auf die hoe 
mologe Gerade und den hoe 
mologen Punt des anderen 





Syſtems zu liegen fommt. 


Was mum die perfpectivifehe Lage ähnlicher Syſteme betvifft, fo 
ift zunächſt Har, daß jede zwei homologe Gerade parallel fein müſſen, 
penn auf jedem Collineationsjtral find ein Baar homologe Gerade 
vereinigt, und nach Erklärung 36. bilden jede zwei homologer Geraden 
a, af mit jedem andern Paar homologer Geraden gleice Wintel. Iſt 
alfo a eit Golfineationsftrahl, fo mug 7 aa= / aa’, alfo a’ || a fein; 


und fo jedes Baar homologer Gerader. 


Es fiegt dann alfo der 


Durchſchnittspunkt jeder gwei homologen Geraden im Unendliden. Zu— 


gleich fagt man: 
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44, Erklärung. Liegen zwei ähnliche Syfteme per- 
ſpeetiviſch, ſo führt dag Collineationscentrum = den 
befonderen Namen Mehnlidhfeitscentrum (auch wohl Aehn— 
lichfeitepunft), und die von ihm ausgehenden fic) felbft 
homologen Strahlen o, B, y,.... heißen: Aehnlichkeitsſtrah— 
Ten; die Collineationsaxe Fann nidt bezeichnet werden, 
da fie im Unendliden liegt. Fig. 93.a, 93.b. 

45. Unfgabe. Zwei perfpectivifch liegende ähnliche 
Syſteme gu conftruiven. Fig. 93. a. 93. b. 

Anflsfung. Man befehreibe irgend einen Strahlbüſchel LaByde...., 
giehe durch ihn zwei parallele Gerade a und a’, durch die Ourehfdjnitts- 
puntte (aa), (a’*a) giehe man wieder parallele Gerade s,s’, « ||’, 
durch (8+8) und (6*s’) wieder b || b’, durch (B+ a) und (6+ a’), wie 
ber 6 ([ 6’ u. ſ. f, indem man durch den Durchſchnittspunkt jedes Aehn— 
lichkeitsſtrahls a, 6, .... mit gwet paralfelen Geraden a, a’, b, b’, 
wieder Parallele zieht; fo evhalt man zwei ähnliche Syſteme in per- 
fpectivifcher Lage. Da in perfpectivifd) liegenden Syſtemen die Collt- 
neations-, und hier alfo die Aehnlichfeitsftrahlen fic) ſelbſt homologe 
Gerade find, und das Aehnlichfeitscentrum > fic) felbft homolog ift, fo 
5 =A =E zs 3S SG ED SF 
iſt nach Lehrſaz 88. So = Sy = Sy Sy = se = ap > SF 
=... Man evhilt alfo den 

46. Lehrſatz. Gn zwei perfpectivifd liegenden ähn— 
lien Shftemen ift das Berhaltnif der Streden, welche 
auf einem Aehnlichkeitsſtrahl von einem Paare homo- 
foger Punkte und bem Aehnlidkeitscentrum gebiloet 
werden, fiir alle Aehnlichkeitsſtrahlen und alle Paare 
hHomologer Punkte conftant. Es iſt alfo: 

SA BS __ SG aD 
Sx” ~ 38° ™ sg’ Se’ ~ Ep’ 
Sig. 93. a., 93. b. 

Vermöge Lehrfas 37. und 39. erhalt man fofort einen Lehrſatz, 
der dem unter 29. von perfpectivifc) liegenden, affinen Syſtemen be- 
wiefenen an die Seite geftellt werden faun: 

AT. Lehrſatz. Bu zwei ähnlichen Syftemen, fie mö— 
gen perfpectivifd fliegen oder nicht, ijt vas Verhältniß 
der Flächen jeder gwei homologen Dreiecke conftant, 
nämlich gleich dem Verhältniß ver Quadrate irgend 
zweier hHomologen Streden. Es ift alfo: 

AAsD __ A SES — A 8kL (2y 
AA'SD! A SKs! ASK" Wwe’ 


=(%) =@ =~ 























ig. 93. a., 93. b. 
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Es feien gwet homologe Dreiſeite sweier ähnlichen Syſteme, asd und 
asd Fig. 93a., 3b. fo gelegen, daß alla, sis, dl] d, fo folgt, 
ba die Durchſchnittspunkte (a a’), (8 5), (d-d’) auf einer umd der- 
felben (umendlich entfernten) Geraden Liegen, nach § 3. Lehrſatz 13., 
daß die Verbindungsgeraden (A~ A’), (S-8), (D—D’) durch einen 
und denfelben Punkt Y gehen, und gwar fann vderfelbe nicht im Une 
endlidjen liegen, ba fonft (A—A’) parallel (S—8), alfo AS = A'S, 
alfo vie Dreifeite asd, as‘d’ ober die Dreiecke ASD, A’S'D’ congruent 
waͤren, gegen die Vorausſetzung. Der Punkt Y liegt alfo in eudlicher 
Gntfernung. Da nun 3. B. die der Geraden e des einen Shftems 
homologe Gerade ec’ des andeven fo gelegen fein mmf, daß / ae 
= fae, (de = / de ijt, fo muß anc) e’ || e, und ebenfo mug jede 
andere Gerade des einen ver homologen Geraden des anderen Syſtems 
parallel fein. Zugleich verhält fic) dann AN: AN = EA: 2A’ 
=S8A:8'A; es find alfo N, N’ ein Paar homologer Punkte in den 
Ahulidhen Syſtemen nach Lehrſatz 39., alfo fallen in y zwei homologe 
Gerade (S—N), (S—N’) zuſammen, ebenfo auf a die homologen 
Geraden (A~M) (A’-M’), es ijt alfo E ein fich felbft homotoger 
Punkt der beiden Shjteme and daher das Xehnlichfeitscentrum. Man 
fieht alſo: 

48. Lehrfak. Zwei ähnliche Syſteme befinden fid 
in perfpectivifdher Lage, wenn zwei homologe Drei— 
feite asd, a’s'd’ fo liegen, daß die Durchſchnittspunkte 
(a‘a’), — (d-d) der homologen Seiten auf einer un— 
endlich entfernten Geraden liegen, wenn alfo alja,s||s, 
{jd ift. Die Verbindungsgeraden der homologen Eden 
ber Dreifeite find dann die Aehnlichkeitsſtrahlen; thr 
gemeinſchaftlicher Durchſchnittspunkt vas Aehnlichkeits— 
centrum. ig. 934., 93b. 

Da es nun jederzeit möglich iſt, zwei ähnliche Dreiſeite ſo zu 
legen, daß die homologen Seiten parallel ſind, ſo ergiebt ſich ſogleich 
ber Satz: 

49, Lehrſatz. Zwei ähnliche Syſteme laffen ſich ftets 
in perſpectiviſche Lage bringen 

und es entſpringt daher die 
50. Aufgabe. Zwei ähnliche Syſteme in perſpectiviſche 
Lage gu bringen. 

Auflöſung. Entweder man bringe ein Paar homologer Drei— 
feite in ſolche Lage, dag die homologen Seiten parallel find; und dief 
kann mit jedent beliebigen Paare gefdyehen; oder, da nach Erfldrung 36. 
jede zwei homologe Strahlbüſchel gleich) find, man lege das eine 
Syſtem fo auf vas andere, dak ein Paar homologer Strahlbüſchel 
3 B. Siab’c'de’ mit S,abede, oder 8'«'b'c'%'e’ mit S,«Bode, ober 
A’ats«’ mit A,atsa, ober Bi cfs’ mit Bicfsc etc. Big. 94. gue 
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fammenfillt; dann haben beide Syſteme einen Strahlbüſchel mit allen 
Gtrahlen gemein, und wie man fogleich fieht, find die homologen 
Seiten jeder zwei Homologen Dreifeite parallel. Die Syfteme ltegen 
alfo perſpectiviſch. Das Aufeinanderlegen kann zugleich auf doppelte 
Weife geſchehen, entweder fo, dag die perſpectiviſche Lage einftimmig, 
oder fo, daß fie entgegengefest wird, (vergl. Gig. 98a. 93b.). Es 
ergiebt ſich alfo dev 
51. Lehrfag. Wird von zwei ähnlichen Syftemen 
das eine feftgehalten, fo läßt fic) das andere mit ihm 
ſtets fürunzählig viele Punkte, als Uehnlidfeitscentrum, 
in perfpectivifce Cage bringen, und gwar fiir jeden auf 
doppelte Weife, je nachdem die perfpectivifdhe Lage 
einftimmig oder entgegengefegt werden foll. Sig. 93a, 
93b. 

Da endlich ber Mittelpunft des einem Dreieck eingeſchriebenen 
Kreiſes dadurch gefunden wird, daß man die Winkel deſſelben halbirt, 
fo folgt, da, wenn dieß in ähnlichen Dreiecken ABC, A'BIC’ geſchieht, 
und M, M’ den Mittelpuntt des cingefchriebenen Kreiſes begeichnet, 
A\AMB ws A AMB, A AMC ~ AAMC, ABMC ~ ABM'C’ 
ift, bag 7 ABM= / ABW’, /BAM= / BAW 1. jf. w. ift, 
und man iibergengt fic) fo von dem 

52. Lehrfak. In zwei ähnlichen Shftemen find die 
Mittelpuntte jeder zwei, homologen Dreieden einge- 
ſchriebenen, Rreife homologe Punfte. 

Laffen wir 
4) Collineationscentrum und Collineationsaze zugleich in das Unend— 
liche rücken: 
rückt alſo in Fig. 93. E in das Unendliche, fo werden die Aehnlich- 
keitsſtrahlen a, 6, y.... parallel, es wird AS= A'S’, AF= AP' u. ſ. w. 
und ba alla’, b || b’, « ll «’ etc. bleibt, fo fieht man, daß man ein 
Paar congruenter Syſteme erhält. 

Visher haben wir uns nur mit zwei collinearen Syſtemen be— 
fchaftigt, wir wenden uns jebt zur Betrachtung der bet drei in dere 
felben Ebene liegenden eintretenden Berhiltniffe, und zwar knüpfen 
wir fogleic) an dag iiber affine und ähnliche Syſteme Gefagte an. 

G8 feien zwei beliebige Dreiede A,B,C,, A,B,C, gegeben, 
fo kann ftets ein dvittes Oreiec A,B,C, gefunden werden, welches 
dem erſten A,B,C, ähnlich ijt, und mit dem gweiten A,B,C, anf 
gegebenen Parallelen a, B, y liegt. Fig. 95. Denn, da nad § 3. 
Lehrſatz 25. jede zwei Transverfalen, in welder MRichtung fie auch 
urd) die Pavallelftrahlen a || 6 || y gegogen werden, proportional ge- 
theilt werden, und alfo v= Ada ijt, fo kann man ſogleich die 

De 
Gerade A,B, zur Conftruction benugen. Man theile nämlich A,B, 
13 


Weifenborn, Projection. 
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Aida 





in D, fo, daf ſich verhatt 5 ep = = 3,0," und ziehe C,D, oder 74, 


und durd A, und B, die Herwer a. und B, |ly,- Dann lege 
man, an der Strahl a in einem beliebigen Prutt A, eine Gerade 

3 fo an, daß fie mit a einen Wintel macht, gleich dem, den 
SB mit a, macht, mace dann / B,A,C, = 7 B,A,C, umd 
ziehe B,C,, fo iff A A,B,C, ~ AA,B,C,. Denn nach der 
Gonftruction ift 7 A,D,C, ee 180° weniger dem von a mit A,B, 
gebilveten Wintel) — / A,D = 180° weniger dem von a, 
mit A ep gebildeten intel) un Z C, A,D, = /0,A,D,, alfo 
AA UD, ~ AA,C,D,. Gs verhat fie atfo auch C,D,:6,D, 


=A,D,:A,D,. Bugleich aber verhilt ſich nach § 3. Lehrſatz 25. 
A,D;: B,D, = A,D, :B,D,, und da nach der Conftruction and 
A,D,:B,D,=A, D, :B Dy ijt, fo verhält fid) aud) AZD,: B,D, 
=A,D,:B,D, ober. BD, “Bi D, =A,D, :A,Di3 ctf ‘uh 
C,D,:C,D,=B,D,:B,D » Bugleich ift ZB, dD 30,;= B,D 

alfo aud AB,C,D, © x“ AB, C,D,, und folglih bas gange Died 
A,B,C, ~ A A,B,C Sind ‘nun A,B,C, und A,B,C, ein 


4 

Paar homologer Dreiece in zwei affinen Eyſtemen die ‘bepiiglich IL 
und IL. heifen migen, und fieht man A,B,C, al8 cin dem Dreieck 
A,B,C, homologes Dreiec eines mit bem Shitem IL. perſpectiviſch 
Tiegenden Syſtems III. an (vergl. Lehrſatz 30.) und conſtruirt vaffelbe, 
fo mug es zugleich dem Syſtem I. ähnlich fein. Denn ift 3. B. E, ein 
Puntt auf A,C,, E, der homologe auf A,C,, fo verhält fic) nach 
Erklärung 19. AJE,:A,E, =A,C,:A,C,. Dev dem Putt EL 
homologe E, im Shftem IIL. wird gefunden, indem man durch E, 
eine Pavallele ua, oder B oder y gieht. Dann verhalt fic) auch 
A,E, :A,E, = A,C,:A,C, ; folglich aud) Ay E,:A,C, =A,E; 
:A,G, oer AE, + A,B, = A,C,:A,C, = A,B, : A.D, 
=A, b,: :A,B, u. f. w. Biel man B. 3H, und B,E,, jo inug, 
ba AVE : Ay B,=A,E,: A,B, ſich derhitt, amd ZB,A,E, 
= ‘BAA iE, ift, ‘A;B,E, x A,B,E,, alfo 7 MBE, 
= £A,B,E, werden u. ſ. w. Man erhilt alfo, da fich, weil die 
Strahlen a, B, y beliebig find, noch viele andere Dreiecke A,B,C, 
finden Laffen, den 





53. Lehrfag. Sind zwei] 53. Lehrſatz. Gind zwei 
affine Syſteme L und IL, | ähnliche Syſteme I. und IIL, 
bezüglich mit den homologen | bezüglich mit den homologen 
Dreieden A,B,C,, A,B,C,,| Oreieden A,B,C,, A,B,C,, 
gegeben, fo lafſen fic ftets | gegeben, fo Caffen fic ftets 
beliebig viele GhHfteme III. | beliebig viele Syſteme IL. 
mit bem Dreted A,B,C, | mit vem DOreied A,B,C, 
finden, die dem einen der finden, die bem einen der 
affinen Syſteme, L, ahnlich | ähnlichen Shfteme L, affin 
find, und dem anderen Gh-| find, und dem anderen She 
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ftem IL, affin und zugleich ftem IIL, ebenfalls affin, 
mit ihm fic) in perfpectivi- | aber zugleich mit ihm in per— 
fer Lage befinden. Fig. | fpectivifder Cage befindlid 
95. | find. Gig. 95. 


Gehen wir jest über zur Betradtung von dvei allgemein collie 
neaven Shftemen, (fie mögen durch L, II., IIL. begeichnet werden), 
fo erhellt fogleich, daß fie, auch wenn fie in derſelben Ebene liegen, 
doch nicht alle dret perfpectivifd) gu liegen brauchen. Es ift ferner 
möglich, dak das Syftem J. mit vem Syſtem IL eine Punktreihe o, 
und einen Strahlbüſchel Z, mit allen Elementen gemein hat, und alfo 
mit ihm fir c, a8 Collineationsaze und >, al8 Colfineationscentrum 
perfpectivifeh liegt, und daß zugleich das Syſtem I. mit III. fiir eine 
andere Axe c, und ein anderes Centrum =, fic) in perſpectiviſcher 
Lage befindet, vag aber die Syſteme IT. und IIL. nicht perſpectiviſch 
gu einander liegen. 

Haben aber alle drei Syfteme cine Punktreihe o mit allen ihren 
Puntten gemein Fig. 96a., und find S, und 8, Punkte des Shftems J., 
S, und, die homologen des Shftems IL, 8, und 8, die homologen 
Punkte in IIL, fo find zunächſt L und IL. perfpectivifa) und haben 
alſo einen Punkt S, mit allen von ihm ausgehenden Strahlen gemein, 
nad § 7. Lehrſatz 26., und E, mug der Ourehfdnitt vor (S,—8,) 
and (S,—8,) fein nach Lehrſatz 4. Ebenſo haben die Syſteme IL. 
und IDL. einen Punkt S, mit allen von ihm ausgehenden Strahlen, 
und die Shfteme J. und III. einen Punkt F, mit allen von ihm aus- 
gehenden Straflen gemein. Ziehen wir mum die Gerade (2,—z,) 
oder A, fo Liegen auf ihr, da fie ein Collineationsſtrahl am Punkte >, 
ift, ein Baar homologe Puntte U,, M1, dev Syſteme I. und III. 
nach Lehrſatz 5., da fie aber auch cit Coffineationsftrahl am Centrum 
Z, ift, fo legen ancy auf ihr ein Paar homologer Puntte 1,, M1, 
der Syſteme I. und IIT. Es fiegen alfo auf diefer Geraden auch 
ein Baar homologe Puntte H,, WM, der Shfteme I. und IL, und da 
diefelben fiir das Collineationscentrum =, perfpectivifd) liegen, muß 
nach Lehrſatz 4. (II,—~Il,) oder (Z,—E,) durch FS, gehen, oder es 
miiffen D,, Z,, D, auf einer und derfelben Geraden A liegen; fie 
müßten denn etwa zuſammenfallen. 

Haben ferner drei collineave Syfteme einen Strahlbüſchel, deffer 
Scheitel 3. B. in S Liege, mit allen Strahlen gemein, Fig. 96b. und 
find s, und (, Gerade des Syftems 1, s, und f, dte homologer 
des Shftems IL, S, und f, die des Syſtems TIL; fo find zunächſt 
I. und IL. perſpectiviſch und haben alfo eine Gerade c, mit allen 
auf ihr fiegenden Punkten gemein, nach § 7. Lehrfag 26., und o, 
mug die Verbindungsgerade von (s8,*s,) und (f, +f.) fein, nach 
Lehrfak 4. Ebenſo haben die Syſteine IT. und TI. eine Gerare oy, 
und L und III. eine Gerade c, mit allen Punkten gemein. Suchen 
wir nun den Durchſchnittspunkt ( oy) oder A, fo gehen durch ihn, 

13% 
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8 0. 
als Collineationspunkt der Axe c,, ein Paar homologe Gerade 74, 
aq ver Syſteme I. und IIL. nach Lehrfag 5; da ev aber auch ein 
GColfineationspunft der Axe o, ift, fo gehen auch durch ign ein Boar 
homologer Gerade z,, 7, der Syfteme J. und III. G8 ſchneiden 
fich alfo in A auch cin Baar Homologe Gerade z,, m2 dev Syfteme 
J. und IL, und da diefelben fiir die Collineationsaxe o, perfpectivifdy 
liegen, muß nach Lehrfatz 4. (1°72) oder (oy *o5) auf cy liegen, 
ober es müſſen c,, oy, o,, durch denfelben Punkt A gehen; fie 
müßten denn gang zufammenfallen. Man fteht alfo: 

54. Lehrſatz. Befindet fic) von drei in derfelben 
Ebene liegenden collinearen Syftemen L, IL, TL, vas 
erfte fowohl mit bem gweiten, als mit dem dritten in 
perfpectivifder Lage, mit jedem fiir cine andere Collis 
neationsaxe, bezüglich o,, v5, und ein anderes Collinea- 
tionscentrum, bezüglich 2, D4, fo folgt daraus nicht, 
daß auch das gwette und dritte Syſtem perfpectivifd 
liegen. 

und: 

55. Lehrſatz. Liegen drei 
collineare Syſteme IL, IL, III. 
in derfelben Ebene fo, daf 
fie eine Punktreihe o mit 


5D. Lehrſatz. Liegen drei 
collineare Syſteme 1, IL, III. 
in derfelben Ebene fo, daf 
fie einen Strahlbüſchel = 


allen Puntten gemein haben, 
fo liegt jedes mit den beiden 
anderen perfpectivifd, und 
diedrei Collineationscentra 
21, Ey, Vy liegen entweder 
auf einer und derfelben Ge- 
rabdena, oder fallen in einen 
und denfelben Punkt zu— 
fammen. Fig. 96a. 


mit allen Strahlen gemein 
haben, fo liegt jedes mit den 
beiden anderen perfpectivifc, 
und die dret Collineations- 
axen oy, 7, 7, gehen ente 
webder durch einen und bene 
felben Punkt A, oder fallen 
in eine und diefelbe Gerade 
gufammen. Sig. 96d. 


§ 9. 
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Bir haben, da fic) im vorigen Paragraphen ein Paar befondeve 
Art collinearer Syfteme zeigten, nämlich affine und ähnliche, den im 
§ 7. Lehrſatz 37. ausgefprochenen Gefegen nod) einige, auf die ge- 
nannten Collineationsunterarten begiigliche beizufiigen. 

Nad § 8. Lehrfas 20. und 40. find auf homologen Geraden 
affiner und ähnlicher Shfteme allemal vie unendlich entfernten Puntte 
homolog. Fallen alfo ein Paar affine oder ähnliche Syfteme mit 
einem Baar homologer Gerader auf einander, fo haben fie aud) allemal 
auf derfelben einen Punlkt, nämlich den unendlich entfernten gemein. 


§ 9. GConjectivifije Lage der ebenen Syſteme. Stvolution. 197 


Sie haben jedoch auferdem auch noch einen in endlicher Entfernung 
fiegenden Punkt gemein nach § 4. Lehrſatz 2. y). Man fieht übrigens, 
daß derfelbe Schluß fich auch gichen (aft, wenn ein Paar nicht affiner 
oder ähnlicher, fordern allgemein colfineaver Spfteme mit einem Paar 
der in ihnen ftets vorfommenden proportional getheilten Geraden 
(ſ. § 7. Lehrſatz 22.) gufammenfallen, Man fieht alfo, dag (was 
in § 7. Lehrfatz 37. 4) nur als Möglichkeit hingeftellt worden war), 
wenn zwei homologe Gerade zweier Shfteme and auf inen ein Paar 
Homologer Punkte im Unendlichen gufammenfallen, dak dann aud) alles 
mal ein Baar im Endlichen liegender homologer Punkte derfelben Ge- 
raden nicht nur jufammenfallen fant, fondern gufammenfalfen mug. 
Alſo fann man, da, wenn ein Paar der den Gegenayen paralleler 
Gerader r, rj 8, 8,.... (ſ. § 7 Lehrſatz 22.) auf einander fallen, 
die Gegenayen felbft parallel fein müſſen, fagen: 

1. Lehrſatz. Fallen in zwei conjectivifd liegenden 
collinearen, affinen oder ähnlichen Shftemen etn Paar 
homologer den Gegenazen paralleler Gerader zu— 
fammen, fo haben die Shfteme auf diefen zuſammen— 
fallenden Geraden den unendlich entfernten und allemal 
aud einen in endlicer Entfernung liegenden Punkt ge- 
mein; find bie Syſteme collinear, fo find gugleid ihre 
Gegenaren parallel. 

Bei affinen und ähnlichen Syftemen ift aber mit dem Aufein— 
anberfatlen eines Baares homologer und alfo proportional getheilter 
Gerader nod etwas Andeves verbunden. Denn denkt man fic) zwei 
affine oder ähnliche Syfteme fo gelegt, daß ein Paar homologer Gee 
rader, 3. B. s und s’ (f. Fig. 94.) gufammenfallen, fo miiffen, wenn 
man durd ein Baar homologer Puntte 3. B. D, - eines Paares 
Homologer Gerarer c, co’, Parallele gus, s’ gieht, diefelben parallel 
fein. Zugleich find fie nach § 8. Lehrfak 20. und 40. homolog. Es 
find aber auc) die unendlic) entfernten Punkte von c und c’ homolog. 
Denkt man fic) nun durch fie Gerade parallel gus, s’ gezogen, fo 
find fie ebenfalls homolog, aber, da fte beide im Unendlichen liegen, 
nicht nur parallel, fondern fie fallen gufammen und man hat alfo det 
in § 7. Lehrſatz 37. 5) als möglich erwähnten Fall. Bugleich find 
aber die unendlic) entfernten Geraden nach § 8. Lehrſatz 24. und 40. 
die Gegenaxen. Man kann alfo mit Berückſichtigung von § 4. Lehre 
fas 2. y) fagen: 

2. Lehrſatz. Fallen in einem Panre conjectivifh 
liegenbder affiner oder ähnlicher Shfteme ein Paar ho- 
mologe Gerade gufammen, fo haben die Syſteme auger 
dem unendlich entfernten Punkt derfelben allemal and 
einen in eudlicher Entfernung liegenden Punkt diefer 
Geraden gemein, und gugleidh fallen die unendlid ents 
fernten Geraden, die zugleich Gegenazen find, gufammen. 
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Es ijt ferner leicht gu fehen, daß der Lehrjak § 7. 30. rechts 
bei affinen und ähnlichen Syftemen nicht mehr gilt. Denn ift S ein 
fich felbft homologer Punkt und ijt fein durch S Fig. 94. x gehender 
Strahl fic) felbft Homolog, fo miiffen, wenn A und A’, T und I” ein 
Paar Homologer auf a und a’ gelegener Punkte find, bie Geraden 
(A7A’), (EI’) ober o und A parallel fein. enn es mug fich 
erhalten * = a Es liegt alfo der Durchſchnittspunkt (¢ +d) over 
M (vergl. Sig. 766) im Unendlichen, und ebenfo N, und iiber die 
Verbindungsgeradve (MN) fann nichts Beftimmtes gefagt werden, 
alfo find die aus Fig. 76b. gezogenen Schlüſſe nicht mehr ftatthaft. 
Man fieht alfo, nachdem die Verhaltniffe, die eintreten, wenn affine oder 
ähnliche Syſteme eine Gerade gemein haben, durch den vorigen Lehr— 
fag erörtert find: 

3. Lehrfak. Affine und ähnliche Syſteme finnen 
einen Punkt gemein haben, ohne daß ein Paar angeb- 
bare homologe Gerade gufammenfallen. 


Bon ähnlichen Syſtemen gilt jedoch) nod) cin beſonderer Sab. 
Zwei in derfelben Ebene Liegende ähnliche Syſteme können nämlich eine 
doppelte Lage haben, entweder kann, wenn das eine von den Strahl— 
büſcheln S und S$ erzeugte Shjtem die in Fig. 94. angedeutete Lage 
hat, bas ihm ähnliche von den gleichen Strahlbüſcheln S’ und 8’ ere 
zeugte Shftem eine Lage haben, deven charakteriſtiſches Merkmal darin 
befteht, dag beide Syſteme durch bloke Verſchiebung in derſelben 
Ebene in perfpectivifehe Lage gebracht werden können, es fann aber 
aud) das von den Strahlbiifehelu S’ und 8’ ergeugte ähnliche Syſtem 
eine foldje Lage haben, daß S’ in 8”, 8’ in 8”, A’in A” u. f. w. liegt, 
fo daß alfo das zweite Syſtem nicht durch bloße Verſchiebung in feiner 
Ebene mit vem evften in perſpectiviſche Lage gebracht werden fann, 
ſondern erſt mit feiner Ebene fo herumgeflappt werden mug, daß 
A8'A’S", OVA'B", uf. w. die Lage 8’A’S’, C’A'B’ u. f. w. ane 
nehmen, um nun durch Verjchiebung mit dem evften in perſpectiviſche 
Lage gebracht werden gu finnen. Man pflegt gu fagen: 


4. Erklärung. Zwei in derfelben Ebene befindlide 
ähnliche Syſteme heißen, auch wenn fie nist in perfpec- 
tiviſcher Lage fic) befinden, einftimmig liegend, wenn fie 
durch bloke Verſchiebung in ihrer Ebene in perfpectivifde 
Lage gebradht werden finnen, entgegengefest liegend, wenn 
erft cing bon ihnen mit fetner Ebene umgeflappt werden 
mug, um mit den anderen durch Verſchiebung in pers 
fpectivifche Lage gebradt werden gu können. Fig. 94. 


G8 feien mm s amd s’ ein Paar homologe Gerade zweier in 
derfelben Ebene liegender ähnlicher Syſteme, wobet vorläufig gleichgültig 
iſt, ob fie einſtimmig ober entgegengeſetzt liegen. Man verbinde mut 
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zwei Baar Homologer Puntte, A und A’, B und B' dieſer Geraden 
durch die Linien (A—A’), (B—B’) fo find dieſelben entweder parallel 
Big. 95.x oder nicht. Iſt im erſteren Falle C ein dritter Punkt der 
Geraden s, fo muß der homologe der s’ fo befchaffen fein, daß ſich 
verhält a = ae; es mug alfo aud (C—C% |] (A-A’ || (B-BY) 
fein, und da fiir den Durchſchnittspunkt Z von s und s’ die Proportion 
gilt = a fo mug > ein fic) felbft homologer Puntt beider 
Shfteme fein. Es haben alfo dann die ähnlichen Syfteme einen Punkt 
gemein. Gind aber (A~A’) und (B—B’) nicht parallel, Fig. 96.x, 
fondern ſchneiden fie fic) in D*), fo befchreibe man um das Dreied 
ASB und um AB' zwei Kreife, die fic) alfo zum erften Male in 
E, gum gweiten Male in ZF, ſchneiden. (Gie finnen fich nicht be- 
rühren, denn es lägen fonjt, wenn ON und M die Mittelpuntte der 
Kreife find, ML, IV, und E nach einem befannten Sage dev Plani- 
metrie auf einer Geraden TOLIV; zöge man mun ADL und A’, 
fo wären die gleichſchenkligen Dreiecke AME, AUS ähnlich, und es 
verbielte fid) AD: A'S = OMT: MVE, Chenfo hätte man BE: BE 
= NE: NE, alfo AD: BE = A'S: BE. Es wire alfo (A-B) 
|| (AB), gegen die Borausfebung). Begeichnen wir den dem Dreieck 
AZB umigefchriebenen Kreis durch K, den dem Dreieck AZB' ume 
geſchriebenen durch K’, und ziehen (A-Z,), (B-E,), (AX), 
(B-2,), fo tft 

ZAZ,B = / ASB als Pevipheriewintel in K; 

ZAZ,B= / VZV’, ” B® 
und da ZArB = 7 ASB’ 
ft, fo folgt: 7 AD,B = 7 A'E,B. 
Ferner ift ZLABE, = Z ATE, al Peripheriewinkel in K; 
und ZABE,= Z NEE,» ” » 
und ba Z AE, = ZA'EY, 
ift, fo folgt: Z ABE, = 7 A'BE,. 

Gs find alfo die Dreiede AEB und A’E,B’ ähnlich, folglich 
auch / BAS, = /BA’'S,. Nehmen wir mun an, die Syſteme 
feien in einftimmiger Lage, fehen Z, alé einen Punkt des erſten an, 
amb fuchen den ihm homologen des gweiten Syſtems. Mad) § 8. 
Lehrſatz 37. muß ber gefuchte Punkt, der LS’, heifer mag, fo liegen, 
pag A AD’, Bow A AZ,B, dag alfo / ABIX’, = / ABE, 
/ BAD, = Z BAL, ift und daß gugleid) beide Syfteme durch 
bloße Verſchiebung in perjpectivifehe Lage gebracht werden können. Daf 
ber Punkt D, der erſteren Bedingung geniigt, ift foeben gezeigt worden, 
daß er auch die zweite erfüllt, ift ſogleich gu fehen, denn man brauchte 


*) Vergl. Witzſchel: „Grundlinien dev neweve Geometrie.“ § 174, 
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bloß das Dreied —— ſo zu drehen, dag A'S, auf AZ, fällt, fo 
würde aud, da / A’D,B'= / AZE,B ijt, BE, auf BE, fatten, 
es würde alfo dann (A’— B) || A -B) fein. Bare mn C ein Punkt 
per s außer A oder B, fo "auigte der ihm homologe C’ anf B,C 


Tiegen, da fich verhalten muß 4 a“ = ae; und fo jeder andere Punkt 


ber si. G8 waren alfo daun die Shfteme durch bloße Verſchiebung 
für D, a8 Uehulichfeitscentrum in perſpectiviſche Lage gebracht. Es 
ift alfo E, felbft der gefuchte Puntt Z’,, oder es ift 2, ein fich felbjt 
Homologer Punkt beidver Shfteme. CEs find alfo bei der von Hauſe 
aus angenommenen Lage Fig. 96x. in E, die Scheitel zweier gleider 
Strahlbiifchel vereinigt. Oa diefelben bei einftimmiger Lage der Shfteme 
aud einftimmig verlaufen, fo fann fein Stragl der an Z, vereinigten 
Strahlbüſchel ein fich felbft homologer fein nach § 4. Lehrjak 2. y). 
Liegen die ähnlichen Shfteme jedoch entgegengefest, fo kann Z, fein 
fic) ſelbſt homologer Puntt fein, weil fich fonſt, gegen die Boransfegung, 
beide Syſteme durch bloße Verſchiebung in perſpectiviſche Lage bringen 
ließen. In diefem Falle halbive man den Winkel AL, A’ durch eine 
Gerave, welche vie (A~A’) in M trifft, und den Winkel BE, B’ 
durch cine Gerade, weldje die (B—B’) in N trifft, ziehe aren und 
fuche den dem Punkt M anf (A~A’) und den dem Punkt N auf 
(B-B) zugeordueten harmoniſchen, bezüglich M’, N’ der Punktreihen 
AMAW’; BNBN. Dann ziehe man (M’—N’), welche die (MIN) 
im Butt Z, trifft, fo ift LV, ein fic) ſelbſt homologer Punkt dev 
beiden anlidjen Syfteme. Dieß Lape ſich durch folgende Betvachtungen 
beweifen: Da (M—Z,) den Winkel AL, A’ halbivt, fo haben wir nach 
§ 1. Lchrfag 21, um den Punkt MW’ it finden, nur eine Senkrechte 
auf (M-2,) in 2S, gu errichten, ebenſo um N’ ju erhalten, eine 
Senfrechte auf (N-Z,) in z 3 zu ziehen. Nun läßt fich zeigen, daß 
die fo gefundene Getave (M’-N’) 1 QI-N) iſt. Denn es war 
LAZ B= ZA'E,B, folglich /AT,B— 7 AE,B= / ADB 
— / AZ,B, dh. 7 ADA = Z Br, B, alfo auch, da blefe 
Winkel bepiiglch durch (M- = ), (N-Z,) halbirt werden, “ AZM 
= (/ANZ,M=BE N= /B2,N. Sin ft /NE,M= £32 B 
+ ZB, Ai+ / AS, M, ober, oo “A'S M= / BE ift, 
ZNeM= BENS vent 
= ZBEA, alfo /NE,M= / BEA. Zieht man mm (2, 22) 
und begeidjnet dent Davehfehuittspimtt von (M2) mit (N-> 5 durch 
Q, fo entſtehen demnach zwei ähnliche Dreiecke MQE, ~ Nas, in 
denen fic) verhalt: >,Q:MQ = FQ:NQ over >, Q-NQ==2Q 
-MQ. G8 Lift fic) demnach um beive Dreiece ein durch F,, ¥, 
N, M gehender Kreis befchreiben, (in dev Figur ijt er nicht verzeichnet), 
in welchem 
Z UMN = / YEN al8 Peripheriewintel 9) 

iſt. Nun ift auch /N’S (we Nz, M, denn es war fowohl “N>,M’ 
+ ZNE,W = 90°, als andy / NEW + / NE,M = 90° (vere 
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mige der Conftruction ber harmoniſchen Strahlen (2,—M’), (2,—N’)), 

woraus folgt: / NS,M’ = /NE,M. Da mm and / NEM 

= / BSA’ war, fo ift aud / N’E,M’ = / BEA’ = 180° 

— 7 NEM’. Im Viereck NS,M'E machen alfo die Gegenwinfel 

NE, M’ und N’SM’ gwet Rechte aus, es läßt fic) alfo auch um dieſes 

Viereck ein (in der Figur nicht vergeichneter) Kreis beſchreiben. In 

demfelben iſt aber / ZM’N’ = / EE,N’ als Pevripheriewinfel, oder 

ZMM2, = 7 22,N’; aap) 
nun ift ZM2,N = 7 MM, + / =MN; 

alfo nach Gleichung +) und +7) 

ZM2,N = / 22,N'+ 7 22,N, 
folglich ba L2E,N + 7 2E,N= (NEN = 90° war, 
ZM=Z,N =90°, 

alfo ZMW-N)1L(M-D). 

Bieht man mm (B-E,) und (B’—S,), fo entfteht, da Punktreihe 

BNBN’ harmoniſch ijt, ein harmoniſcher Strahlbüſchel an X,, deffen 

Strahlen (2,—B), (£,—-N), (Z2~ B), (2, —N’) find, und da in ihm 

ein Paar zugeordueter Strahlen (©,—N) und (2,—N’) ſenkrecht auf 

einanbder ftehen, fo wird nach § 1. Lehrfatz 27. 

ZBz,N = / B2,N *) 

und ebenfo ZAZM= / AEM \ 

G8 iſt aljo 7 BS,A’ = 90°— / BE,N + 90°— / A'E,M 
180° — /Bz,N — / A’=,M = 1800 — Bz,N — A®,M 
90° — BE,N + 90° —A,M= / B2,A, alfo 

LA'S,B = / AZ,B. *) 

Wird aber in einem Dreieck ACB der Winkel C durch eine Gerade 
halbirt, welche die Gegenfeite in D ſchneidet, fo verhält fic) AD: BD 
=AC:BC. Denn, verfingert man Fig. 96.x, AC itber C hinaus 
um CE = BC umd zieht (BE), fo wird / CEB = / CBE, alfo 
ZACB=2.- / CEB und }/ ACB = / CEB, over “# ACD 
= / CEB; es ift alfo (E—B) || (C—D). Daher verhält fic) AD : BD 
= AC:KG, over, ba EC= BC war, AD: BD = AC: BC. Nach 
diefem Sage verhilt ſich, da nach *) im A BE,B’ dev Winkel BE,B’ 
durch YN halbivt wird, BN: BN = BY,:B’E,. Nach der Con- 
ftruction aber ift auc) ver Wintel BY, B’ dürch (©,—N) halbirt, alfo 
verhält fic) aud) BN: BN= BE, :BE,. Wir haben alfo die Pro- 
portion: By, : BS, 
amd ebenfo: Ad, : A'S, = AZ: 

da aber nach dem Früheren /\ AZ, A’ ~ A Bz,B’ war, ift AZ, 

:A’S, = BE, : BRi, alfo haben wir auch 

Ad, : A'S, = BY, : B’E,. 
Es find alfo nach diefer letzten und der Gleichung **) in den Dreiecken 
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A,B und A’Z,B’ zwei Paar Seiten proportionivt, und der von 
ihnen eingefchloffene Wintel gleich. Es ift alfo A A’E,B’~ A A,B; 
alfo aud) 

ABE, = /AB,; 7 BAD, = /BA,. 

Man überzeugt fich daher leicht, auf dtefelbe Weife, wie bei 
einjtimmig fiegenden Syſtemen in Betreff des Punktes F,, fo hier, bei 
entgegengefebt liegenden, daß 2, cin fich felbft homologer Punkt ift, 
indem man das Dreie A'S, B, und folglic) das ganze zweite Syftem 
erſt mit feiner Ebene umflappert müßte, bevor e8 durch bloße Ver— 
ſchiebung mit dem erften in perſpectiviſche Lage gebracht werden firnte. 
G8 find alfo am Punkt Z, ale Seheitel zwei homologe gleiche Strahle 
büſchel in entgegengefegter Aufeinanderfolge der Strahlen vereinigt. 
Nach § 4. Lehrſatz 2 y) giebt es alſo in denſelben zwei ſich ſelbſt 
homologe Strahien, und. gwar ſtehen dieſelben fenkrecht anf einander. 
Es find mm (S2—A) und (2, —A’) homologe Gerade der ähnlichen 
Syſteme, und da nach *) / AZM= / A’Z_M iſt, und die Auf— 
cinanbderfolge der homologen Strahlen (2, —B), (2,—A), (2.~M) 
des einen und (2,—B’), (2,—A’), (Z.—M) ded anderen Syſtems 
entgegengeſetzt ijt, fo folgt, daß (2,—M) oder (M—N) der eine, und 
alſo (M’—N’) ber anbdeve ſich felbjt homologe Strahl fein mug. Da 
nun auch die unendlic) entfernten Puntte vor (M—N) und (M’—N’) 
fich felbft Homolog find, fo folgt, daß die ähnlichen Syſteme auch die 
unendlich entfernte Berbindungsgerade der unendlic) entfernten Puntte 
von (M—N) und (M’—N’) gemein haben. Man fieht alfo: 

5. Lehrſatz. Liegen zwei ähnliche Syfteme in dere 
felben Ebene, fo haben fie ftets cinen fic felbft homologen 
Punkt gemein. Ltegen fie einftimmig, fo Haben fie keine 
durd den gemeinfamen Punkt >, gehende Gerave gemein; 
Liegen fie entgegengefest, fo haben fie zwei durch den ge- 
meinfamen Punkt F, gehende, fentredt auf einander 
ftehende Gerade (M—N), (M’—N’), als fich felbft homolog, 
gemein, Fig. 96x. 


Da ferner nach Lehrfas 1. zwei ähnliche Syſteme, wenn fie eine 
Gerade c gemein Haber, auch einen endlichen Punkt S derſelben Geraden 
gemein haben, in diefem alfo die Scheitel zweier Homologer Strahle 
biifchel Liegen; und nach § 4. Lehrſatz 2. 7), diefelben, da fie in ähnlichen 
Syſtemen gleich find, bet einftimmiger Lage mit allen, bet entgegenge- 
febter Gage mit zwei homologen Strahlen anf einander fallen, fo fieht 
man: 





6. Lehrfak. Haben zwei ähnliche Syſteme eine Ge- 
rade o gemein, fo haben fie auch einen Strahlbüſchel, 
deffen Scheitel Y auf o liegt, gemein, und gwar fallt 
in demfelben wenigftend augers nod ein Paar homologer 
Strahlen gufammen; oder and es fallen alle homologen 
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Strahlen zuſammen. Fallt aufero nur nod ein Paar 
Strahlen zufammen, fo fteht diefer gemeinfdaftlide 
Strahl r ſenkrecht auf o (nad § 4. Lehrſatz 2 y). 

Faffen wir noch einmal alle, möglicher Weife bei affinen und 
ähnlichen, in derfelben Ebene Liegenden Syftemen, vorfommenden Faille 
gufammen, fo fehen wir zunächſt: eintreten fann der Fall § 7. Lehre 
jag 37, 1) und 2). Der daſelbſt unter 3) erwähnte Fall kann nur 
dann eintreter, wenn zwei Bunkte und alfo eine Gerade (nämlich ihre 
Verbindungsgerade) unendlich entfernt find; denn lagen alle drei Puntte 
und alfo auch alle bret Gerade in endlider Entfernung, fo fielen vie 
Syſteme gang zuſammen nach § 8. Lehrſatz 23. und 43., indem dafelbft 
ſtillſchweigend vorausgeſetzt war, daß Feiner ber drei Puntte, und feine 
ber drei Geraden in unendlicher Entfernung fic) befinden, und wire 
blog ein Punkt unendlich entfernt, alfo zwei Gerade parallel, fo hatter 
fie auf der Berbindungégeraden dev beiden im Endlichen liegenden 
Punkte zwei Punfte, außer dem unendlich entfernten, alfo die Punkt— 
veihe mit allen Punkten gemein, was ver Fall § 7. Lehrſatz 37. 2) 
wieder wäre. Der dort unter 4) angeführte Fall fann nur pant 
ftatthaben, wenn einer der beiden Puntte der unendlich entfernte ijt, 
indem fonjt die Syſteme eine Punktreihe mit allen Punkten gemein 
hitter. Iſt aber einer bev beiden Punkte der unendliche und gwar 
zunächſt a) derjenige, durch weldhen dte zweite fich felbjt homologe Gerade 
nicht geht, haben alfo die Syjteme einen Punkt F, und zwei durch > 
gehende Gerade o, r gemein (vergl. Fig. 77b) und auf o den uuendlich 
entfernten Punft T, fo erhält man, ba auch der unendlich entfernte 
Punkt der +r fich felbjt homolog ift, den fic) aus 3) ergebenden Lei 
affinen und aͤhnlichen Syſtemen möglicher Weiſe eintretenden Fall 
wieder. Iſt 6) derjenige Bunft der unendlich entfernte, durch welder 
die gweite fich felbft homologe Gerade geht, haben alfo vie Syſteme 
cinen im Endlichen liegenden Punkt M einer Geraden o und den une 
endlich entfernten Durchſchnittspunkt T (vergl. Fig. 77d) einer gweiten 
fich ſelbſt Homologen mit c pavallelen Geraden 7 gemein, fo haben 
fie anf Legterer nach) Lehrſatz 1. (dieſes Paragraphen) nod) einen 
Punkt N gemein, alfo eine im GEndlichen liegende Gerade (M—N), 
auf dev zwei endlice Punkte, und da die Syſteme affin oder ähnlich 
find, auc) ber unendliche fic) felbft homolog ijt. Die Syfteme Hatten 
alfo dann eine Punktreihe mit allen Punkten gemein, was fein neuer 
Ball ijt. Es fommt alfo der § 7. Lehrfag 37. 4) angefiihrte Fall 
für affine und ähnliche Syfteme gar nicht in Betracht. Der Fall 
5) kann ebenfalls nicht eintreten, da, wenn affine oder ähnliche Syfteme 
mit einem Paar homologer Geraden gufammenfatlen, fie nach Lehr— 
fag 1. allemal anf derfelben, wenigftens zwei Punkte, einen endlich 
und den unendlic) entfernten gemein haben. Ebenſo kann der Fall 6) 
uicht eintreten, da, wen die Syſteme einen Punkt Y und cine nicht 
durch ihn gehende Gerade o gemein Hatten, fie anf letzterer noch einen 
endlich gelegenen Punkt M, alfo auch eine Gerade (Z-M) mit gwei 
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endlichen Punkten S, M, und bem unendlich entfernten, folglich die 
Punktreihe (Z-M) mit allen Punkten gemein Hatten. Der Fall 7) 
endlich kann bet affinen Syſtemen vorfommen, bei ähnlichen aber, 
wegen Lehrſatz 5. (dieſes Paragraphen) nicht. Faffen wir alfo alles 
jufammen und beritdfichtigen zugleich die Lehrſätze 3., 5., 6. fo können 
wir das Geſetz ausfprechen: 

7. Lehrfatz. Liegen gwei affine, oder zwei ähnliche 

Syſteme in derſelben Ebene, ſo können ſie 

1) ſich mit allen Punkten und allen Geraden vollſtändig 
decken. § 7. Lehrſatz 37. 1); 

2) perfpectivifd fliegen. § 7. Lehrſatz 37. 2); 

3) einen Punkt und gwet durch ifn gehende Gerave o, 
z und auf diefen, auger dem Durchſchnittspunkt 
nur nod die unendlich entfernten Punkte gemein 
haben. § 7 Lehrſatz 3. Tritt diefer Fall bei ähn— 
lichen Shftemen ein, fo ftehen die beiden fic felbft 
Homologen Geraden o, + auf einander fentredt. § 9. 
Lehrfag 6. 

4) einen in angebbarer Entfernung befindliden Puntt 
gemein haben, ohne eine Gerade von angebbarer 
Richtung gemein zu haben. § 9 Lehrfag 3. 

5) Affine Syſteme können auch noc) fo fliegen, daß fie 
weder einen Punkt, nod cine Gerade gemein haben. 
§ 7. Lehrſatz 37. 7). Aehnliche Syſteme können nie 
fo liegen. § 9. Lehrſatz 5. 

Es migen mun einige Aufgaben folgen, um vas Wefen ver Colli- 
neation recht deutlich gn machen. Der größeren Anſchaulichkeit wegen 
foll überall eine beftimmte, in einem Syſtem enthaltene Figur, und 
gwar ein Viereck ober Bierfeit zu Grunde gelegt werden*). 


8. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Shftem I, und in 
demfelben ein Viereck ABCD; geſucht ein dem gegebe- 
nen collineares Syſtem II. in derfelben Ebene, und von 
folder Lage, dak bas bem Biered ABCD homologe 
Biereé ABCD’ mit der Seite (A’-D’) oder o auf die 
Seite (A-D) ober c fallt, dag aber in der gemeinfamen 
Geraden (A-D) ober (A’-D’) fein Paar homologer 
Punkte zufammenfalle. 

Auflsfung. Es verfteht fich nach § 7. Lehrſatz 30., dag beide 
Syſteme auch einen, irgendwo liegenden, Punkt gemein haben. Diefer 
Umſtand bleibt jedoch hier gang aufer Acht, da es gleichgiiltig ijt, wo 


*) Die gu den folgenden fees Aufgaben nöthigen Figuren wird fich nach den 
im ert angegebenen Daten jeder leidst confiruixen tuner. Sie find night gezeichnet 
worben, unt die Anzahl dev Figuren nicht allzuſehr gu vergrößern. 
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diefer gemeinſchaftliche Punkt liegt; unr foll ev nicht in einer dev Ecken 
A oder D bes Vierecks ABCD over A’B/C'D’ fich befinven. Gollte 
zufällig B nach B’ over C nach C’ fallen, fo foll dieß nichts aus— 
machen; jedenfalls foll die Conftruction nidt in der Abſicht aus- 
geführt werden, dieß herbeizuführen. Dagegen foll die Richtung (A’—D’) 
iit der Richtung (A~D) jufammenfallen. Die gemeinſchaftliche Gerade, 
auf dev alfo die vier Punkte A, D, A’, D’ liegen, mige durch o oder o” 
bezeichnet werden. Man verzeichne alfo ein beliebiges Syſtem, und 
nehme darin irgend vier, nicht in derfelben Geraden liegende Punkte 
A, B, ©, D, als Ecken des gegebenen Vierecks an, oder noch einfacher: 
Man conftruive ein beliebiges Biere ABCD und giehe von ixgend 
einem Punkte S derfelben Ebene die Strahlen a, b, c, d begiiglich 
nach den Eden A, B, C, D des Vierecks; auf einem fünften Strahl e 
nehme man einen gweiten Puntt 8 beliebig an, und verbinde ihn mit 
A, B, C, D begiiglich durch die Geraden «, 8, c, 2; bie Gerade (S—S) 
oper (8-8) fann nun als ein Strahl ſowohl des Strahlbüſchels 8, 
als des Biifchels 8 angefehen werden; es wird daher (82 8) ober e 
auch durch © bezeichnet. Man dente ſich nun vas Syftem J. als 
pon den Strahlbuͤſcheln Sabecd und S,abecd erzeugt (f. § 6. Erklä— 
rung 2.)*). Die Gerade alfo, auf der A und D fiegen, heiße o 
oder o”, Die Durchſchnittspunkte (ac), (b+), (e+e), (c' 2), (d*c), 
(e+e), (Bre), (ee), (2), +2) beifin epiglidy A, w,, & ©, 
D, A, %, €, ©,, D. Seder einem Puntte des erſten Syſtems ho- 
mologe bes zweiten und ebenfo jede einer Geraden des erſten Syſtems 
Homologe des gweiten werde auf diefelbe Weife bezeichnet, und nur 
pure) einen beigefiigten Strid) unterſchieden. Es kommt mun zunächſt 
darauf an, zwei conforme Strahlbüſchel S’,a’b’e’c’d’ 7 S,abecd, 8/,a'6'e’c' 
TK S,abecd zu conftrniven. Diefelben dürfen jedoch nicht gang beliebig 
fein, ba auf der gemeinfamen Geraden o fein Punkt ein fich felbjt 
Homologer fein foll. Mach § 4. Lehrfag 2. 6) dürfen zunächſt die 
auf o vereinigter Punktreihen nicht entgegengefest verlaufen, da fie 
fonft nothwendig mit zwei Paaren homologer Puntte auf einander 
fallen wiivden. Um nun das zweite Syſtem fo gu conftruiren, dag in 
ber That fein Paar homologer Punkte der o gufammenfallen foun, 
fee man zunächſt feft, daß die veveinigten Punktreihen einftimmig 
verlaufen. Man fege ferner willfiirlid) feft, bag irgend einer der 
Punkte der oc, 3. B. vb, derjenige Punkt fei, veffen Cntfernung vow 
dem Gegenpuntte der Reihe c,A,CD.... gleich der Entfernung des 
homologen Punktes vs’, von dem Gegenpuntte der homologen Puntt- 
reife oAMb’, CD... fei. Man ftelle fic) alfo unter vs, den in § 3, 
Lehrſatz 9. mit Gbezeichneten Punkt vor, nehme ferner einen Punkt R 
willfiivlich als Gegeupuntt der Punktreihe c,Avd,€D.... an, unter 


*) Der Strahl o foll, was itbrigens gleichgültig, swifden den Schenkeln des von 
b und e., ebenfo e zwiſchen ben Schenkein des von 6 und o eingefdloffenen ſpitzen 
Winlels liegend gedacht werden. 
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bem man fic) alfo den Punkt O ves § 3. Lehrſatz 9. vorzuſtellen 
Hat, trage nach der anderen Seite von vw, eine beliebige Strece 
VP’ aber fo daß RP’ <2 Rw, alfo %,P’ <w,R ift, ab, dente 
fic) unter P’ dag frühere Q’ § 3. Lehrſatz 9. und mache auf der 
Strecke RP’ vie Entfernung P’vs’, = Rvd,, fo hat man fic) unter 
«h’, den am angeführten Orte mit G’ begeichneten Punkt zu denfen. 
Bugleich ift vs’, der dem vd, homologe Punkt des zweiten Syſtems, 
und nad § 4. Lehrſatz 2. a) c) ijt die Durch die drei Punkte o0,0d’,, 
P’, welche bezüglich homolog R, vd,,00 im Syſtem I. find, beftimmte 
Punttveihe fo gelegen, daß in der That fein Paar homologer Punkte 
zuſammenfallen kann. Man wihle nun einen beliebigen, nur außerhalb 
der o liegenden Punkt S’ als dem Punkt S homolog, giehe (S’—’,) 
ober b’, (S’—P’) ober p’ und durch 8’ eine Parallele x’ gu o; ferner 
ziehe man (S—R) over xr, und durch S eine Parallele p yuo; fo 
mug Strahlbüſchel Six’p'b’.... A Sxpb .... fein. Es fommt nun alfo nur 
darauf an, die den Strahlen a, e, c, d homologen a’, e’, c’, d zu 
finden. Zu dem Bwede verfahre man folgendermagen. Man vere 
binde den Durchſchnittspunkt (p+ p’) over & mit (r.r’) oder A durch 
bie Gerade (C—K) oder m, die von r, a, b, e, c, d bezüglich in K, 
V,, Wy, Zy, X,, Y, geſchnitten wird, nehme auf p’ einen beliebt- 
gen Punkt O an, ziehe (Ww. 0), die den Strahl b’ in W’, trifft 
und dann (W’ “a ober n. Bon © aus projicive man K, V,, 
W,,Z,,X,, ¥, auf n nach A, V’,, W',, Z,, Ky, Y',5 fo tft nach 
§ 2. Grélarung 7. Punttreige m&V,W,Z,X,Y, F Strahlbüſchel 
S,rabecd, zugleich auch Punktreihe n,AV’, W’,Z’, X,Y’, A Punftreife 
mAV,W,Z,X,Y,, und alfo aud) Punktreihe n,RV’,W’,Z’, X,Y’, 
K Strahlbiifcel Srabecd. Zieht man mm (s-¥,), (9-Z)), 
(S-X’,), (TY’,) ober a’, e, ec, d’, fo ijt auch Strahlbüſchel 
S'a’b’e’c'd’ Strahlbüſchel Sabecd. Man erhält alfo die den Punkten 
A, €, ©,, D fomologen A’, C, ©’, D’. Man konnte nun ebenfo 
die den Punkten wb,, S, homologen finden, indem man (S—a,), 
(S-2,) zöge und die ihnen homologen Strahlen des Biifchels 8’ 
beftimmte. Da $ auf dem Strahl e liegt, muß 8’ fic) auf e’ befinden. 
G8 werde beliebig auf e’ angenommen. Da mm die Strahlen a und 
« in A, d und 0 in D fich ſchneiden, ſo mug (8’—A’) der Strahl 
a’, (8'—D’) der Strahl ¥ fein. Hätte man alfo auf die vorhin an— 
gegebene Weife die Punkte vs’, und ©’, beftimmt, fo hatte man auch 
6 und ce. Man fann aber auch zur Beftimmung von 6’ und ce’ ein 
dem früheren analoges Verfahren anwenden. Schneidet nämlich % 
den Strahl 2 in Y,, ef den Strahl ¢ in Z,, fo giehe man (Y,—Z,) 
ober ue, welche von a, 6, e, 0, d bezüglich in V,, W,, Z,, X,, Y, 
geſchnitten wird, nehme auf e (oder e’) einen belicbigen Punkt Y an 
und jiohe (PV), (P-W,), (BZ), (P-Xy), (P= Ya), fo 
wird Punktreihe w,V,W,Z.X,Y, A Strahlbiifdjel 8,abeed. Schneidet 
mm (M-V,) den Strahl «” in V’,, fo giehe man (V’,—Y,) ober 
w, die von (Y-V,), (M-W,), (M-Z,), (P-X.), -Y2) 
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bezüglich in V’',, W's, Za, X’n, Yq gefduitten wird, und ziehe 
(8’-W’,) und (8'—X’,) oder 6 und ce, fo find dieß die den Strahlen 
8 und c homologen. Denn es wird Strahlbiifdjel 8'a’B’e’ A Puntt- 
reife WV, WZ/.X',V_ A m,V,W,L,X,Y, A Strahlbiifchel 
S,abecd, ES find alfo fest die den Strahlbuͤſcheln Sabecd und $,abecd 
des Syſtems I, homologen Strahlbüſchel Sa’b’e’c’d’ und S'a’e'c'% 
des Syſtems IL, und folglich viefes ſelbſt vollſtändig beftimmt. Es 
ift demnach (b’ +6) der dem Punkt (b+ 8) oder B homologe BY, (¢' +o’ 
der dem Punkt (c*c) ober C homologe C’. Es find alfo die Eden A’, 
B, C’, D’ des gefuchten Vierecks befannt und demnach die Aufgabe gelöſt. 
Will man übrigens wiffen, wo der beiden Spftemen gemeinjame Puntt 
liegt, fo verfahre man, wie zum Beweife von § 7. Lehrfay 30. ane 
gegeben wurde (vergl. Sig. 76a). 


9 Aufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem I. und in 
pemfelben ein Bierfeit abcd; gefudt ein bem gegebenen 
collineares Syſtem IL. in devfelben Ebene, und von 
folder Lage, daß das dem Vierfeit abed homologe Viers 
feit a’b’c’d’ mit ber Ecke (a’-d’) oder 2’ auf die Ede (ard 
ober & fallt, daß aber an dem gemeinfamen Punkte = 
fein Baar homologer Gerader gufammenfallt 


Auflöſung. Nady § 7. Lehrfak 30. Habe beide Syſteme auch 
eine Gerade gemein. Da diefelbe jedoch fein Strahl am gemeinfamen 
Punkt J fein foll, und es nichts ausmachen foll, wenn etwa zufällig 
b’ nach b, oder c’ nach e fiele, fo kommt ihre Lage hier nicht in 
Betracht. Man conftruive alfo cin beliebiges Bierfeit abcd, weldes 
das gegebene fei, und ziehe dann zwei beliebige Gerade s und f, die 
Durchſchnittspunkte (s+ a), (s°b), (s*f), (s*e), (87d) nenne mart 
bezüglich A, B, E, C,D; die Durchſchnittspunkte (ft a), E b) (f*s), 
(fe), (od) nenne man bezüglich &, w, €, ©, ®, fo daf alfo B 
und € identifc find. Die Verbindungsgeraden (A-Z), (B—=), (E-2), 
(C-2), (D2), (2), (we), (CE), (CZ), (@-Z) nenne man bes 
züglich «,6,,¢,c,,d,a,6,,2,c,d, Nun denfe man fic) das Soften J. 
von den Punktreihen s,ABECD und (vvsCS@ erjengt. Es fommt 
nun alfo darauf an, zwei Bunftveifen s,A'BE'OD’; (b's’C'O'G’ von 
ſolcher Beſchaffenheit zu finden, daß das von ihnen erzeugte Syſtem IT. 
den Punkt S mit dem Syſtem I. gemein hat, daß alſo a’ und d’ oder 
(A’- &’), (D'-0) fic) in E fehneiden, dag aber die in > als Scheitel 
vereinigten homologen Strahlbüfchel feinen fic) felbft Homologen Strahl 
haben. Zunächſt ijt aus § 4. Lehrfag 2. Har, dag die mit ihren 
Scheiteln in S vereinigten Strahlbüſchel einftimmig verlaufen müſſen, 
ba fie fonft mit zwei homologen Strahlen jzufammenfielen. Damit 
aber nicht, was doch auch bei einftimmig verlanfenden Strahlbüſcheln 
vorfommen Fann, eit oder zwei Baar homologer Strahlen gufammene 
fallen, fese man feft, daß einer der von ES ausgehenden Strahlen, 3. B. 
6, derjenige Strahl fei, deffen Abſtand von einem ver Schenkel ves 
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rechten Wintels im Strahlbüſchel F gleich bem Abſtande des homolo- 
gen Strahls von dem nicht entfprechenden Schenkel des entſprechenden 
rechten Winkels im Strahlbüſchel ſei. Man ftelle fic) alfo unter 6, 
den in § 3. Lehrfag 9. mit g begeichneten Strahl vor, nehme ferner 
einen Strahl x willkürlich als einen der Schenkel des rechten Winkels 
im Büſchel Z an, unter bem man fic) alfo den Strahl s des § 3. 
Lehrſatz 9. vorguftellen hat, und trage nach der anderen Seite von 6, 
einen beliebigen Winkel 6’ p’, nur < / 8 xr, denfe fic) unter p’ das 
friihere t’ und mache in dem Winkelraume rp’ den Wintel p's’, — rb; 
fo hat man fic) unter 6’, das frühere g’ gu denken. Es iſt alfo jest 
nad § 4. Lehrſatz 2. a).c) und § 3. Lehrſatz 12. der dem Strahl 
büſchel E,r6, P ae homologe Strahlbüſchel &’x'8,p’.... der Art beftimmt, 
daß in der Chat fein Paar homologer Strahlen zuſammenfallen kann. 
Man wähle nun eine beliebige, nur nicht durch E gehende Gerade s’ 
alg der Geraden s homolog, und beftimme thre Durchſchnittspunkte 
(s’. x), (s'°8’,), (s’* p’) ober RY, BY, P’; fo find diefe alfo homolog 
den Puntten (s.r), (s°6,), (s*p) ober R, B, P auf s. Es fommt 
alfo davauf an, die den auf s Liegenden Bunften A, E, C, D homo- 
logen auf s’ liegenden gu finden. Zu dem Ende giehe man (P—P’) 
over p, (R—R’) oder 3 den Punft (ep) nenne man M. Nun giehe 
man (M~R), (M-A), (M~-B), (M-E), (M-C), (M—D), ober 
bezüglich v, Vy, Wy, Zr Xs, Yq, Und giehe durch P’ cine belicbige 
Gerade uw, beftimme den Durchſchnittspunkt (w+ w,) oder W,, ziehe 
fodann (W ,—B’), die den Strahl v in N fepneidet und giehe von N 
aus die Strahlen vy, wy, 2',,X',, y', nach den Durchſchnittspunkten 
V,, W,, Z,, X,, Y, dev Strahlen v,, wy, 24, X, y, mit w, fo 
ift Strahlbüſchel Mex, w,z,X,y, A Punltreife s,RABECD, aber 
auch Strahlbiifdbel Nev’ pw’ yz! x’ y’, N Stvahlbiifcel Mev wy zyx yyy, 
alſo auch Strahlbüſchel Nyev’ w’,2’,x’,y’s A Punttreihe sRABECD. 
Schneiden nun v’y, 2',,x'p,y’, dies’ begiiglich in A’, E’, C’, D’, fo 
ift auch Punktreihe s/,A’B’ WC'D’ i s, ABECD. Man hat alfo jest 
aud) die Strahlen a’ 6,,¢,7,,d, und könnte ebenfo aud) 6, und o, 
finden. Man fann aber auch fo verfahren: ba ¢ durch den Punt B 
der s geht, mug f’ durch den Punft EH’ der s’ gehen. Es werde alfo 
eine beliebige durch E’ gehende Gerade als (’ angenommen, fo hat man 
alfo aud)’, C/O, in (+a), (+8), (Pd). Da min A und & auf 
a, D und © auf d fliegen, und beide fic) in Y fchneiven, hier aber 
auch a’ und d’ fic) ſchneiden follen, fo mug dev Durchſchnitt von (2—A’) 
mit (’ der Puntt &’, der Durchſchnitt von (Z—D‘) der Punkt ©’ fein. 
Man ziehe mm (O—B’) und (C—C’), die fich in ML fehnetden und giehe 
(1-2), (L= wh), (ILE) |(IL-S), (NLD) ober Vy, Wy, Zig, Xa Von 
und Lege durch € eine beliebige Gerade o, die von diefen Strahlen begitg- 
lidh in Vi, W,, Z,,X, Y, gefchnitten wird, fo wird »,V,W,Z,X,Y, 
K MV WaZ.X pV A [evCC@O, Man verbinde mm V, mit ’ purd 
eine Gerade vn, die den Strahl y, in IG fehneidet und ziehe (IE-V,), 
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(%-W,), (96- Z,), (eer Xa), (96~Y¥,) oder v'yw'yz.X'nyo, fo 
ift Strahlbüſchel — ——— w, — A OW,X,W ye oy 2 . 
Schneidet nun w’, die ia in aA x’, die in &, fo ift aud) Punkt 
reihe — — Es iſt alſo Das zweite Syſtem 
voliſtändig beſtimmt. Demnach iſt (B’—v’) die der Geraden (B-v) 
ober b homologe b', (C’-S’), die der Geraden (CC) ober c 
homologe Gerave c’. Es find alfo a’, b’, c’, d’ die Seiten des ge- 
juchten Vierſeits und fomit ift die Aufgabe geldjt. Will man wiffen, 
wo die beiden Syftemen gemeinfame Gevade liegt, fo wende man 
daffelbe Verfahren an, welches gebraucht ward, den Lehrſatz 30. in 
§ 7. gu beweijen (vergl. Fig. 76). 

10. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem I. und in 
demfelben ein Viereck ABCD; geſucht ein dem gegebenen 
collineares Gh ftem IL. in derfelben Ebene und von folder 
Lage, daß das dem Biered ABCD homologe Viereck 
ABCD! mit ber Seite (A’—D’) over o” auf die Seite 
(A~D) ober o fallt, und dag in der gemeinfamen Ge- 
rabden o ein Baar homologer Buntte A und A’, aufer 
diefem aber fein gweites, gufammenfallt 


Auflsfung. Man vergeichne das Viereck ABCD, nehme, tie 
bei Anfgabe 8., zwei beliebige Puntte S und 8 an, und conftrnive die 
Strahlbuͤſchel Sabecd, S,abecd, Da nun auf o außer A und A’ fein 
Paar homologer Puntte gufamenfallen foll, fo nehme man A (oder 
A’) alg den Puntt G (in § 3. Lehrſatz 9) an, trage nach links und 
rechts die Strecken AR = AP’, itbrigens beliebig grog, ab, und ſehe 
R und P’ als die Gegenpuntte (O und Q’ in § 3. Lehrſatz 9.) an. 
Qudem man fich dies Syſtem aus Strahlbüſcheln S,abecd; S,abecd 
erzeugt denkt, ziehe man (S~R) und durch S den Strahl p parallel 
o}; ferner nehme man einen beliebigen Punkt S’ als vem S homolog 
an, giehe (S’— A), weldhes dev bem a homologe Strahl a’ fein mug, 
und ziehe ferner (S’~ P’) oder p’ und durch S’ den Strahl x’ parallel c. 
Man verbinde ferner die Durchſchnittspunkte © und RK von bezüglich 
p und p’, r und r’, durch die Gerade m, fo dap (wenn gleichbegeichnete 
Punkte und Gerade gleiche Bedeutung Haben wie in Aufgabe 8) Puntt- 
reife m,V,W,Z, X,Y, DW Strahlbüſchel S,aboed wirb, ziehe von 
V, eine Gerade itedh einen beliebigen Punkt © dev p’, die ben Strahl a’ 
in iW, trifft, verbinde V’, mit R durch die Gerade n und projicive 
bie Punktreihe m,V,W, Z, X,Y, auf n, fo dag die Punttrethe 
nV’, WZ, X',Y', ‘entftegt, utd Zehe W 
7 “Yr, 5 jo find dieß die Strahlen b’ oc’ c” v und (ce bY), E* 3%, 
(ce), ‘ord d) bezüglich die Punkte w’,, C, O’,, D’. Denn es ift 
Strahlbüſchel g i Yr Punktreihe nV Wi ZX’, UR 
(wer U_ dev Durdhfehnittapuntt von n mit p’ iit) ay Puntkreige 
m,V,W,Z,X,Y, PRA Strahlbüſchel Sabecdpr. Auf e’ nehme man 
willtitelig s an, jo find (8’— A’) oder (8’- A), G- & D’) bes 

Weigensorn, Projection. 
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züglich die Strablen a’, «, ¥, die übrigen, 8 und o’ beftimme man, 
wie bet dev Auflifung der Aufgabe 8. 

11. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem L, und 
in demfelben ein Bierec ABCD; gefudt ein vem gege- 
benen collineares Syſtem IL in verfelben Ebene und 
von folder Lage, daß das dem Viereck ABCD homologe 
Biere ABCD’ mit der Seite (A’—D’) oder o’ auf die 
Geite (A2D) oder o fallt, ohne daß anf der gemein- 
famen Geraden c ein Baar homologer Puntte vereinigt 
find; e8 follen aber die Edpuntte B und B’ auferhalb o 
gufammenfallen. 

Aufldfung. Man nehme wieder, wie bet Auflöſung ver Auf- 
gabe 8., vb, auf c als den Punft G an, nehme beiderfeits von vd, 
zwei Punkte R und P' beliebig, nur fo daß RP’< 2Rv,, alfo Pr, 
<Rw, ijt, mace Pas’, = Rvd,, umd fehe v’, als den dem Puntt 
Ww, homologen an. Der Punkt 8’ fan hier nicht mehr fo ganz be- 
liebig gewählt werden. Denn, da B ein gemeinfchaftlicer Punft beider 
Syſteme fein foll, vs’, dem w,, alfo (B-wW’,) dev Geraden (B—%,) 
homolog ift, und S anf (B~w,) fiegt, fo mug 8’ anf (B-w",) 
angenommen werden; im Ucbriget aber ift es beliebig, welchen Punkt 
der (B-wW’,) man als S’ wählt. Nun verfahre man, um die Strahlen 
a’,e’,c', d’ 3u beftimmen, wie in Aufgabe 8. Da 8 auf e liegt, mug 
auch 8’ auf e’ fich befinden, da aber 6’, jest durch B gehen mug und 
durch diefen Strahl ver Punkt vs’, anf o angegeben wird, fo folgt, 
bag S$’ nicht, wie früher, beliebig angenommen werden darf, indem es 
fonft vorfommen könnte, dag der Punkt vd’,, den man erhalt, wenn 
man den Durchſchuitt von (A’-D’) mit (8B) jucht, nicht ver For- 
dering: Punktreihe ov’, AD’ A 7%, ACD geniigte, wie es dod) 
in collinearen Syſtemen fein mug. Um ju bewirfen, daß dies ftatt 
Habe, giche man (S—vd,) oder b,, welche die Gerade m in W, 
ſchneidet, projicive W, auf n mac) W’, und ziehe (S’-W’,) oder 
b’,, fo ift dieſe Gerade homolog b, und alfo dev fo gefundene Punkt 
(b’, *c) der dem Punkt vw, homologe vw’,. Nun giehe man (%', —B), 
die ben Strahl e” ſchneidet. Dieſer Durchſchnittspunkt der (vs’, —B) 
mit e’ mug ver Punkt 8 fein. Bon dem Strahlbüſchel 8’a’b'e’c'! 
fennt man jegt «/, 6 eo. Um anch noch o zu finden, ziehe man 
(Y,—Z,) oder w, wenn Y, der Durchſchnitt (0° 2%), Z, dev Durch- 
{cuit (* e) ift, fo dag die Punktreihe w,V,W,Z,X,Y, A Strahl 
büſchel S,becd entſteht. Auf e” nehme man einen beliebigen Puntt Y 
an und ziehe Strablen durch die Punkte V,, W,, Z, X., Yo 
Schneidet nun (M—W,) den Strahl 6 in W’, (man hätte auch wie 
bei Aufgabe 8. den Ourchfchnittspuntt von (M—V,) mit «” anwenden 
fornen), fo giehe man (W’,—Y,) oder w und projicive bon YD aus 

2 Wa Z,, X,, Y, auf » nach V',, W',, Z’,, X’,, Yo, und 
ziehe (8 X5) ſo ijt diefes der gefuchte Strahl o’, und alfo ift die 
Aufgabe geldjt. 
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12. Aufgabe. Gegeben cin ebenes Syftem I. und 
in demfelben ein Biered ABCD; gejudt ein dem gege- 
Benen collineares Syſtem IL. in derfelben Ehene und 
von folder Lage, daß das dem Viered ABCD homologe 
Biered ABCD mit ver Seite (A’-D’) oder o auf die 
Geite (A-D) ober c, und mit ber Seite (A’—B’) oder 
7 auf die Seite (AB) ober „ und zugleich mit dem 
Punkt (+ 2’) oder A’ auf den Punkt («*r) oder A, und 
mit dem Punkt D’ auf den Punkt D fart. 

Anflsfung. Nehmen wir an, daß auf o die Wufeinanderfolge 
der homologen Punfte einftimmig fein foll (nach § 4. Lehrfag 2. 6) 
könnte fie, da auf o zwei Punfte fic) felbft homolog fein jollen, auch 
entgegengefebt fein), fo trage man auf o eine beliebige Stree AR 
Tints von A und DP’= AR rechts von D anf, nach § 4. Lehre 
fag 2. a) a), ferner trage man anf + nach beiden Seiten von A die 
übrigens beliebige Stree AR = AL’ ab nach § 4, Lehrſatz 2. a) b), 
ziehe (SR), weldje vie o in P ſchneidet, ferner giehe man durch 
eine Parallele zu (AB) over z, und begeichne ihren Durchſchnitt 
mit ¢ durch I durch P ziehe man weiter eine ebenfalls zu (A-B) 
oder + parallele Gerade und dann (Li), welche diefe durch P gut 
parallel gezogene Gerade in ES fchneivet, und ziehe (Z—R), welche 
die 7 in KR’ trifft, Lege durch R’ cine gu (A—D) ober o parallele 
Gerade und ſchneide diefelbe mittelft der Berbindungsgeraden (2—D) 
in 8, fo ift diefer Punt dem Punkt S des Syſtems I. homolog. 
Denn gieht man (S’—L’), welche die x in W’ fehneidet und bezeichnet 
(S—&) durd ve, (S~R) durch x, (S-A) durch a, (S~D) dure d, 
(SII) burch p, eine durch S’ parallel gu zr gezogene Gerade, welche 
die o in P’ fefueidet, durch <’, (S'—R’) bunch x, (SA) durch a’, 
(S—D) durch d, (ST) durch p’, (2~P) durch ©, (Z~R) durch 
r,, (S~A) durch a,, (Z—D) durch d,, welches alfo diejelbe Gerade be- 
zeichnet, wie d’, (2-2) dure) p,, fo ift Strahlbüſchel Ze r,a,d,p, pere 
fpectivife) mit Strahlbüſchel S,eradp fiir o als Axe, alfo Strahlbüſchel 
Zye,r,a,d yp, A Sradp. Zugleich ift Strahlbüſchel De rpaydyp, per- 
fpectivife mit Strahlbüſchel Sie'r'a’dp’ für + als Ure, alfo Strahibüfchel 
Ber a,dyp, AS,evads’; folglic) Strahlbüſchel Sixr'a/d’p’ AK S,eradp 
und alfo Punttveige «Po ADI A c/PRADIE umd Punktreihe 
1, OR AYE K KK, AY o, wenn Y’ der Durchſchnittspunkt (d’ +z), 
Y ber Punt (d-7), A, der Punkt (wr) iſt. CEs iſt alſo R der 
eine Gegenpuntt ver anf o veveinigten Punktreihen, P’ ver andere; 
und in der That geht, wenn man durch SF eine Pavrallele p zu c 
zieht, welche die + in © trifft, umd © mit S’ durch die Gerade (S—P) 
verbindet, dieſe letztere durch P.. Denn in ben Dreiecken RRA und 
HIE verhilt ſich RA: RL = RA: TL; fehnitte mm (S’—®) die — 
in einem von P’ verfdjiedenen Punkte P”, fo verhielte fic) in den 
Dreieden LAP” und CRG: KA: RE = SP’: SP = DP": 38, 
Es müßte alfo fic) verhalten RA: == DP’: 2” oder e8 miifte 

14* 
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fein RA = DP”; mun ijt aber nach der Conftruction ſchon DP’ = RA, 
alſo mug P” mit P’ gujammenfallen. Die übrigen Punkte auf & 
3. B. S,, und Strahlen an 8’ finden fich nun folgendermafen: 

foll die Conftruction nur fiir die Auffindnng von ©’, gezeigt wen 
Man ziehe (H-S,) ober cy, weldhe die + in I trifft, fo ijt Strahl- 
büſchel Te pr,c,d,p, perſpectiviſch mit Strahlbüſchel Seredp fiir 
als Axe; juigteidh ift auc) Strahlbüſchel Xe 71,0, dips perſpectiviſch 
mit Sirahlbiſchel Sie'r'e'dp’ für z als Axe, wenn e die Verbindungs- 
gerade von S' mit (c, +7) oder I ift, folglich Strahlbüſchel S,redp 
K Se've'dp', und alfo Punttreife c,PRO,DI TZ c,P’ oO’, Dil’, 
wenn mit ©’, der Punt (c'+o) begeichnet wird. Gs ift Daher eo, 
ber dem Punkt © S,. homologe. Auf gleiche Weife finden fich auch bie 
übrigen Buntte unto Strahlen vs’, und bi, w’, und b’,, C und e’ 
(oder ¢’), ©’, und c,, wenn mit c, diejenige Gerade des erften 
Syſtems bezeichnet wird, die S mit ©, verbindet. Der Durchſchnitts— 
puntt B’ bes Strahls b’ mit c ijt nun dem Punkt B homolog. Hat 
man nun den dem Punkt vd, auf d homologen Punt vs’, (ebenfo 
wie ©’,) gefunden, fo ift (Xs, —B’) homolog (ab, B) oder 5 es iſt 
alſo (vb’, ~B’) ver Strahl 6, der Durchſchnitt von 6’ mit eo” iſt der 
Punkt 8’, (8'—A) ift der Strahl «’, oO D) ift %, (8'-e",) (wenn 
©’, ebenfo bejtimmt ijt wie ©’,) ift « mithin bag Syftem IT. und 
bas gefuchte Viereck gefunden. Daf iibrigens in den bet A entftehenden, 
mit ihren Scheiteln auf einander fallenden homologen Strahlbüſcheln 
Acar... und Aoo'r... außer o und o’, 7 und 7” fein Baar homo— 
foger Strahlen gufammenfallen fann, davon überzeugt man fich leicht. 
Denn, fiele nur nod ein Paar homologer Strahlen zuſammen, fo 
miipten nach § 4. Lehrſatz 1. alle gufammenfalfen. Es Laffen fich aber 
(vergl. Beweis gu § 7. Lehrſatz 33. Fig. T7c) jedenfalls ein Paar 
homofoger Strahlen m mmd m’ angeben, die, da jegt AR nicht gleich 
AP’ (oder in Sig. T7c. SR nicht gleich ES’) ijt, nicht gufammen- 
fallen können. Es kann dieß alfo auch bei feinem anderen, auger — 
und r der Fall fein. 


13. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem L, und 
in demfelben cin Viered ABCD; gefucht ein bem gege— 
benen collineares Syſtem IL in derfelben Ebene, und 
von folder Lage, dag das dem Viered ABCD homologe 
Biered ABCD! mit drei feiner Eden A’, BY C, auf die 
homologen Eden A, B, C, und mit ben Geraden (A’-D/) 
oder o’, (A’~B’ oder 7’, (BD) oder p’ anf die homologen 
Geraden (A~D) over c, (A~B) oder zr, (B~D) over ¢ 
fallt, daß aber fein anderes Paar homologer Punkte 
auf diefen Geraden zuſammenfällt. 





Auflöſung. Man nehine, wenn die vereinigten Punktreihen 
einftimmig verlaufen follen, Round ® auf (A~D) umd (A~B) bee 
fiebig, nur außerhalb ver Strecfen AD, AB an, ziehe (S~A), welche 


§ 9. Conjectivifehe Lage der ebenen Syfteme. Involution. 213 


die (AD) in P trifft, lege durch P eine Parallele zu (A—B) oder z, 
und ſchneide fie durch die Verbindungsgerade (S—B) in E, beftimme 
fodann den Durchſchnittspunkt R’ ber (S—-R) mit 7, giehe durch K’ 
eine Parallele gu c, umd ſchneide fie durch (©-D) in 8’, fo ijt 8’ 
der dem Punkt S homologe ves Syſtems IL. Denn es ijt unter 
Veibehaltung derfelben Bezeichnung, wie bet der vorigen Aufgabe 
wenn man noch außerdem (Z—B) ober (Z—wW,) durch b, begeichnet, 
Strahlbüſchel Ze,r,a,b,d, perfpectivifey mit Strahlbüſchel Sxabd 
fiir d als Are, und zugleich perſpectiviſch mit Strahlbüſchel S’c'r’a’b’d’ 
für x al8 Ue, alfo Strahlbüſchel S''r’a’b’'d’ A Sxrabd. Es ift alfo 
auch Bunttreihe c,P’c0 Avs’, DX c,PRAWD und Punktreihe r,00 RABY’ 
Rr RK, ABY, Alſo iſt R ein Gegenpuntt der auf o, RK ein Gee 
genpuntt dev auf + vereinigten homologen Punktreihen. Wie die übri— 
gen Bunkte der c und Strahlen des Büſchels S’ gefunden werden, foll 
nur an einem Punkt C’, und dem zugehörigen Strahl c’ gezeigt were 
ben. Man giehe (E-S,) over c,, welche die + in I trifft, und 
(SL) over c’, fo ift Strahlbiifdel Lv r,b,c,d, perfpectivifeh mit 
Serbed fiir o als Axe und gugleich perſpectiviſch mit S’<'r’b’e’d’ für + 
als Axe, alfo auch Strahlbiifchel S'x'r'b’c’'d’ Sarbed, alfo ijt e” ho- 
molog c, und wenn man (e'* c) durch ©’, begeichnet, ©’, homolog S,. 
Ebenſo bejtimmen fich die übrigen Punkte der co und die iibrigen 
Strahlen an S. Da mim B ein gemeinfamer Punkt ift, fo ijt ver 
Durchſchnittspunkt von (vs’,—B) oder 6 mit e” (oder ’) der Puntt 8, 
(S'—A) ift «, (S'-B) ift 6, (S’-©’,) iſt ¢, (SD) ift % Gs ift 
alfo das zweite Shftem vollftindig beftimmt, und fomit aud das ge- 
fuchte Bierecd A’B'CD’ gefunden, und anf c, 7, ⸗ find homologe 
Punttreihen, und in A, B, D homologe Puntte vereinigt. 

Man fieht, wie die Anzahl ver möglichen AuflSfungen immer 
Heiner wird, je mehr Elemente gufammenfallen follen. Gollten alle 
vier Punkte A, B, C, D und A’, BY, G, Di, und alfo and alle 
vier Seiten (A—B), (B—C), (CD), (D~ A) und (ae (B’-C4), 
(C'-D’), (D’—A’) jufammenfatlen, fo gäbe es nur eine Löſung, das 
Syſtem IL. müßte dann vem Syſtem J. völlig congruent fein und fich 
mit ihm decken, nach § 7. Lehrſatz 17. Gollten fiinf Punkte, von de— 
nen feine drei in einer Geraden liegen, oder fiinf Gerade, von denen 
feine pret durch einen Punkt ginger, gufammenfallen, fo müßte dies 
entweder ſchon in dem vorigen Salle eintreten, wo die Syſteme con- 
gruent find, ober die Löſung tft unmöglich. 

Gin befonders bemerfenswerther Umftand tritt dann ein, wenn 
zwei Syſteme drei Punkte und drei Punttreihen gemein haben, nnd 
von den Punftreihen, oder von den gemeinjamen Strahlbüſcheln, deren 
Scheitel in den drei fich felbjt homologen Punkte liegen, zwei involu— 
toriſch (f. § 4. Erklärung 4) liegen. Es feien zunächſt a) Fig. 97. a. 
A,B,C over A’, BY, C’ die drei fic) felbft Homologen Puntte, a, b, c, 
ober a’, bi, o” die fich felbjt Homologen Geraden, umd gwar follen die 
auf b ober b’, und c ober c’ vereinigten homologen Punktreihen mit 


214 § 9. Conjectiviſche Lage ber ebeuen Syſteme. Involution. 


ihren Gegenpunkten auf einander fallen, alſo nach § 4. Erklärung 4. 
involutoriſch liegen. Da dies mit zwei Punktreihen b und c der Fall 
ift, der Durchſchnittspunkt (b+ c) oder A oder A’ alfo fowohl in den 
auf b als in den auf e vereinigten Punktreihen cin fic) felbjt homo- 
Toger, oder ein Hauptpunft ver Guvolution (ſ. § 4. Erklärung 3.) iſt, 
einjtimmig verlaufende involutoriſche Punktreihen aber nie einen Haupt 
punft haben können nach § 4. Lehrſatz 7.; fo folgt, daß fie entgegen- 
gefegt verlaufen und alfo nach demfelben Lehrſatz noc) etnen Haupt 
punft haben umd zwar miiffen dies die Punkte B (ober B’) und C 
(ober O) fein, da fie cin Baar fich felbjt homologer Puntte auf b unde 
find. Mach § 4. Lehrſatz 10. muß num, wenn ein Punkt D ver Gee 
raden c im Syſtem I. auf einen Punft EH’ der anf c liegenden 
Geraden ce” des Syſtems IL. fallt, dev dem Punkt P' homologe Punft P 
des Syſtems I. mit vem Punkt D' des Syftems IL. zuſammenfallen. 
Ebenſo mug, wenn auf b ein Punt F ves Syftems L mit einem 
Punkte G’ des Syſtems II. gufammenfallt, auc) G mit F’ zufammen- 
fallen. Sieht man nun eine Gerade (D’—F’) oder d' im Syſtem IL, 
weldje die gemeinfame Gerave (B—C) ober a in K’ trifft, und zieht 
dann von bem dem D’ jugeordneten Punkte P' der Gnvolution auf e 
die Gerade (E’—K’) ober e’, fo muß dieje die b’ in dem dem FY zu— 
geordneten Punkte G’ der Involution auf b’ treffen. Denn, da A’, B’, 
die Hauptpuntte auf b’ find, fo mug der dem FE” gugeordnete Punkt G’ 
fo liegen, daß Punktreihe b’A'E'B'G’ harmoniſch ijt, nach § 4. Lehre 
fag 15. Heißt mum der noch unbekannte Punkt, in vem die e? die b’ 
ſchneidet, X, fo muß im vollfttindigen Vierſeit b’e’d’e’ auch Punttreihe 
bp AꝝFRBX. harmonife fein, nach § 3. Lehrſatz 17.; alfo mug X’ mit 
G’ jufammenfallen. Es liegt alfo ver Durchſchnittspunkt (d’ +e’) oder 
K’ ber Geraden (D’—F’) und (E’— G’) auf a’ Beftimmen wir num ben 
dem Puntt K’ homologen, K, im Shftem I. Vermöge der Involution 
auf c mug der dem Buntt D’ homologe D nad) EH’, vermige der Que 
volution auf b muff der dem Punkt LF’ homologe nach G’ fallen. Es faͤllt 
alfo (E’—G’) ober e’ im Syhſtem IL. mit dev Geraden (D—F) oder 
dim Syſtem J. zuſammen. Ebenſo fallt der dem Punkt H’ homologe E 
nach D’, der dem Punkt G’ homologe G nach F, es fallt alfo (D’-F’) 
oder d’ im Syſtem IT. mit der Geraden (EG) oder e im Syſtem J. 
zuſammen. Folglich ift der Punt (d’-e’) zugleich ver Punkt (e- d) 
ober (d-e), d. h. der dem Punkt K’ homologe des erften Syſtems 
K, fallt mit ihm zuſammen, oder K (ober K’) ijt ein ſich felbjt ho— 
mologer Punkt. Oa aber K auf a fich befindet, und auf diefer auch 
nod B und C fich felbft homologe Punkte find, fo folgt, daß beide 
Syſteme die Homologen Punktreihen a,BKC.... und a’BK'C’.... mit 
allen Bunften gemein haben (nach § 4. Lehrſatz 1.) und alfo fiir a 
al8 Axe perſpectiviſch Liegen, nach § 7. Erklärung 38. und Lehrſatz 26. 
und zwar mug der Punkt A, da ev ein fich ſelbſt homologer ijt, und 
nicht auf der Axe liegt, das Centrum der perſpectiviſchen Collineation 
fein nach § 8. Lehrſatz 3. Iſt nun k ein beliebiger Collineations- 


§ 9. Conjectiviſche Lage ber ebenen Syfteme. Involution. 215 


ſtrahl, und M, 3. B. der Durchſchnittspunkt von (D—G) oder s mit k, 
irgend ein Punkt des erſten Syftems, fo mug mad) § 8. Lehrfag 5. 
auch dev homologe Bunft M’ auf k fich befinden. Es mug aber M’ 
zugleich der Durchfehnitt von (D'- G’) oder s’ mit k fein. Iſt ebenfo 
N ober der Durchſchnitt von (EF) oder t mit k ein gweiter Punkt des 
erften Syſtems, fo mug auch N’ auf k liegen, und zugleich der Durch- 
ſchnitt von t mit k fein. Wegen der Guvolution der Punktreihen auf 
ben Geraden b und ec aber fallt, wenn in D dev Punft EY, in G 
rer Punt F” des gweiten Syſtems liegt, der Punkt D’ nach E, G’ 
nad F. G8 find alfo in s die Geraden s des erften Syſtems, t’ des 
jweiten, in t die Geraden t des exften, s’ des gweiten Syſtems ver- 
einigt. Es ift daher (+s) oder M jugleid) (k +t’) oder N’, (k°t) 
ober N jugleich (k*s’) oder M’; ein Gleiches findet mit alfen andeven 
Punktpaaren des Strahle k ftatt. Fallt ivgend ein Punkt R des 
Syſtems I. mit einem Pinte Q’ des Spftems II. gufammen, fo fale 
Q nad RY. Es find alfo anch die auf dem Collineationsſtrahl k ver- 
einigten homologen Punktreihen in involutorifeher Lage nach § 4. Lehre 
fas 10. Gin Gleiches gilt von jedem anderen Collineationsftrahl, und 
folglich muß, wenn irgend ein Punkt M des Syſtems J. mit einem 
Puntte N’ des Shftems IL. gufammenfillt, aud) M’ mit N und wenn 
ivgend eine Gerade s de8 Shftems I. mit einer Geraden t’ des Shs 
ftems IL. zuſammenfällt, auc) s’ mit t gufammenfallen. Es feien 6) 
Big. YTb., a, b, c oder a’, bi, c’ die drei ſich felbft homologen Gera- 
ben, A, B, C ober A’, BY, & die drei fich felbjt homologen Punkte, 
und zwar follen die an B oder B’ und C oder C’ al8 Scheiteln vere 
einigten Strahlbüſchel mit den nicht entfprechenden Strahlen der ent— 
fprechenden rechten Winkel auf einander fallen, alfo nad) § 4, Erklä— 
rung 4. involutoriſch liegen. Es ergiebt fic) durch Anwendung der— 
felben Sage, die bet den Punktreihen angewendet wurden, dag die ine 
volutoriſchen Strahlbüſchel entgegengefegt verlaufen, alfo zwei Haupt 
ſtrahlen haben, und a und b an B, a und c an C die Hauptſtrahlen 
find. Mach dem Begriffe der Guvolution mug, wenn ein von C aus- 
gebender Strahl d des Syſtems I. mit einem Strahl e’ des Shftems IL. 
gufammenfalit, aud) d’ nach e fallen; ebenfo muf, wenn ein von B 
ausgehender Strahl f mit g” gufammenfallt, auc) f’ mit g gufammen- 
fallen. Liegt nun ein Punkt (d’-f’) over D’ ves Syftems IL. auf 
dem Strahl k’ des gemeinfamen Punkts (b+ c) oder A, und verbindet 
man den Durchſchnittspuukt von k’ und dem gugeordneten Strahl e’, alfo 
den Punft (e”+k’) oder P' mit B durch eine Gerade x’, fo muß dieſe 
per dem Strahl £’ zugeordnete harmoniſche Strahl g’ des Büſchels B’ 
fein. Denn nach § 4. Lehrfak 15. mug Bia'f’b’g’, und nad § 3. 
Lehrſatz 17. im Viereck B'CDP Strahlbüſchel B’a’f’b’x’ harmoniſch 
fein; alfo iſt x’ mit g’ identifd. Es geht alſo die Verbindungsgerade 
(D’-F) ober k’ der Punkte (d'. k) und (e’* g’) durch A'. Beftime 
men wir nut die der Geraden k’ homologe k; fo mug wegen der 
Involution an C der dem Strahl d’ homologe d nach e’, wegen der 
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Snvolution an B der dem Strahl f’ homologe nach g fallen. Es 
fallt alfo (e’- g) ober E’ mit (d+ f) oder D jufammen, und ebenfo 
(d · £") oder D’ mit (e+ g) oder E, Alſo ijt (D’—E’) zugleich (E~D) 
over (D—-E), ober k fallt mit k’ zuſammen. Gs ift alfo der Strahl k 
ein fich felbjt homologer. Die Syſteme haben alfo, da ein Gleiches 
ſchon mit b und c der Fall ijt, einen Strahlbüſchel mit allen Strah— 
Ten gemein, und liegen alfo fiir A als Centrum perfpectivifeh; ba B 
und C ebenfalls ein Paar fic) felbjt Homologe, von A verfchiedene 
Punkte find, fo muß nach § 8. Lehrſatz 3. (B-C) over a die Are 
fein. Iſt mm K ein beliebiger Collineationspuntt und m 3. B. die 
Verbindungsgerade von (d*g) oder S mit K irgend eine Gerade des 
Syſtems I; fo mug auch m’ durch K gehen und zwar vie Verbin- 
dungsgerade von (d' g’) oder S’ mit K fein. Iſt ebenfo n die Bere 
bindungsgerade von (ef) oder T mit K, fo mug anc) n’ durch K 
gehen und die BVerbindungsgerade von (c’f’) over T’ mit K fein. 
Wegen der Fnvolution an Bund C aber fallt, wenn in d ver Strahl e’, 
in g der Strahl £’ des gweiten Syſtems liegt, auc) d’ nach e, g’ nach f. 
G8 find alſo in S die Punkte S ves erſten und T’ des gweiten Syſtems 
vereinigt, in T die Puntte T des erſten und 8’ des gweiten Syſtems. 
Es ift daher (K—S) over m zugleich (K—T’) oder n’, und (K—T) 
oder n zugleich (K—S’) oder m’. Gin Gleiches findet mit allen 
Strahlenpaaren des Strahlbüſchels K, und ebenfo in, allen anderen 
Strahlbüſcheln, deren Scheitel ein Collineationspuntt ift, ftatt. Folglich 
mug, wenn irgend eine Gerade m bes Shjtems I. mit einer Geraden n’, 
des Shftems IT. sufammenfallt, auc) m’ mit n, und, wenn irgend ein 
Punt S ves Syſtems I. mit einem Punfte TY des Syſtems IT. zu— 
fammenfatlt, auch S’ mit T gufammenfallen. Man erhält alfo den 


14. Lehrſatz. Befinden fic 
zwei collineare Syſteme in 
verfelben Ebene und in fol- 
der age, dag fie mit drei 
hHomologen Punften A, B, C 
und drei homologen Geraden 
a, b, c der Urt anf cinander 
fallen, daß die auf gweien, 
bundc, diefer Geraden ver- 
einigten Homologen Puntt- 
reihen involutoriſch liegen; 


fo befinden ſich die Syſteme 
für (bre) oder A als Cen-— 


trum und (B—C) oder a als 
Axe in perfpectivifder Lage 
und auferdem tritt der cha— 
rakteriſtiſche Fall cin, daß, 
wenn irgend ein Punkt M 


14. Lehrſatz. Befinden fig 
gwet collineare Syſteme in 
derfelben Ebene und in ſol— 
cher Lage, daß fie mit vrei 
| homologen Geraden a, b, c 
[und drei homologen Puntten 
A, B, Corer Urt auf einander 
fallen, dag dite. an 3weien, 
B und G diefer Punkte ver— 
einigten Homologen Strabhl- 
büſchel involutoriſch liegen, 
ſo befinden ſich die Syſteme 
fiir (B~C) ober a als Axe 
und (bce) oder A als Cen— 
|trum in perfpectivifaer 
| Sage und außerdem tritt der 
| havatteriftifche Fall ein, 
| Daf, wenn irgend eine Ge- 
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ober irgend eine Gerade sj rade moder irgendecin Puntt 
des erften Syſtems, mit be- 8 des erften Syſtems mit 
züglich irgend einem Punkt bezüglich irgend einer Ge- 
N’ ober irgend einer Gera-| rabden n’ oder irgend einem 
ben t des gweiten Syſtems Punkt T’ des gweiten Sy— 
gufammenfallt, auch ftets die | ftems gufammenfallt, aud 
Homologen Elemente, der | jtets bie homologen Clee 
Punkt N oder die Gerade t| mente, die Gerade n oder 
des erften Syſtems mit be- der Puntt T des erften Sy— 
züglich bem Bunt M’ over | ftems mit bezüglich der Ge- 
per Gerabden s’ des zweiten raden m’ oder dem Punkt F 
Syftems zuſammeüfallen. | bes zweiten Syſtems gus 
Fig. 97a. ſammenfallen. Fig. 97b. 


Das ganz ähnliche Verhalten ver Syſteme in dieſem Falle mit 
dem von Grundgebilden, die mit den Gegenpunkten oder den nicht 
entſprechenden Strahlen der entſprechenden rechten Winkel gufammen- 
fallen (f. § 4. Lehrſatz 10., 11., 12.), beftimmt uns, aud) diefen bez 
nannten Fall, ber bei Syſtemen eintreten fann, mit einem ähnlichen 
Namen gu belegen. 


15. Erklärung. Haben zwei ebene collineare Syfteme 
eine folde Lage, bag, wenn irgend ein Punkt M des 
erften mif einem Punkt N des gweiten gufammenfallt, 
allemal auch der dem erjten homologe Punkt M’ des 
gweiten mit dem dem gweiten Homologen Punft N des 
erjten gufammenfallt, und dag, wenn irgend eine Gee 
rabe m des erften mit einer Geraden n’ des gweiten gue 
jammenfallt, allemal aud die der erften homologe Gee 
rade m’ bes gweiten mit ber ber gweiten homologen 
Geraden n des erften gufammenfallt; (Fig. 97a, 97b)., 
fo fagt man: „die Syſteme liegen: „involutoriſch“. oder: 
fie bilden eine „Involution“. Bisweilen faft man wohl 
aud beide Shfteme gufammen al8 eins auf, und nennt 
fie „ein involutorifdhes Syſtem“, worunter man fid 
alfo gwei vereinigte vorguftellen hat. 

Qu Figur 97a. und 97 b. fahen wir, dak die Syfteme zugleich 
perſpectiviſch lagen; es fragt fic), ob dieß allemal bei involutovifd 
fiegenden Syſtemen der Fall fein mug. Es feien alfo Fig. 97a. 
zwei Shfteme involutoriſch gelegen, fo ift ver Punkt A offenbar ſich 
felbſt homolog, da fic) die Geraden (D—E) und (F~G) hier ſchneiden 
und (F'-G) mit (D-E), (D’—E’) mit (F—G) jufammenfillt, alfo 
aud A’ in A liegt. Ebenſo ift P over ver Durchſchnitt von (D-G) 
und (E-F) fich felbft homolog, da (E’~F’) mit (D—-G), (D’-G’) 
mit (E~F) jujammenfallt; ebenfo ift K ale Durchſchnitt von (D-F9 
and (E~G) ober (E’-G’) und (D'-P) ſich felbft homolog, alfo 
(B-K) over a eine fic) felbjt homologe Gerade beiver Syfteme. 
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Da nun in b unde zwei homologe Punktreihen vereinigt find, fo ijt auch 
(b+ a) und (c*a) fich felbft homolog, alfo find anf a zwei Punktreihen 
mit allen Puntten vereinigt, und da A nicht auf a liegt, iſt e6 das 
Gollineationscentrum nach § 8. Lehrſatz 3. Bertaufeht man die großen 
Budftaben mit den kleinen, die Worte: ,, Punt” mit „Gerade“ und 
umgefehrt, „Punktreihe“ mit „Strahlbüſchel“, „Durchſchnitt“ mit „Ver— 
bindungsgerade“, fo überzeugt man ſich von demſelben Geſetze an Fig. 
97 b. Man ſieht alſo: 


16. Lehrſatz. Liegen zwei Syſteme involutoriſch, 
ſo liegen ſie immer auch zugleich perſpectiviſch. 

17. Erflarung, DerScheitet 17. Erklärung. Die Rich— 
A des, beiden involutoriſch tung a der, beiden involuto— 
Liegenden Shftemen, gemeine | riſch Liegenden Syſtemen, 
fchaftliden Strahlbüſchels gemetnfdhaftliden Punkt— 
Ajbke.... heift das ,,S3nvoluz | reife aBKC.... heift die 
tionseentrum”. Seder Strahl | ,, Snvolutionsare’”. Feder Punkt 
a, k, c des, beiden involuto- | B, K,C ber, beiden involuto- 
rife liegenden Shftemen, gee | riſch Liegenden Syſtemen, 
meinſchaftlichen Strahlbü- | gemeinfdhaftliden Punkt— 
ſchels A,bke .. heißt; „Invo- reihe aBKC.... heißt „Invo— 
lutionsſtrahl“. Fig. 97a. lutionspunkt“. Sig. 9Tb. 

Da zwei involutoriſch liegende Syfteme immer zugleich perfpec- 
tivifeh Liegen, alfo auf jedem Collineationsftrahl 3. B. b in Fig. 97a. 
zwei Punkte fich felbft homolog find, nämlich das Gnvolutionscentrum 
umd ber auf dem Strahle liegende Guvolutionspuntt, da ferner auf 
jedem Gnvolutionsftrahl cin Paar involutorifehe Punttreihen liegen nach 
§ 4. Lehrſatz 11., fo folgt, dak das Gnvolutionscentrum und der In— 
volutionspuntt Hauptpuntte der Gnvolution auf diefem Guvolutionsftrahl 
find nach § 4. Erklärung 3. Ferner ijt jeder Gnvolutionspuntt, 3. B. B, 
Gig. 97 b., dev Scheitel gweier homologer Strahlbüſchel, in denen zwei 
Strahlen fich felbft homolog find, nämlich die Involutionsaxe und der 
vom Snvolutionspuntt durch das Centrum gehende Gnvolutionsftrahl; 
ba ferner nach § 4. Lehrſatz 11. an jedem Snvolutionspunft ein Baar 
involutoriſche Strahlbüſchel liegen, fo folgt, bak die Involutionsaxe und 
der Gnvolutionsftrahl Hauptitrahlen der Gnvolution im Strahlbüſchel 
B find, nad) § 4. Erklaͤrung 3. Ferner verlaufen nad) § 4. Lehrſatz 7. 
ſowohl die Punktreihen (Fig. 97a.) als die Strahlbüſchel (Fig. 97 b.) 
entgegengefest. Man hat alfo den: 

18. ehrfag. Liegen swell 18. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene collineare Syſteme ebene collineare Syſteme 
involutovifdh, fo liegen auf |involutorifd, fo fliegen an 
jedem Involutionsſträhl zwei jedem Involutionspunkt zwei 
entgegengeſetzt verlaufende entgegengeſetzt verlaufende 
involutoriſche Punktreihen, | involutorifdhe Strahlbüſchel, 
deren Hauptpuntte das In— | deren Hauptftrahlen die In— 
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volutionsaxe und die Ver— 
bindungsgerade des Invo— 
lutionspunkts mit dem In— 
volutionscentrum iſt. 


Nach § 4. Lehrſatz 15. wird alfo, da die Punktreihe z. B. AMLM’ 
involutoriſch ift, bie Strecke MM’ von A und L harmonifd) ge 
theilt, Fig. 974.; ebenfo wird in Fig. 97 b. der Wintel mm’ von a 
und 1 harmonifc) getheilt; dieß gilt fiir jeden Involutionsſtrahl und 
fiir jeden Involutionspunkt, fiir jedes Baar homologer Punkte und 
für jedes Baar homologer Gerader. Wird umgefehrt bet zwei pers 
fpectivife) liegenden collineaven Syſtemen die Strecke zwiſchen jeden 
jwei Homologen Punkten auf jedem Collineationsſtrahl vom Collineae 
tioncentrum und Gollineationspuntt harmoniſch getheilt, fo Liegen die 
Spfteme involutorifeh. Denn find 3. B. F und FY Fig. 97 a. zwei 
homologe Punkte, und will man denjenigen Punkt G’ finden, der dem 
Punt G ves erften Syftems homolog ift, welder in F’ liegt, fo be— 
ftimmt fic), da G’ anf demfelben Collineationsftrahl wie G fiegen 
mug, und homologe Punkte homologer Gerader in collinearen Syſtemen 
conforme Punktreihen bilden miiffen, die Lage des Puntts G’ durch 
die Bedingung: Punktreihe bAFBG’ 7 bAFBG, Nun liegt G in 
F3 es ift aljo bAFBG harmoniſch, da FE’ nach ver Vorausſetzung 
von A und B harmoniſch getheilt wird; alfo mug auc) b,BFYAG’ 
harmoniſch fein. Dev dem Punkt F’ zugeordnete Harmonifche ift aber 
nad der Vorausſetzung F; alfo mug G’ mit F zuſammenfallen. Fällt 
alfo G nach EF” fo fällt G’ nach F umd fo überall, alfo liegen die 
Shfteme involutoriſch. Ebenſo überzeugt man fic) an Fig. V7b., dag 
daffelbe ftatt findet, wenn bet swei perſpectiviſch liegenden Syſtemen 
der von jedem Paar homologer Geraden eingeſchloffene Winkel vow 
ber Gofiteationsage und dem Collineationsftrahl harmonifd getheilt 
wird. Alſo: 


19. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene Syſteme involutorifd, 
fo wird die von jedem Paar 
homologer Punkte auf ire 
gendeinem Snvolutionsftrahl 
begrengte Strede vom Invo— 
{utionscentrum und dem 
Durchſchnittspunkt des In— 
volutionsſtrahles mit der 
Involutionsaxe harmoniſch 
getheilt und umgekehrt: 

20. Lehrſatz. Liegen zwei 
collineare Syſteme perſpec— 
tiviſch, und wird die von ir— 
gend einem Paar homologer 


19. Lehrſatz. Liegen zwei 
| ebene Syſteme involutoriſch, 
ſo wird der von jedem Paar 
homologer Gerader an irgend 
einem Involutionspunkt eine 
geſchloſſene Winkel von der 
Suvolutionsazeundder Ver— 
bindungsgeraden des Invo— 
{utionspunfts mit bem In— 
volutionscentrum  harimo- 
nif getheilt und umgekehrt: 

20. Lehrſatz. Liegen zwei 
collineare Syſteme perſpee— 
tiviſch, und wird der von 





irgend einem Paar homolo— 
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Puntte begrengte Strede 
vom Gollineationscentrum 
und dem Durchſchnittspunkt 
pes Collineationsftrahls mit 
der Collineationsaxe har— 
moniſch getheilt, und findet 
dießauf allen Collineations— 
ſtrahlen ſtatt, ſo liegen die 
Syſteme zugleich involuto— 
rifch. 
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ger Gerader eingeſchloſſene 
Winkel von der Collinea— 
tionsaxe und der Verbin— 
dungsgeradeun des Collinea— 
tionspunkts mit dem Colli— 
neationscentrum harmoniſch 
getheilt, und findet dieß an 
allen Collineationspunkten 
ſtatt, ſo liegen die Syſteme 
zugleich involutoriſch. 


Dieſer Satz führt zugleich zur Löſung der 
21. Aufgabe. Zwei collineare involutoriſch lie— 
gende ebene Syſteme zu conſtruiren. 

Auflöſung. a) Man ziehe zwei beliebige, ſich in A ſchneidende 
Gerade b, c und nehine auf ihnen je einen Punkt B und C willkür— 
Lich an, und ziehe (B—C), Fig. 97a. Mun nehme man auf c einen 
beliebigen Punkt D an, und beftimme einen Punft D’ fo, daß Puntt- 
reihe ¢,ADCD’ harmonifd iff, Dann nehme man auf c noch einen 
Punkt, 3. B. Q an, und beftimme Q’ fo, dak c,AQCQ’ harmonifch ift, 
ebenfo mace man 3. B. c. ARCR’, c,ASCS’ etc. harmoniſch, fo ift nach 
§ 4. Lehrſatz 17. Punktreihe c,ADQRCR'Q'D’ involutoriſch, ebenfo 
co ADQSCOS’'Q'D’, desgleicden c,AQRSCS’'RQ’ etc. b. h. es ift 
c¢ ADQRCR’Q'D’ K ¢,AD'Q'RCRQD; c,ADQSCS'Q'D’ 7 ¢,AD’ 
Q'SCSQD; ¢,AQRSCSR'Q VF cAQRSCSRQ etc.; alfo aud 
nach § 2. Lehrſatz 11. und Lehrſatz 22. c ADQRSCSR'QD’ VF cA 
DQRSCSRAD etc. Man erhilt alfo auf dieſe Weife auf c zwei 
involutoriſch liegende Bunftreihen. Diefelbe Conftruction wende man 
auf den Strahl b an; nun nehme man in D einen Punkt E’ ves 
zweiten Syftems, und den ifm homologen E des erſten in D’ an ete., 
ebenfo bei ver Punftreife auf b; ziehe (D—F), (D-G), (E—G) etc., 
fo erhält man zwei involutorifd) Liegende Syfteme nach Lehrfag 14, 
und Erklärung 15. 

Auflöſung. 8) Man nehme zwei beliebige, auf a liegende Punkte 
B, C an Sig. 97b., und verfahre mit Geraden und Strahlbüſcheln 
wie in Auflöſung a) mit Punften und Punktreihen. 

Sind mun ferner ein Paar Syſteme in involutorifder Lage fiir 
das Ynvolutionscentrum E, und die Gnvolutionsaze o, Fig. 98. und 
ift auf einem Involutionsſtrahl a dev Punkt M der Gegenpunft des 
erften Syſtems, fo ijt der ihm homologe Punkt ves gweiten Syſtems, 
in co, Mach Lehrjag 19. muß nun, wenn A der auf dent Involu— 
tionsftrabl a liegende Guvolutionspuntt ijt, Punktreihe a,.2MAco harmo- 


niſch, alfo a= 1, alfo >M = AM fein und folglic) mug, da invo- 
lutoriſche Syſteme nad) Lehrfak 18. und § 8, Erklärung 7. fic) in 
entgegengefebt perfpectivifdjer Gage befinden und nad) § 8. Lehrſatz 12. 
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vie Gegenaxen gwifden Z und o liegen, M die Mitte von EA fein; 
und nad § 8. Lehrfak 11 mug, da 2M = AN’ ijt, wenn N’ der 
Durchſchnittspunkt der Gegenaxen des zweiten Shftems mit a bedeutet, 
N’ ebenfalls in die Mitte von TA, und mit M gufammen fallen. Oa 
num beide Gegenaxen parallel der Gnvolutionsaze find nach § 8. Lehre 
fag 10.; und beide durch den Mittelpunkt von LA gehen, fo müſſen 
fie jufammenfallen. Es geht alfo auf jedem Gnvolutionsftrahl die 
gemeinfame Gegenage durch den Mittelpunft der von den Hauptpunk- 
ten der involutoriſchen Punktreihen eingefdloffenen Strecke, alfo nad 
§ 4. Erklärung 5. durch den Centralpuntt der auf jedem Guvolutions- 
ftrahl ftatt habenden Involution. Fallen umgetehrt in zwei perfpecti« 
viſch Liegenden Syſtemen die Gegenayen gufammen, fo folgt aus § 8. 
Lehrſatz 10., daß fie in entgegengefebt perſpectiviſcher Lage fein müſſen, 
und aus § 8. Lehrſatz 12., da die Gegenayen zwiſchen Z und o lies 
gett, und fodann ans § 8. Lehrſatz 10., dag die gemeinfame Gegenaze 
bie Strecen DA, XB etc. halbiren mug. Sind mm A und A’ irgend 
ein Paar homologer Punkte der beiden Shfteme, jo mug alfo fein 
Punttreife ZMAAT oD oA'A; alfo nach § 2. Erklärung 5, und 
SA EM __ EA’ Saw ZA EM _ =A’ 


§ 1. Lehrfas 9. 55 tie = Kavi kw PC AK aM = agi OPC 
=M 7 . +. my, wa SA EA . 
ba Sar = 1 ft, weil M die Mitte von ZA iff: m= me G8 wird 


aljo die Strede AA’ bon S und A harmoniſch getheilt; und ebenfo 
jede andere von gwei homologen Punkten eingefdjloffene. Nad Lehre 
fag 20. find alfo die Syſteme in Guvolutionslage. Man erhilt alfo 
bie Sige: 


22. Lehrſatz. Liegen gwei ebene Syſteme involuto- 
riſch, fo fallen beide Gegenaren zuſammen, und gehen 
durch die Mittelpunfte der vom Gnvolutionscentrum 
und den Gnvolutionspunften auf allen Guvolutions- 
ftrahlen gebildeten Strecken, d. h. durch die Central. 
punfte ver auf allen Snvolutionsftrahlen involutorif dh 
piggenven Homologen Punktreihen Fig. 98. und umge— 
ehrt. 


23. Lehrſatz. Fallen in zwei perſpectiviſch liegen— 
den ebenen Syſtemen die Gegenaxen zuſammen, fo lie— 
gen die Syſteme zugleich involutoriſch. 


Fallen alſo, wenn man ebene collineare Syſteme nach der Methode, 
die in § 8. Aufgabe 16. Auflöſung angegeben iſt, in perſpectiviſche 
Lage bringt, die Gegenaxen im Endlichen“) zuſammen, fo liegen die 


*) Denn lägen beide Gegenaxen im Unendlichen, fo wären die Syſteme per— 
ſpectiviſch ahnlich ‘ ‘ee p 
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Syſteme zugleich involutorifeh.— Endlich ergiebt fid) aus Fig. 97a. und 
9Tb.; daß in zwei involutoriſchen Syftemen, wenn man zwei Paar 
homologer Puntte D, D’; F, F' wechſelſeitig vevbindet, auch der 
Durchſchnittspunkt K per Verbindungsgeraden der nicht homologen 
Punkte auf der Involutionsaxe Liegen mug. iegt umgekehrt in zwei 
perſpectivijch Liegenden Shftemen auch der Durchſchnittspunkt K der 
Verbindungsgeraven (D-F), (D'-E) auf dev Collineationsaxe, fo 
folgt nach 3 3. Lehrſatz 17., daß Punktreihe b,AFBE’; c,ADCD’ 
harmoniſch iſt. Tritt alfo der Fall, dag ver Durchſchnittspunkt der 
Verbindungsgeraden zweier nicht homologen Puntte auf der Collinea— 
tionsaze liegt, auf allen Collineationsftrahlen ein, fo folgt aus Lehr. 


faz 20., daß die Syſteme involutoriſch liegen. 


Ganz analoge Schlüſſe 


laſſen ſich an Sig. 97b. machen, fo daß man fagen kann: 


24. Lehrſatz. Verbindet 
man in zwei involutoriſch 
liegenden ebenen Syſtemen 
zwei Paar homologe Punkte 
durch ſechs Gerade, ſo liegt 
auch der Durchſchnittspunkt 
der Geraden, welche die nicht 
homologen Punkte verbin— 
den, auf der Involutions— 
axe, und dieß gilt bon allen 
Paaren homologer Punkte; 
und umgefehrt: 


25. Lehrſatz. Liegen gwei 
ebene collineare Gtyfteme 
perfpectivifd und liegt, wenn 
man irgend zwei Paar ho- 
mologer Puntte durch feds 
Gerade verbindet, allemal 
aud dev Durchſchnittspunkt 
der Geraden, welche die nicht 
hHomologen Punfte verbinden, 
auf ver Collineationsaxe; 
foliegen die Sh fteme gugleich 
involutoriſch. 





24. Lehrſatz. Sucht man 
in zwei involutoriſch liegen— 
denebenen Syſtemen dieſechs 
Durchſchnittspunkte von zwei 
Paar homologen Geraden, 
fo geht auch die Berbindungs— 
gerade der Punkte, in denen 


ſich die nicht homologen 
Geraden ſchneiden, durch 
das Involutionscentrum, 


und dieß gilt von allen Paaren 
homologer Gerader; und um— 
gekehrt: 

25. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene collineare Syſteme 
perſpectiviſchund geht, wenn 
manalleſechs Durchſchnitts— 
punkte irgend zweier Paare 
homologer Gerader ſucht, 
allemal auch die Verbin— 
dungsgerade der Punkte, in 
denen fic) die nicht homo— 
logen Geraden fdjneiden, 
durd das Collineationscen- 
trum; fo liegen bie Syſteme 
zugleich involutorifd. 


§ 10. 
Projectivifdhe Lage der ebenen Syfteme. 


Ueber diefen Fall ift, feiner grofen Allgemeinheit wegen, nur 
wenig gir fagen. Es Lift fich zunächſt nur ein dem in § 5. Lehrſatz 2. 
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erwähnten Geſetze analoges aufftellen. Denn liegen zwei Sbfteme 
projectiviſch (ſ. § 7. Erklärung 38.) in derfelben Ebene, Fig. 73a., 
fo Lat fic) fogleich ein drittes finden, welches mit jedem der beiden 
Syſteme perfpectivife) liegt. Denn find s und s’, f unv /’ ein Paar 
homologe Gerave, und Punktreihe sACBE.... A s,A’CBE’...., 
PAOWE .... WH pV'OWE’..., fo braucht man nur aus s,ACBE.... 
und ('@we’,..., oder aus sA/C'B'E’.... und [pbOw€ .... als ers 
zeugenden Grundgebilden ein drittes Syftem gu conftruiven nad § 7. 
Aufgabe 12. Auflöſung 1. a), fo ft jedes der fo erhaltenen Shfteme 
3. B. das aus s,ACBE und (/O'W’'C’ conſtruirte collinear jedem 
der beiden gegebene, wie am angefiihrten Orte bewiefen wurde, und 
hat zugleich mit dem erſten die Punktreihe auf s, mit der gweiten die 
auf f’ gemein, liegt alfo mit beiden perfpectivifd) nach § 7. Lehrſatz 26, 
und Erklärung 38.; oder auch, wenn Fig. 73 b. Strahlbiifdel S,acbe .... 
KS alcb’e’...., 8,d%e K Sac’ in zwei collineaven Shftemen ift, 
conſtruire man nad) § 7. Anfgabe 12. Auflöſung 2. a) entweder aus 
den Strahlbüſcheln S,ache.... und 8/«'e’...,, oder aus S’a’c’b’e’.... 
und S,«d8e..., als erzeugenden Grundgebilden ein drittes, fo ift jedes 
der fo erhaltenen mit jedem dev beiven erſten collinear und hat mit jedem 
einen Strahlbüſchel gemein, liegt alfo nach § 7. Lehrfag 26. und Er— 
klärung 38. perſpectiviſch. Man fieht ſogleich, daß man auf diefe 
Weife unzählig viele Syfteme von ver verlangten Befdhaffenheit und 
Lage bilden kann. Alſo: 


1. Lehrſatz. Liegen zwei collineare Syſteme in der— 
ſelben Ebene projectivifdh, fo laſſen ſich ſtets beliebig 
viele dritte Syſteme conſtruiren, deren jedes jedem der 
beiden erſteren collinear und mit ihm in perſpectiviſcher 
Lage befindlich iſt. 


Es mögen nur noch ein Paar, nicht nur für die projectiviſche, 
ſondern auch für die perſpectiviſche und conjectiviſche Lage gültiger 
Geſetze erwähnt werden, die in den folgenden zwei Kapiteln von Wich— 
tigkeit ſind. 

Geſetzt, man hätte in dem einen von zwei collinearen Syſtemen 
Gig. 99. durch Verbindung unendlich vieler Durchſchnittspunkte eine 
Curve BWCAA conſtruirt, und ſuchte gu jedem ihrer Punkte den 
homologen, fo erhielte man offenbar aud) wieder unendlich viele Punkte 
und durch Berbindung derfelben eine dev Curve des erſten Syſtems 
Homologe Figur; es fragt fich, was dieß fiir cine fein werde. Es iſt 
leicht gu fehen, daß dieß wieder eine Curve fein mug. Denn, wenn 
de, ©, Wh; de’, O/, vb’ irgend dret homologe Punfte, und &, S, vd 
Putte der Curve des erften Shftems find, die nicht auf derfelben Gee 
vaben liegen, fo folgt, dag anc) ©’ nicht mit &’ und vs’ auf dere 
ſelben Geraden (v’—vd’) oder f’ Liegen fann, weil fonft nad § 7. 
Lehrſatz 14. auch © anf (%&—VDd) oder f liegen miifte, was gegen die 
Vorausſetzung ijt. Man fieht alfo allgemein: 
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2. Lehrfag. Sind zwei ebene Ghfteme einander 
collinear, fo lift einer Curve des erften Syſtems eine 
Curve des gweiten homolog. Fig. 99. 


Ferner fieht man fogleich, da jedem Curvenpunft des erften ein 
Curvenpunkt im gweiten homolog ift, aber aud) nur einer nach § 7. 
Lehrſatz 13., und da dies auch mit homologen Geraden ver Fall ijt: 

3. Lehrſatz. Sind in zwei 3. Lehrſatz. Gind in zwei 
ebenencollinearen Syſtemen ebenen collinearen Shſte— 
zwei Homologe Curven ver-| men zwei homologe Curven 


zeichnet, foift jeder Secantef 
ber Curve im erften Syſtem 
eine Gecante (’ der Curve 
im zweiten Syſtem homolog. 
Sig. 99. 


verzeichnet, fo ijt jeder Tan— 
gente r der Curve im erften 
Syftem eine Tangente rv’ der 
| Curve im gweiten Syſtem 
| Homolog. Big. 99. 





Denn berührt 3. BV. die Gevade r die Curve des erften Syſtems in 
U, fo mug ver dem Punkt U homologe Curvenpuntt U' auf x’ Liegen, 
nach Lehrſatz 2. und § 7. Lehrfag 14. Lage aber auf xr’ noch ein 
Punkt V' ver Curve des zweiten Syſtems, fo müßte auch auf r noch 
ein Punkt V der Curve bes erften Syſtems liegen, nad) Lehrſatz 2. 
und § 7. Lehrſatz 14., was gegen die Vorausſetzung iſt. Es mug 
alfo r’ einen Punkt der Curve treffen, kann aber nur einen enthalten, 


und ift daher Tangente. 

A, Lehrſatz. Sind in zwei 
ebenen collinearen Syſte— 
men zwei homologe Curven 


verzelchnet, und wird trgend | 


eine Gerade pin der Ebene 
des erften Shftems von der 
Curve des erften Syſtems in 
n Punften M, N, Q, .. gee 
fdnitten, fo wird auc die 
homologe Gerade p’ in der 
Ebene des zweiten Syſtems 
von der homologen Curve 
pes jweiten Shftems in 
ebenfo viel, nämlich n Punk— 
ten M’, N’, Q’ . geſchnitten. 
Big. 99. 
Sagt man mun kurz*) 

5. Erflirung. Cine ebene 
Curve, die von einer Gera— 


Geſtalten von einander“. 
Lage’. Seite 82, 


Ferner folgt fofort ebenfo: 


4. Lehrſatz. Sind in zwei 
ebenen collinearen Gh ftemen 
zwei Homologe Curven ver- 
zeichnet, und finnen von 


| irgend einem Punft P dev 


Ebene des erften Syftems 
an die Curve des erften Sy— 
ftems n Tangenten m, n, q, 
swe gelegt werden, fo können 
aud von dem homologen 
Punkte Pr der Ebene des 
gweiten Shftemsandie Curve 
des gweiten Syſtems ebenfo 
viel, nämlich n Tangenten 
m,n’, q’.... gelegt werden. 
Big. 99. 


5. Erklärung. Cine ebene 
Curve, an welche von einem 





+) Bargl. Steiner: „Syſtematiſche Entwidelung der Abhängigkeit geometriſcher 
Seite 149. Bergl. aud von Staudt: „Geometrie dev 
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perfelben Ehene höchſtens in Punkte 


nPuntten gefdnitten werden 
fann, heiße eine „ebene Curve 
nter Ordnung“. 


fo folgt aus Lehrſatz 4. ſogleich: 


6. Lehrſatz. Sind in zwei 


ebenen collinearen Syſtemen 
zwei homohoge Curven ver— 
zeichnet, und iſt die des erſten 
Syſtems eine ebene Curve 
nter Ordnung, fo iſt aud 
die homologe des gweiten 
Syſtems eine ebene Curve 
unter Ordnung. 
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derſelben Ebene 
höchſtens n Tangenten gelegt 
werden können, heiße „eine 
ebene Curve nter Klaffe”. 


6. Lehrſatz. Sind in gwei 
ebenen collinearen Syſtemen 
zwei homologe Curven ver- 
zeichnet, und ift die des erften 
Syſtems eine ebene Curve 
nter Klaſſe, fo ift aud die 
Homologe des gweiten Sy— 
ftems eine ebene Curve nter 
Kaffe. 


Aus § 7. Erklärung 19. folgt ferner, dak, wenn eine Curve K 
die Gegenaxe m, Fig. 100a., ihres Syſtems berührt, vie homologe K’ 
einen, aber anc), nach § 7. Lehrſatz 13., nur einen eingigen Punkt im 
Unendlichen hat, dag alfo ein unendlich entfernter Punkt des gweiten 
Syſtems ein Curvenpuntt ift, und daß alfo dte Curve mit einem Aſte 
in das Unendliche verlduft, und dag, wenn die Curve des erften Sy— 
ftems die Gegenaxe deſſelben in zwei Punkten ſchneidet, Fig. 100b., 
die homologe Curve mit zwei Punften im Unendlichen Liegt und durch 
die unendlich entfernte Gerade in zwei Theile getheilt wird und mit 
zwei Aeſten in das Unendliche verlduft; daß endlich, wenn die Curve 
bes erften Syſtems gefehloffen ijt, alfo feinen unendlich entfernten 
Punkt hat und die Gegenaxe m in keinem Puntte trifft, Fig. 100c., 
auch die Curve des zweiten Syftems gefdhloffen fein mug, und die 
Gegenaxe p’ nicht treffen kann, weil fonft die bes erſten einen unend- 
lich entfernten Punkt hatte. Man fieht alfo: 


7. Lehrſatz. Sind in zwei ebenen collinearen Sy— 
ftemen zwei Homologe Curven verzeichnet, und ift die 
des erſten Syſtems eine geſchloſſene, und trifft fie die 
Gegenaxe m des erften Shftems nit; fo ift aud die 
Homologe des zweiten Shftems gefdloffen, und trifft 
die Gegenaze p’ des zweiten Syſtems nist, Fig. 100c; 
beriihrt die des erften Shftems vie Gegenaze m, fo ver— 
läuft die bes gweiten Syſtems mit etnem Wfte in das 
Unendlide, Fig. 100a; ſchneidet die des erften Sy ftems 
bie Gegenaxe m in zwei Punkten, fo verlanft die des 
gweiten Syſtems mit zwei Aeſten in das Unendlide 
Big. 100b. 


Weifenborn, Projection. 1b 
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Sap. TH. 
Eigenſchaften der Kegelſchnitte im Allgemeinen. 


g 11. 
Entwidelung der Kegelfdnitte 


Vielleicht Hat der Lefer ſchon bemerft, daß im evjten Kapitel eine 
fich aufdrängende Frage noch nicht erledigt ijt. Ihre Erörterung und 
Beantwortung ijt deshalb verſchoben worden, theils weil dazu die Sage 
des zweiten Kapitels nothwendig find, theils weil fie gu einem beſon— 
deren, in fich abgeſchloſſenen Abſchnitt führt. 

Liegen nämlich ein Paar conforme Punktreihen perfpectivifeh, fo 
weif man, daß die Projectionsjtrahlen d. h. die Berbindungsgeraden 
entfprechender Punkte ſämmtlich durch einen und denfelben Puntt gehen; 
liegen ein Paar conforme Punktreihen conjectiviſch, ſo weiß man, daß 
die Projectionsſtrahlen in einer und derſelben Geraden liegen, nämlich 
in derjenigen, auf welcher beide Punktreihen liegen; man weiß aber 







noch nicht, welches Geſetz fiir die Projectionsſtrahlen (i. § 5. Erklä⸗ 
vung 1.) gilt, wenn die conformen Vunbktreihen project liegen. 
Ebenſo weiß man, daß, wenn ein Paar conformer Strahlbüfchel per— 


ſpectiviſch liegen, die Projectionspunkte, d. h. die Durchſchnittspunkte 
entſprechender Strahlen auf einer und derſelben Geraden liegen; liegen 
ein Paar conformer Strahlbüſchel conjectiviſch, ſo weiß man, daß die 
Projectionspuntte in einem und demſelben Punkte liegen, nämlich in 
demjenigen, in welchem die Seheitel beiner Strahlbüſchel ſich befinden; 
man weiß aber noch nicht, welches Geſetz fiir die Projectionspuntte 
(ſ. § 5. Erklärung 1.) gilt, wenn die conformen Strahlbüſchel pro- 
jectiviſch liegen. Es ijt Har, daß im [egteren Falle vie Projections 
puntte auf irgend einer Curve liegen werden, die, da die Strahlbüſchel 
nicht gang beliebig, fondern einem beftimmten (dem Conformitits-) 
Geſetz unterworfen find, ebenfalls geſetzmäßig und nicht willkürlich ge- 
bildet ift. Im erfteven Falle wird man, namentlich auch im Hinblick 
anf die Analogic zwiſchen Curvenpunft und Curventangente, die fic) tn 
§ 10. herausgeſtellt hat, ſchließen, dag die Projectionsftrahlen eine, 
nach cinem bejtimmten Gefes gebildete Curve beriihren werden. Wir 
jtellen ums daher als Aufgabe die Beantwortung der Frage: 

Welche Curve wird von den Welche Curve wird von dent 
Projectionsftrahlen projectivifeh lie- | Projectionspuntten projectiviſch lie— 
gender conformer Punktreihen, als | gender conformer Strahlbüſchel, 
von Tangenten, berührt? als von Curvenpuntten, gebildet? 

Zunächſt haben wir eine doppelte Lage der Grundgebilve, als 
miglich, zu unterſcheiden. Zwei conforme, in derfelben Ebene projecti- 
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viſch Liegende Bunftreien sAPBCTD und SAPBCITD' nämlich 
liegen jedenfalls fo, daß in ihrem Durchſchnittspunkt (s+ 8) zwei nicht 
entfprechende Punkte, 3. B. P und T’ vereinigt find, weil fie, wenn fie 
mit einem Paare entfprechender Punkte zuſammen fielen, nad § 3. 
Lehrſatz 2. 6. perſpectiviſch igen. Es Fann jedoch diefe Lage eine dop— 
pelte fein; entweder nämlich eine folche, dag, wenn man, Sig. 101a., 
die cine Gerade, 3. B. sum den Durchſchnittspunkt (s+ 8) ale Cen— 
trum, fo herumdreht, daß die den Buntten P, I’, die in (s*s’) vere 
einigt find, entiprechenden Puntte, P’, T auf verfchiedene Geiten 
von (s+ 8) fallen, die Punktreihen dann auf s einjtimmig verlaufen; 
ober fie koͤnnen fo liegen, daß unter gleichen Bedingungen, die Punkt— 
veihen dann entgegengefest verlanfen, Sig. 101 b. Desgleichen fallen bei 
zwei conformen, in derſelben Chene projectivifd) fiegenden Strahlbüſcheln 
Sapbetd, Sa’p’b’e't’'d’, in dev Verbindungsgeraden (S—S’) der Seheitel 
zwei nicht homologe Strahlen, 3. B. p und t’ gufammen, weil fie fonft 
nad § 3, Lehrſatz 2.8. perſpectiviſch (agen. Diefe Lage kann jedoch 
fo fein, da, wenn man ben Scheitel des einen Strahlbüſchels, 3. B. 
SY’ auf der Verbindungégeraden (S~S’) nach dem anderen Seheitel S 
hin rücken, und endlic) mit ihm jufammenfallen (aft, die dann an 8 
vereinigten Strahlbüſchel entweder einftimmig, Sig. 101c., oder ent 


gegengeſetzt, Fig. 101d. verfaufen. 
einander zu halten, ſetzen wir feft: 

1. Erflirung. Wenn zwei | 
in derſelben Ebene befind- 
fiche nicht parallel verlau— 
fende, conforme Bunttreihen 
sAPBCTD und s,A’P’B'C'TD’ 
eine folde Lage haben, dag, 
wenn man dieeine um ihren 
Durchſchnittspunkt (ss’) fo 
dreht, dag die Punfte T, PY, 
welche benim Durchſchnitt s— 
punfte (s's’) vereinigten, nicht 
entfprechenden, T’, P ent- 
fpredhen, auf verſchiedene Sei- 
ten des Punftes T’ oder P 
fallen, daf dann die beiden 
Punktreihen einftimmig ver- 
laufen, fofollgefagt werden: 
„Die conformen Punktreihen 
fliegen projectivifd einſtim— 
mig.” Sig. 101a.; verlanfen 
jie unter denfelben Berhalt- 
niffen entgegengefegt, fo 
foll gefagt werden: „Die 
conformen Punktreihen lies 





Um dieſe verfchiedenen Fille ans 


1. Erklärung. Wenn zwei 
in derfelben Ebene befind- 
lihe conforme Strahlbüſchel 
Sapbetd und Sia'p'b’c't’d’ eine 
ſolche Cage haben, dag, wenn 
man den Scheitel des einen 
auf der nicht ſich felbft ent- 
{predhenden Berbindungs- 
gevaden ihrer Sdeitel, (SS) 
nach dem Scheitel des ande— 
ren hat viiden und mit 
demfelben jgufammenfallen 
laſſen, daß dann die beiden 
Strahlbüſchel einftimmig 
verlanufen, fo foll gefagt 
werden: „Die conformen 
Strahlbüſchel liegen projece 
tiviſch einftimmig”. Fig. 101 c.; 
verlaufenfieunter denfelben 
BVerhaltniffen entgegenge- 
fegt, fo foll gefagt werden: 
„Die conformen Strahlbü— 
ſchel liegen projectiviſch ent— 
gegengeſeht.“ Fig. 101d. 

16* 
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gen projectivifdh entgegenge- 
fept”, Fig. 101b. 

Gind die Ridtungen der 
Punktreihen parallel, fo 
follen fie, wie in § 4. eine 
ftimmig verlaufend heifen, | 
wenn beide von links nach 
redhts oder von redhts nad 
Links, entgegengefest verlau— 
fend, wenneine von links nach 
rechts, bie andere von redts | 
nad links verläuft“) 

In beiden Fällen iſt ein Satz gültig, nämlich der, daß wenn zwei 
conforme Punktreihen in derſelben Ebene projectiviſch liegen, mag es 
einſtimmig oder entgegengeſetzt fein, in jedem Punkt dieſer Ebene höch— 
ſtens zwei Proiectionsſtrahlen fic) ſchneiden können. Denn ſchnitten 
ſich in irgend einem Punkte HM ver Chene drei Projectionsſtrahlen, fo 
Laigen nach § 3. Lehrſatz 2.4. die Punktreihen sAPBOTD und 
s,A'P'BIC'T'D’ fiir IF als Projectionscentrum perfpectivifa); gegen 
bie Vorausſetzung. Ebenſo können, wenn zwei conforme Strahlbuͤſchel 
in derſelben Ebene projectiviſch liegen, auf jeder Geraden dieſer Ebene 
höchſtens zwei Projectionspunkte ſich befinden; denn lägen auf irgend 
einer Geraden x bret derſelben, fo befänden ſich nach § 3. Lehrſatz 2. a. 
vie Strahlbüſchel S,apbetd und S'a’p'b’e't'd’ für 7 als Projectionsaze 
in perfpectivifcher age; gegen die Vorausſetzung. Berfolgen wir die 
Sache weiter, fo fehen wir, dag, wenn wir bei einftimmig liegenden 
Punktreihen Fig. 1014. einen Punkt in ihrer Chene, umd zwar in dent 
Flächenraume desjenigen von ihnen eingeſchloſſenen Winkels, auf deſſen 
Schenkeln die den Punkten P, T’ entſprechenden P’, T fich befinden, 
(ex mage burch / T (s*s’) P’ begeichnet werden) 3. B. in Th, an— 
nehmen, und II, mit den Punkten A, P, B, C,.... dev einen, fowie 
mit den entfprecjenden Punkten A’, P’, BY, C’.... dev anderen Punkt— 
veihe verbinden, zwei conjectivifdy Liegende conforme Strahlbüſchel ent- 
ftehen, deren Scheitel alfo in I, fic) befindet umd deren Strahlen 
(1, —A); (1, ~P);... (,7A; (Ht, ~P) find, und daß diefe 
Strahlbuͤfchel einftimmig verlaufen, daß alfo im ihnen nach § 4. Lehre 
fab 2. a); entweder zwei, oder cin oder fein Paar entfprechender 
Strahlen gufanuitenfatlen. Gin Gleiches findet ftatt, fiir jeden Punkt 
TY,, dev in dem Flächenraume des Scheitelwinfels gu dem vorher— 
genannten Wintel fich befindet. Es könnten vemnach in einem Puntte 
II,, W’, innerhalb der genannten Winkel ein Baar Projectionsftrahlen 
fic) ſchneiden, aber fie miiffen nicht, ja e8 fann in dem Flächenraume 








*) Es wird nämlich bann, da der Durehfdnittepuntt (6* 8) im das Unendliche 
rückt, die exfiere Ertlarnng unbeftimmt, und es foll dager, ba es feinen Widerſpruch 
herbeiführt, diefelbe Benennung beibehalten werden, wie in § 4. 
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diefer Winkel fogar Punkte geben, durch die nicht einmal cin Projece 
tionsftrabl geht. Und in der Chat ergiebt fich ſogleich durch Betrachtung 
der Aufeinanderfolge dev entiprechenden Punkte anf den Punftreihen 
s umd s, dag die endliche Strecke TP’ der Geraden (T-P’) von 
feinem einzigen Projectionsjtrahl getroffen werden kann. Verbindet 
man aber einen Puntt Il, oher IY’, innerhalb des glgenraumes der 
beiden übrigen Winkel mit A, P, B,.... und A’, PY, Bi. £ Fett 
man, dag die von (IT,— A); (, =P); . 

ober von (I’,~A); (I, aoe py)! 
gebildeten conjectivifeh liegenden conferten ———— —— 
verlaufen. Es müſſen alfo nach § 4. Lehrſatz 2. 6) in ihnen zwei 
Strahlen felbjt entfprechende fein, d. h. e8 miiffen in jedem Punkt 
TH, H,, der genannten Winkel fich zwei Projectionsftrahlen ſchneiden. 
Liegen aber die Punftreihen entgegengefest Fig. 101b., fo bemerkt man, 
daß Hier das Umgekehrte jtattfindet, daß in jedem Punkt I, des 
Winkels T (s+ s’) PY, fowie in jedem Punkt LN’, ſeines Scheitetwintels 
ſich zwei Projectionsftrahlen ſchneiden müſſen, weil die an I, fowie 
die an HY’, als Scheitel entftehenden conjectivifeh liegenden Etreah bufchet 
entgegengeſetzt verlaufen, dag aber fiir die Punkte I, und I’, daffelbe 
gilt, wie bet einftimmiger Gage fiir 1, und I’, ‘insbefondere, bak 
durch die unendliche Strecke T oP’ tein” Projectionsftrahl gehen kann. 
Bieht man ferner bei zwei cinjtimmig verlaujenden Strahlbuͤſcheln Fig. 
101le, eine Gerade 7,, welche die Verbindungsgerade (S—S’) auf 
der endlichen, von S und 8’ begrengten Strecke fehneivet, fo fieht man, 
daß die entſprechenden Strahlen der conformen Strahlbüſchel auf ihr 
conforme Punktreihen bilben, indem die Punkte (7,* a); (7,"p);. 
entſprechen den Punkten (7, +a’), (7, "p’), «+e Bugleidh liegen 
dieſe Punktreihen conjectiviſch und verichfen entgegengeſetzt; es fallen 
alſo nach § 4. Lehrſatz 2. 6) zwei entſprechende Punkte zuſammen. 
Es liegen mithin auf jeder dure) SS’ (vergl § 1. Erklärung 2.) 
gehenden Geraden x, zwei Projectionspunfte. Bieht man aber eine 
Gerade wz, welche vie (S—S’) auf der Strecke SoS’ fehneivet, fo 
erhält man zwei einſtimmig verlaufende Punttreifen, auf denen alfo 
zwei, ober eit, ober auch fein Punkt ein felbft entfpredjender fein 
fan. Befonders bemerkt man fogleich, daß auf feiner durch den Punkt 
(t* p’) gebenden Geraden, welche vie (S~S’) in einem Punkte der 
Stree Soo’ trifft, ein Projectionspunft liegen kann. Es brauchen 
alſo auf einer ſolchen Geraden +, keine zwei, ja ed braucht gar fein 
Projectionspuntt auf ihr ju liege. Liegen die Strahlbüſchel entgegen- 
geſetzt Fig. 101d., fo gilt daffelbe, was jest von +, gefagt worden 
war, von w, und umgekehrt. Man muß alſo fagen: 

2. Lehrfatz. tegen zwei 2. Lehrſatz. Liegen zwei 
conforme PBunftrethen|conforme Strahlbif hel 
sAPBCTD und s’,A’P’B'C'T'D’ | S,apbetd und S'a’p'b’e't’d’ in 
in derfelben Ebene projec-| derfelben Ebene projecs 
tiviſch; fo können durch einen | tivifdh; fo können auf einer 
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Punkt dieſer Ebene hidjtens | 


zwei Projectionsftrahlen 
gehen, die Lage der Punkt- 
veihen mag einftimmig oder 
entgegengefebt fein 

3. Lehrſatz. 
conforme 
s,APBCTD und s,A’/P'B/C'T'D’ 
in derfelben Ebene projecti- 
viſch, findim Durchſchnitts— 


puntte (s*s) die nicht ent— 


fpredenden Bunfte P und T’ 
vereinigt, und ijt U, ein 
Punkt in dem Flachenraume 
desjenigeneinfadhen Winkels 
T (e's) PY, anf deffen Shen- 
feln die Buntte T und P’ Lies 
gen, deren entſprechende im 
Durchſchnittspunkte (s+s’) 
vereinigt find, ift I’, ein 
Punt im Flahenraume des 
Scheitelwinkels des vorigen, 
U, und I, 
Flächenraume eines der b 
ben Mebenwinfel des ein— 
fachen Winkels T (ss) PY, 
fo findet das Geſetz ftatt: 

a) Bei einftimmiger Lage der 
Punttreihen miiffen durch 
jeden Punkt M1, oder TW’, zwei 
Projectionsftrahlen gehen, 
durch einen Punft I, oder 
Il, fonnen zwei Projections. 
ftrahlen, aber auch nur einer 
ober Feiner, 
fonbdere geht feiner durch 
die Strede TP’ der Geraden 
(Z-P). Fig. 101a. 

B) Bei entgegengefepter Lage 
der Punftrethen müſſen durch 
jeden Punkt I, oder TW, 
zwei Projectionsftrahlen gee 
hen; burd einen Punkt I, 
ober I’, fénnen zwei Projece 
tionsftrahlen, aber and nur 


Liegen zwei) 
Punttreiben, 








ein Punkt im | 





geben; insbe- | 


ng ber Kegelſchnitte. 


Geraden dieſer Ebene höch— 
ſtens zwei Projectionspunkte 
liegen, die Lage der Strahl— 
büſchel mag einſtimmig oder 
entgegengeſetzt fein. 


3. Lehrſatz. Liegen zwei 
conforme Strahlbüſchel 
Sjapbetd und Sa'pb'e'td’ in 
verfelben Ebene' projecti- 
viſch, find in dev Berbin- 
bungsgeraden der Scheitel 
(S78) die nicht entfpredhen- 
ben Strahlen p und t’ vere 
einigt, und ift 7, eine Gee 
rade, welche die (S-S’) in 
einem Punkt ber den unende 
lich entfernten Punkt ent— 
haltenden Gtrede Sad! 
ſchneidet, x, eine Gerade, 
welche die (SS) in der den 
unendlich entfernten Punkt 
nicht enthaltenden Strecke 
S, 8 tvifft, fo findet das 
Gefew ftatt: 

a) Bei einftimmiger Lage der 
Strahlbüſchel müſſen auf jeder 
Geraden wx, 3wei Projece 
tionspunftelicgen; aufeiner 
Geraden x, können zwei Pro— 
jectionSpuntte, aber and 
nur einer oder Feiner, liegen; 
insbefondere liegt feiner 
auf einer Geraden, die durch 
(tp!) geht, und die (S-S) 
in ber Gtrede Soo’ trifft. 
Big. 101c. 

2) Bei entgegengefester Lage 
dev Strahlbifcel miiffen auf 
jeder Geraden +, zwei Bro- 
jectionspuntte fliegen; auf 
einer Geraden x, können zwei 
Projectionspuntte, aber 
and nur einer oder feiner, 
liegen; ingbefondere liegt 
feiner auf einer Geraven, 
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einer oder keiner, gehen; die durd (t-p’) geht, und die 
insbefondeve geht feiner|(S—S’) in der Strede SY 
durch die Strede TP’ ver) trifft. Sig. 101d. 
Geraden (IT-P), Fig. 1O1b. | 

Da fid nach Lehrſatz 2. in jedem Punkte der Ebene höchſtens zwei 
Tangenten treffen können, fo folgt daraus unmittelbar, daß jeder Punkt, 
in dem dieß geſchieht, außerhalb der berührten Curve liegen muß. 
Denn ſchnitten fich in einem Punkte P derſelben zwei Gerade x, y, 
welche beide die Curve in demſelben Punfte T berührten, ohne zuſam— 
men ju fallen, fo miifte in diefem Punkte die Curve fich felbft ſchnei— 
den, und eine Sehlinge bilden (vgl. Fig. 99.), und es müßte dann 
Punkte geben, von denen aus fic) vier Tangenten legen ließen, 3. B. 
der Buntt P, Fig. 99. Berührte aber von den beiden durch denfelben 
Curvenpunkt 3. B. durch R gehenden Geraden, m, x, legtere r, die Curve 
in einem Punkt, dev uicht mit dem Berührungspunkt von m zuſam— 
menfallt, fo dag alfo r die Curve im Berührungspunkte R von m 
durchſchnitte und zugleich in einem anderen berithrte, 3. B. in U, Fig. 99., 
fo miifte man wieder, ern man ſich auch um eine noch fo fleine Strecte 
auf m vom Puntte R aus fortbewegt, auf einen Punkt P treffen, von 
dem ang vier Tangenten möglich fein miifiten, zwei an den Curven- 
zweig, auf bem R, gwei an den Curvengweig, auf dem U liegt; was 
wieder gegen Lehrſatz 2. wire. ES muß alfo jeder Punkt, in dem fic) 
zwei Projectionsſtrahlen ſchneiden, außerhalb der von den Projections. 
ftrahleu alg Tangenten, umbiillten Curve fich befinden. Nun ift offen- 
bar in Sig. 101a. und 101b., fowohl s als s’ ein Projectionsftrahl, 
denn die erftere ijt die Berbindungsgerade der entfprechenden Puntte 
T und I’; bie gweite die der entfprechenven Punkte P und P'. Es 
find alfo s und s’ Projectionsftrahlen; fie müſſen alfo die gefuchte 
Curve berühren, folglich einen Punkt mit derfelben gemein haben. Gn 
jedem Punkt ber s aber, 3. B. in B fehneiven fic) gwei Projections- 
ftrahlen, nämlich s umd (B—B’); ebenſo in C fehneiden fic) s und 
(C—C’ u. f. w.; alle diefe Punkte liegen alfo nach dem Borigen au— 
ßerhalb der gfudhten Curve. Nur einen einzigen Punkt auf s giebt es, 
in bem fich feine zwei Projectionsftrahlen ſchneiden, dieß ift der Punkt 
T, invem (T-T’) mit s zuſammenfällt. Oa mm auf s ein Puntt 
der Curve liegen mug, nämlich der Beriihrungspuntt, aber fein Punkt 
ber s mit Ausnahme von T ein Curvenpunft fein fann, fo folgt, daß 
T der Geriihrungspuntt der Tangente s mit der gefuchten Curve fein 
mug. Gbenfo mug anf ver Tangente s’ ver Berührungspunkt in P’ 
fiegen. Bet der durch Strahlbüſchel erzeugten Curve, Fig. 101 c. und 
101d. muß mum jedenfalls ſowohl S als 8’ ein Curvenpunkt fein, 
denn beide find Projectionspuntte, indem fic) im erfteren die Strahlen 
t und t, im Legteren die Strahlen p und p' treffen. Oa es nun im 
Strahlbüſchel 8' nuv einen eingigen, dem Strahl t des Büſchels S ent- 
fpredjenden Strahl +’ giebt, fo kann es auf t feinen gweiten Projece 
tionspuntt, alfo feinen gweiten Curvenpuntt geben; e8 fann alfo t nur 
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den eingigen Punkt S mit der Curve gemein haben, und muß alfo 
Tangente fein, und S der Berührungspunkt. Zugleich kann durch S 
feine gweite Tangente der Curve gehen. Denn auf jedem ihrer Strah— 
len, 3. B. auf d liegt ein Curvenpunkt, nämlich der Durchſchnittspunkt 
(d-d) mit dem entfprechenden Strahl des Strahlbüſchels GS. Bee 
rührte nun d die Curve im Punkte (d-d’) und gugleich in 8, fo müßte 
e8 eine, ebenfalls durch S gehende und nicht ganz mit d gufammenfal- 
lende Gerade geben, welche die Curve in drei oder mehr Punften fehnitte, 
gegen Lehrſatz 2. Schnitte aber d die Curve in S und berührte fie 
nur in (d-d’), fo müßte cin gleiches ftatt finden, 3. B. in Fig. 99. 
mug jede, etwas rechts von x fallende Gerade die Curve in mehr als 
zwei Punkten ſchneiden. Ebenſo muß p’ die Tangente am Berithrungs- 
punkte S’ fein, und es foun kein anderer Curvenpuntt anger S’ auf 
ify fich befinden. Indeſſen find dieſe Schlüſſe voch nicht ſcharf, und 
es foll daher nur zur vorläufigen Orientirung ausgeſprochen werden, 
es ſcheint, als fände das Geſetz ſtatt: 


An der Curve, die durch die 


Projectionsſtrahlen zweier con— 
former projectiviſch liegender 
Punktreihen s,APBCTD und 


s,A'PBCTD’, als Tangenten, 
ergeugt wird, find die Richtuugen 
s und s’ dieſer Punktreihen ſelbſt 
Langenten, vie Punkte T md P’, 
welche den tm Durchſchnittspunkte 
(s*s") veveinigten nicht entfpre- 
chenden Punkten T’ und P ente 
ſprechen, find die Beriihrungspuntte 
bezüglich auf s und s. Auger 
T und P’ liegt fein anderer Cure 
venpuntt auf s oder s’. Fig. 101 a., 
101b. 





An ver Curve, die durch die 
Projectionspuntte gweier conformer 
projectiviſch Liegender Strahlbüſchel 
S,apbetd und Sa p'b'eſtd', als 
Curvenpuntten, erzeugt wird, find 
die Scheitel S und 8’ diefer 
Strahlbüſchel felbft Curvenpuntte, 
die Strahlen t und p’, welche dew 
in der Verbindungsgeraden (S—S’) 
vereinigten nicht —entfprechenden 
Strahlen t’ und p entſprechen, 
find die Gerithrungsgeraden be— 
züglich an S umd S. Auger t 
und p’ geht feine andeve Tangente 
durch S over Si. Fig. 101c., 
101d. 


Unterfuchen wir jest, ob die von Punktreihen erzeugte Curve eine 
im Unendlicjen liegende Gerade als Tangente haben kann, fo ergtebt fic) 
fofort, dag, mag die Lage der conformen Punktreihen einjtimmig oder 
entgegengefest fein, dieß nur dann ftatt haben kann, wenn die unend— 
lich entfernten Bunfte der conformen anf s und, s’ gelegenen Punkt— 
reihen entfprecjende find, wenn alfo die Punktreihen nach § 3. Lehre 
fay 22. proportional find. Zugleich fieht man fogleich, dag es unr 
eine eingige unendlich entfernte Tangente geben Fann. Ferner bemerkt 
man, daß bet proportionaler Theilung die Lage der Punktreihen allemal 
einftimmig fein mug. Denn liegt in der Reihe auf s’, Fig. 1014. 3. B. 
der Punft A’ außerhalb der Strecke T’P’ und gwar zwiſchen P’ undoo, alfo 
auf dev Strecke Pro und befände fic) A anf Too, fo verfiefen auf s’ die 
Puntte A’, P” TY, oo in der Folge A’, PY, T’, co, auf s aber die 
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entfprechenden in ver Folge A, oo, P, T. Es können alfo ein Paar 
entſprechende Punkte nicht die angenommene Lage haben. Ebenſo über— 
zeugt man fich, daß bet derfelben age von A’, dad entfprechende A 
nicht zwiſchen P und T, alfo auf dev Strecke PT fiegen kann; es 
kann alfo mur noch auf der Strecte Poo fich befinden und dann ver— 
laufen beide Bunttreiher, wenn fie der Erklaͤrung 1. zufolge auf ein 
ander gelegt werden, einſtimmig. Liegt A’ auf P'I’, fo kann A. nicht 
auf Too, noch auf Poo, fondern nur auf PT fliegen; und dann ver- 
Laufer die Punktreihen ebenfalls einftimmig; ebenjo miiffen, wenn A’ 
auf T’oo liegt, und A alfo, da eS nicht anf PT und nicht auf Poo 
fich befinden fann, anf Too fiegen mu, die Punftreihen einftimmig 
verlanfen. Weniger einfach iſt die Beantwortung der analogen Frage, 
ob die von Strahlbüſcheln erzeugte Curve einen unendlich entfernten 
Punkt als Curvenpunkt habe. Da jeder Punft ver Curve durch den 
Durchſchnitt zweier entſprechenden Strahlen dev Büſchel S und 8’ ere 
zeugt wird, mithin ein unendlich entferuter Punkt nur dann vorfommen 
fann, wenn zwei entfprechende Strahlen parallel werden, fo hängt alfo 
die Geantwortung unferer Frage von der Erörterung ver Unterfuchung 
ab, ob und unter weldhen Umftinden ein Baar entſprechender Strahlen 
in zwei conformen projectivifeh Liegenden Strahlbuüͤſcheln parallel find. 
Es feien nut, um hieriiber Aufſchluß gu erhalten, a und a’, b und b’ 
die entfprecjenden Strahlen der rechten Winkel der Strahlbüſchel S 
und S (vgl. § 2. Erklärung 15.), alfo 7 ab= / a’b' = 90°, fere 
nev feien g und g’ ein Baar entiprechende Strahlen ver Büſchel 8 
and S’ und gwar fei / a’g’ = / bg; Zb’e’= Zag (vgl. § 3. 
Lehrſatz 9.); die Strahlbüſchel feien zunächſt etnftimmig verlanfende, 
Big. 102a. Nehmen wir an, daß m und m’ ein Paar entſprechender 
paralleler Strahlen fein, bezeichnen den Winkel, den b und a’ einſchließen 
mit v, det unbefannten Winkel bm durch x, den ebenfalls unbefannten 
Winkel a’m’ durch x’, fo muß zunächſt, da m’ || m fein foll, vie Glei— 
chung gelten: 
x+x=V; 
ferner mug nach § 2. Lehrſatz 17. die Gleichung gelten: 
tang x- tang x’ = tang” bg = tang? a’g’; 
Aus diefer Gleichung folgt fofort, wenn man den aus dev erfteren ſich 


—. tar v —t 
ergebenden Werth x/—=v— x, alfo tang x’ = Tyme vane 





bie zweite einſetzt: 
— 2 bo — ge J 
tangx = iotmetbs tangy VY (=e . tangv)'—tang? bg. 
Es giebt demnach im Wlgemeinen zwei Werthe fiir tang x, alfo 
auc) zwei Winkel x, fiir weldje die entfprechenden Strahlen parallel 
find. Doch kann es auch fommen, daß mv ein ober auch, daß fein 
folder Winkel möglich iſt. Gollen zwei Werthe fiir x möglich fein, 
fo mug offenbar fein 
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ng? bg 


¢ ye tang v)'> tang? bg, 


1 — tang? bg 





ober stangv > tang bg, 

alfo: tang v > og) 

d. h. tang v > tang (2 - bg), 

alfo ZLV> ZL (2-bg) oder Sv > / (2-a'g’). 


Sind alfo die Strahlbüſchel S und S’ in folder Lage, dak diefe Be— 
dingung erfüllt ift, fo hat die von ihnen erzeugte Curve zwei unendlich 
entfernte Puntte; liegen fte fo, dak ZAv< / (2-bg) ober /v 
< / (2-a’g’) fo hat die Curve feinen unendlich entfernten Puͤnkt. 
Sit endlich der Radicand in der Gleichung fiir tang x, gleich 0, fo 
hat fie nur einen unendlich entfernten Punkt. Es mug im letztge— 
nannten Salle alfo fein A v= 7 (2-bg)= / (2-a’g'). Bit dies 
aber ver Gall, fo ijt: 


tang x = 1— tai 


ng? bg . 
yf tang v; 





zugleich aber ijt dann 

18086 tang v= 1808 tang (2 bg) 

tang? bg _2 tang bg 

2 * T= tang? bg 
alfo tang x = tang bg = tang a’g’. 
G8 müſſen alfo die parallelen entfprecjenden Strahlen m und m! bee 
züglich nach g und g’ fallen, oder die Strahlbüſchel müſſen fo Liegen, 
daß g || g’ iff, und die Curve hat dann nur einen eingigen unendlic) 
entfernten Punft (g- 8). — Sind die Strahlbüſchel S und SF’ ine 
befondere gleich, fo fieht man, dag, wenn ein Baar entfpredjender 
Strahlen 3. B. m und m’ parallel find, vaffelbe auch mit jedem an- 
deren Paare entfprechender Strahlen, 3. B. n und n’ der Fall fein 
mug, denn ba dann / m’n’!= / mn ift, fo folgt n’||n etc. G8 
entſteht alfo dann gar feine Curve, wenigftens nicht in angebbaver 
Gntfernung in dev Ebene. — Gft der Verlauf ver Strahlbuͤſchel S 
und 8’ entgegengejegt, Fig. 102b., fo erhalt man zur Beftimmung 
des Winkels x die Gleichungen: 

x—x'=V; 

und tang x - tang x’ = tang? bg; 
woraus folgt: 


tang x 14 feng" be + tangy +Ve tens e, tang v) + tang* bg. 


Da hier der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ftets pofitiv ijt, fo 
muß e8 alfo ftets gwei Werthe fiir tang x und x, alfo zwei Richtun- 











= tang bg; 
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gen für den Strahl m geben. Sind insbefondeve vie Strahlbüſchel 
gleich, fo haben die bie Grundlage dev bisherigen Unterfuchung bilden— 
den: ,entfprechenden Strahlen der rechten Winkel” feinen Ginn mehr, 
denn ftehen in dem erſten Strahlbüſchel die Strahlen a und b; ¢ und d; 
e und fu. ſ. w. fenfrecht auf einander, fo muß anc) im zweiten 
Strahlbüſchel, da ev vem erften gleid fein foll, a’ ib’, clad, 
e' fu. fw. fein, Es giebt aljo unzählig viele Paare entfpredender 
vechter Winkel. Man gelangt aber dann folgendermagen zur Einſicht 
in die dann eintvetenden Verhiltuiffe. Man laffe den Strahlbüſchel 8’ 
fo auf der Geraden (S—S’) fortrücken, dag jeder Strahl ſich felbft 
parallel geblieben ijt, wenn S’ mit 8 zuſammenfällt, und beide die 
Lage Big. S1b. haben, alfo conjectivifeh liegen. Nach § 4. Lehre 
fog 2. y) fallen dann ſtets gwet, aber anc) nur zwei, umd zwar 
vechtwintlig gu einander ſtehende Strahlen m, m‘; n, n’ gufammen. 
Dent man nun ven Biifehel S’ fich wieder ebenfo in feine frithere 
Lage zurückbewegend, fo mug auch in diefer m’ || m; n’ || m fein. Es 
mug alfo immer zwei pavallele Strahlen m, m‘; n, n’ geben, und 
matt fieht, dag dann die beiden nach dem unendlich entfernten Curven- 
puntte gehenden Strahlen auf einander ſenkrecht ftehen müſſeu. 


Es ergiebt fich alfo aus dem Bisherigen der 


4. Lehrſatz. Die von den 
Projectionsftrahlen zweier 
conformen, projectivifd lies 
genden Punktreihen, als 
Tangenten, erzeugte Curve 
hat nur dann eine unendlich 
entfernte Gerade zur Tans 
gente, wenn die Punktreihen 
proportional find. Es fann 
nur eine eingige unendlid 
entfernte Zangente geben. 
Es liegenaber proportionate 
Puuftreihen allemal ein— 
ftimmig. 





4, Lehrſatz. Die von den 
Projectionspuntten zweier 
conformen projectivifd lie— 
geuden Strahlbüſchel, als 
Curvenpuntten, ergeugte 
Curve hat, wenn die Strahl. 
büſchel einftimmig liegen, zwei 
unendlich entfernte Punkte, 
wenn /v> /£ (2-bg), Fig. 
102a. ift; fie hat nur einen 
unendlich entfernten Punkt 
wenn /v== /(2-bg) und 
alfo gl J G § 3. Lehrſatz 95 
ſie hat keinen unendlich ent— 
fernten Punkt, wenn /v 
< /(2+bg) ijt, Sind die 
Strahlbüſchel insbefondere 
gleich, fo entfteht entweder 
gar feine angebbare Curve 
oper eine Curve mit feinem 
unendlich entfernten Punkt. 
Liegen die Strahlbüſchel 
entgegengeſetzt, Fig. 102b., fo 
hat die von ihnen ergeugte 
Curve allemal gwei unendlich 
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j entfernte Bunfte, migen die 
| Strahlbifdel gleich fein 
oder nicht. Gind fie gleich, 
fo giebt e8 ftet8 zwei, aber 
nur zwei, und gwar ſenkrecht 
auf einander ftehende Strah- 
len an S und 8’, deren jeder 
einen der unendlich entferm- 
ten Punkte enthatt*). 


Dev Kürze wegen foll im Folgenden folgende Bezeichnung feſtgehalten 


werden: 


5. Erklärung. Die von 
zweieinſtimmig verlaufenden 
Punktreihen erzeugte Curve 
foll im Folgenden durch K’,, 
die durch entgegengefest 
verlaufende Punktreihen er— 
zeugte durch K’,; die durch 
proportionale — einftimmig 
verlaufende Punttreihen er— 
geugte durch K’, bezeichnet 
werden. 


Bundehft wollen wir uns mit 


und k, beſchäftigen. 


5. Erflarung. Die von 
jweieinjtimmig verlaufenden 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve mit keinem unendlich 
entfernten Punkte ſoll im 
Folgenden durch k,, die mit 
gwet unendlich entferuten 
Punkten durch k,, die durch 
einftimmig verlaufende 
Strahlbüſchel erzeugte mit 
einem unendlich entfernten 
Punkt durch k,, die durch ent— 
gegengeſetzt berlaufende 
Strahlbüſchel erzeugte durch 
k,, die durch einjtimmig ver— 
faufende gleidhe Strahlbü— 
ſchel erzeugte durch k,, die 
durch entgegengeſetzt ver— 
laufende gleiche Strahl— 
büſchel erzeugte durch ky 
bezeichnet werden. 


dev Unterſuchung der Curven K’, 





Es fet mm (T—P’) die die Puntte T und P' der Curve K’, vers 
bindende Gerade: fie heiße im Folgenden ftets 7; und IE fet ein Punkt 


in einem Nebenwinkel des Winkels 


T(ss’)P’ auf 7. Qu TL convergiven 


dann nach Lehrfag 3. jedenfalls zwei Projectionsftrajlen a, und a,, 
Fig. 103a. Die Berbindungsgerade von I mit (s*s’) heife o’ Da 


mum die Punktreihen auf s und s’ 
§ 1. Lehrſatz 13: 


conform find, jo ijt alfo, vermige 


) M. f. Steiner: „Syſtematiſche Entwidelung der Abhängigkeit geometriſcher 


Geſtalten von einander“. pag, 144. 
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Strahlbüſchel Ma,a’a,r A Strahlbüſchel Ma,ra,’, 

ba T und T’, P und P’ entfprechende Punkte find. Es iſt alfo: 
sina,’ | sinayr __ sinayt , sinaya’ | sy Sin aya” sina,t, 

Sinaga” ‘ainaye folglich ⸗ oder 
* = aah alfo Strahlbüſchel M,a,a’a,z harmoniſch nach 
§ 1. Erklärung 23. Gin Gleiches läßt ſich von jedem Strahlbüſchel 
zeigen, deſſen ciner Strahl x ijt, und deſſen anderer durch (s's') geht, 
und deſſen andere beiden zwei Projectionsftrahlen find, mag feit 
GSeheitel in I, oder I’, liegen, Fig. 10La, Gin ganz analoger Sag 
gilt auch für die Curve k,. Es heiße der Durchſchnittspunkt (t- p’), 
dig. 103 b. T und es fei x ivgend cine durch T gehende Gerade, 
auf dev zwei Curvenpunfte A, und A, Liegen; ihr Durchſchuittspunkt 
mit (S— 8’) heiße A’ fo ijt, da Strahlbüſchel Sa,paat A S’a’,p'a’,t 
ijt, Punktreihe 7A ,A’A,T Ax A,TA,A’, alfo Punktreihe 7A, A’A,T 
harmoniſch. Daffelbe gilt von jeder durch T gehenden Geraden 7, 
Big. 101c., auf der zwei Curvenpuntte liegen. Man fieht alfo: 

6. Lehrſatz. Gehen awei | 6. Lehrſatz. Liegen zwei 
Projectionsftrahlen a,, a, | Projectionspuntte A,, A, 
burch einen Bunkt der Gera- | auf ciner durch T gehenden 
den rt, fo find a, und a, gu-| Geraden, fo find A, und A, 
geordnete Strahlen eines | zugeordnete Punkte einer 
harmoniſchen Strahlbü- harmonifdhen Punktreihe 
fchels, (a,a,),aya’a,r in dem | (A,—A,), A,A’A,T, in dev T 
rund [(e*s)-— (a, *a9)] bas | and [(S—S)"(AF—A,)] das 
andere Paar gugeordneter| andere Paar gugeordneter 
Strahlen find. Fig. 103a. | Puntte find. Fig. LO3b. 























bezeichnet, (wobei nur (s* a’), (8° f’), (8°), wie bisher P heifen foll), 
Punttreife s,A,PA,T; s,B,PB,T; s,C,PC,T harmoniſch. Es bil 
den alfo nach § 4. Lehrſatz 17. die Punfte A,, A,; B,, B,; Cy, C,; 
P, T eine Gnvolution mit den Hauptpuntten P, T. Cin Gleiches gilt 
natürlich von den entfprechenden Punkten anf S’, und auf diefelbe 
Weife überzeugt man fic) bet Strahlbüſcheln von der Richtigkeit des 
analogen Gefeses. Wir können alfo fagen: 

7. Lehrſatz. Die Durd- 7. Lehrfabk. Die Verbin— 
ſchnittspunkte A,, A,, B,,| dungsgeraden ay, ay, by, bo, 
B,, Cy, Cy. der Ridtungs | cy, cy,.... des Sheitels 8 


ar 
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einer die Curve K’, erzeu- eines die Curve k, erzeu— 
genden Punttreihe mit den! genden Strahlbifdels mit 
Projectionsftrahlen a,, as,| den Projectionspuntten 
Dir by, Cyr Corer, Von denen | A,, Ay, B,, By, C,, Cy,..+0, 
je gwet ihren Durchſchnitts- von denen je zwei auf einer 
punft auf + haben, bilden| durd T gehenden Geraden 
eine entgegengefegt verflan- | liegen, bilden einen entge- 
fende involutorifde Punkt- gengefekt verlaufenden in— 
reihe mit den Hauptpuntten | volutorifhen Strahlbüſchel 
P und T; in ifr find je zwei mitdenHauptftrahlen pundt; 
Punfte A, und A,, B, und} in ihm find je zwei Strahlen 
B,, C, und C,, etc. ent {pres a, unda,, b, und b,, c, und 
chend. Daffetbe gilt fiir die} c, etc. entfpredhend. Das— 
Punktreihe anf s’ |felbe gilt fiir den Strahl- 
büſchel an 8. 

Es fet nun O’ Fig. 104a. ein gweiter Puukt, (auger M1) auf 7, 
in dem die Projectionsftrahlen b,, b, fich ſchneiden; fo können s und s’ 
als erfte und dritte Seite eines vollſtändigen Sechsſeits (ſ. § 5. Er— 
flavung 3.) angeſehen werden, in dem a, und ag, by und ba, die 
iibrigen 4 Seiten find, welche die erfte und Pan s und s’, in den 
Punkten Ay, A,, B,, B,, A’, A’,, B’,, BY, fo ſchneiden, dag die 
Punttreihe s,B’, A’, ‘a, B’, 7 3,B,A,A,B, ift. Mach § 5. Erklä—- 
tung 4. enthaitt yas voliftandige Serhajeit pwar 60 einfache Sechsfeite ; 
unter diefen find jedoch nur 24. einfache Sechsfeite von der Befchaffen- 
Heit, daß in ihuen s und s’ je die erſte und dritte Seite bildet. Denn 
von den vier übrigen Geiten a,, a,; by, b, fann jede die gweite 
fein. Man erhält alfo zunächſt vier Sechsfeite, eins, in dem s, aj, s', 
eins, in dems, a,,s’, eins, in dems, b,, 8’ und eins, in dem s, by, 8” 
bezüglich vie erfte, zweite und dritte Seite iſt. Ee giebt nun aber 
offenbar nicht ein, fondern ſechs Sechsfeite, in denen a, die gweite 
Geite ijt, denn jede der iibrigen drei Geiten a,, b,, b, fan die 
vierte, fünfte und ſechſte fein. Es giebt alſo fo viel einfache Sechs— 
jeite mit der zweiten Seite a,, als es Permutationen von a,, by, by 
giebt, nämlich 6. Ebenſo giebt e8 6, in denen ay, ebenfo viele, in 
denen b,, und ebenfo viele, in denen b, die zweite Seite iſt; im 
Ganzen “alfo 24, und nicht mehr. Sie laffen ſich, wenn wir für 
je ſechs die erſten, zweiten, dritten Seiten nur einmal hinſchreiben, 
folgendermaßen darſtellen. Zugleich ſollen dabei bei jedem der 24. 
einfachen Seite die drei Geraden, die nach 8 5. Lehrſatz 6. durch 
denſelben Punkt gehen, angegeben werden, und zwar nach dem Schema, 
daß, went m, n, p, gq Gerade bedeuten, vermöge zweimaliger Anwen— 
dung von § 1. Erklaͤrung 2. unter [(m+n)~(p*q)] die Berbin- 
dungsgerade der Durchſchnittspunkte (m+n) und (p*q) zu verftehen 
iſt. Man evhalt alfo folgende Tabelle der 24. einfachen Sechsfeite: 





II. 


iT. 


Ty. 
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— [Gb,)~ @rba 
|a,aybyj [(8*by) ~ (an"ay)]5 
agbay3 [(sb,) ~ (aa"b.)]; 
Daag; [(8°by) ~ (by'a4)]5 
baaay} (@b,)~ (bara, 
sb) 03,5 [lorba) ~ (aya) 
arbiaa [(s*bs)~ (aby )Ii 
a,a,by; [(8*b,) ~ (@x'ay)]5 
jabyay3 [(s°b,) ~ @"b, Is 
byayags [(s°b,) ~ (by-a1)]; 


(by*8') ~ (ba"aa)]5 [(8’*a,) ~ (ag*s) 
(b,"8) ~ (a;"ba)]; [(s'*ay) ~ (bo*8) 

) (bo"a,)]3 [(s'"a,) — (@,"8) 
(by'8) ~ (,"a9)]5 [(8"be) ~ (ays) 
(by°8) ~ (aa'ay)]3 (Gb) ~ (@,"8) 
(bas) ~ (aa"by)]3 [(8'"a,) ~ (by"8) 
(ba'8’) ~ (by"aa)]5 [(8""a,) ~ (ay'8)| 
8) ~ (ay"by)]5 [(8"a,) ~ (y's) 


oe 


(ba"8) ~ (a,*a2)]i [(8'"b,) ~ (a's) 


























B 
o 


yaaa; [(5°bs)~ (b,"a5)]; (e's) ~ ya}; 

Git ferner Fig. 104b. x’ cine zweite, durch den Punkt T gehende 
Gerade, auf dev die Projectionspunfte B, und B, liegen, fo können 
S umd 8 als die erſte und dvitte Ede eines volljtindigen Sechsecks 
(ſ. 8 5. Erklärung 3.) angefehen werden, deffen iibvige vier Eden die 
Punkte A,, A,, B,, B, find, die fo befchaffen find, bag man, wenn 
man S und S’ mit diefen Punkten durch Gerade verbindet, zwei con- 
forme Strahlbüſchel S'b’,a’,a’,b’s A S,b,a,a,b, erhält. Es giebt 
min 24, einfache Gecjsede, in denen S und 8’ als erſte und dritte 
Ecke betrachtet werden kaun. Nach § 5. Lehrfag 6. liegen die Durch— 
ſchnittspunkte dev erſten und vievten, zweiten und fiinften, dritten und 
ſechſten Seite eines jeden diefer vier und zwanzig einfachen Sechsede 
in derſelben Geraden. Dieſe Sechsecte laſſen fic) ebenfalls in vier 
Gruppen theilen, je nachdem A,, A,, B,, By die zweite Ecke bildet. 
Sie follen im Folgenden aufgezaͤhlt und gugleich die Punkte angegeben 


(ba-8) ~ (bya, 6 ~ (ays): 


(bs) (a1°5)} 


th. 
+ 88 /agbyby5 [(s'a,) ~ (aby )]3 [(a1"8) ~ (by ba)]3 [(8"a2) ~ (by'8)]5 
azbab, 5 [(s'a,)~ (@2" bay} [(as'8) — (babs )]; [(@’ aa) ~ (by *8)]5 
biaaba; [(8°9,) ~(byrae)]}s (178) ~ @a"ba)]s [(s'"b,) ~ (ba"s)]; 
b,baaas [(s'ay) ~ (by"ba)]s [ar's’) ~ (baa) |; [(8"by) ~ @,°8)]; 
byagby 3 [(s*ay) ~ (by*a,)}; [(ar*s’) ~ (aa*b,)]; [(s'"by) ~ (b,8)]; 
bybyay; [(8-a,)~ (barby); [(ay8) ~ (by *a2)]3 [(8"* ba) - (aa'8)]; 
sa,s’|ayb by; [(s'a,) ~ (ay"by)]5 [(aa's’) - (by by)]i [(6"a,) ~ (by'8)]; 
jarbeb,5 [(s'a,) ~ (ay"ba)]s I(aais) - (ba*b,)]5 [(8"a,) — (b,*8)]; 
biauiba; [(s*a2)~ (bya4)]5 [(aa's’) — @y*ba)]; [(8'"b,) ~ (ba's)]3 
bybyay5 [(s'a,) ~ (by ba]; [(aa8) ~ (baa); [(6'"b,) ~ (ays)]; 
baayby5 E(s'ag)~ (baray)]5 (C278) ~ (ay by)]s [(8""bg) — (By°8)]3 
babyays [(82) ~ (baby )]5 [@a’8’) - (biray)]; [(6"b2) ~ (@,'8)]; 
sb,s" |] a,agb,5 [(s-by) ~ (@,"a2)]3 [(by*8’) ~ (@"ba)]3 [(s""a,) ~ (b,"8) 
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werden, die nach 8 5. Lehrſatz 6. auf derſelben Geraden legen, und 
gwar foll, unter gweimaliger Anwendung von § 1. Erklärung 2., wenn 
M,N, P, Q Puntte bedeuten, unter [(M—N)-*(P—Q)] der Durdh- 
ſchnittspunkt der Verbindungsgeraden (M—N) und (P—Q) verftanden 
werden. Man erhalt dann fiir die vier und zwanzig einfachen Sechsecke 
folgende Labelle: 
































Ty). 
1.84,8/A,B,B,;[(-A,)(AyB, iA 8B, By) [S-A,) Ba 8) 
A,B,B i[(S-A,)(A,-Ba)hl(A, SB, By )s(B-AB, 8) 
B,A,By[S-A,)B,-A)KA SIA, B,)i(S-B B.S) 
B,B,A,;(S-A,)B,-B, (A, 8) Bg-A,)i(S-B,A,-S) 
B,A,B,;[(8-A,)@B,-A,) (A, SYA. By) [(S-B,)B,-8) 
BB As[8-A,)B,-B A, SVB, AadlS BAS) 
TL SA,8'A,B,B,;[(S-A,)(A,-B, i(As-8)B,-B,)h (SA B.-8) 
— [SAL (A,B, (As 8) Ba-B, (SAY) B,-S)] 
B,A,B, [(S-A,)B,-A, iA, 89, BSB, B-8) 
[B,B,A;[S-As)@B,-B,)hl(As BBA, (OB, AS) 
B,A,B,;[(S-A,)(B,-A, h(a, SYA, B,)i[(8-B,)B 8) 
B,B,A,;[8-A,)@,-B, kA, 8B, “A, 8B) 8) 
TL SB,8'A,A,By[(S-B,)(A,-A)h(B, SYA. BOA, B.S) 
|A,B,A(SB,) (A,B, )h{(B,-8)(B,-A, GA, ALS) 
— )i1B,-8)A, By) [(8-A) B.S) 
ALBA, [S-B,)AsB, iB, -8).B,-A, k(S-Ag) (A, -8) 
B,A,A,;[(-B, (B.-A, )h[B,-8)A,-A)bS-B, A, 8) 
— (8-B,)By Ab, S.A [S-Ba)A,-8)] 
IV. SB,S1A,A,B,;[(S-B,)(A,7A,)}[(B.-8)(A,-B (SA, )(B,-8)] 
‘A,B, As[(8-B,)(A,-B, (By -S)(B, A, )jS-A, AS) 
A,A,By[(8-B,)(A.-A, )h((B, SYA, -B, hlS-A,B,-8) 
‘A,B AS (S-B,) A,B, )kB, 
B,A,A,(S-Bs)B,-A,) (B.S), A, (S-B,)A,-8) | 
B,A,A,;[(8-B,)(B,-Ag)h[(Be-S)(A, Ah (S-B,A,-8) 


Obſchon in § 5. des Mapitels IT. mehrere Sage über das vollſtän— 
dige Sechsfeit und Sechseck bewiefen find, fo können wir doch aus ihnen 
noch feinen Schluß auf die Natur dev gefuchten Curven machen. Wir 
find daher gendthigt, diefe Figuren nochmals einer, und gwar einer 
eingehenderen Unterfuchung gu unterwerfen. Es feien alfo zwei con- 
forme, projectiviſch liegende Punktreihen s,B,A,PA,B,T und s/B’, 
A’, PA’, B’,T’ nebſt den Projectionsftvahlen gegeben, fo bilden diefe 
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ſechs Geraden, nämlich die Richtungen s und s’ und die vier PBrojec- 
tionsſtrahlen a,, a, by, by, eit vollftindiges Sechsſeit (ſ. § 5. Ere 
flarung 3). Es jet mm sa,s’a,b,b, eines der einfachen, in dem 
volljtindigen Sechsſeit enthaltenen einfachen 60 Gechéfeite (ſ. § 5. 
Erklärung 4. und Erklärung 5), und gwar eines von denen, (ſ. Tae 
belle t,), in weldjen s und s’ bezüglich die erſte und dvitte Seite ijt, 
oder mit anderen Worten, es fei ein cinfaches Sechsfeit (oder, was 
bei einfachen Figuren daffelbe ijt, ein einfaches Sechseck) A, A’, A’, 
(a,*b,) WB, mit den Eden (s*a,); (a, * 8’); (stan); (a.°b,)5 
(by * by); (bo +s) gegeben, Fig. 104a., die nach § 5. Erflirung 5. 
bezüglich als erfte, sweite, dvitte, vierte, fiinfte, fechfte bezeichnet werden 
follen. Berbindet man nun die dvritte und fechfte Ede durch eine 
Gerade w,, gieht von der vierten Ede (a,*b,) nad) der fechfter 
(b,*s) oder B,, und von dev fiinften (b,*b,) nach der dritten 
(s'* ay) oder A’, umd zieht dann von (a,*b,) nach dev erſten Ede 
(sta,) ober A, eine Gevade p,, welde die w, in &, trifft, und 
von (b,*b,) die Gerade v, nach (a,-s’), fo bemerft man, daß p 
bie in der erjten Zeile der obigen Tabelle t, durch [(s-a,)—(a,*b,)), 
ve, die durch [(a, *s’)—(b,*b,)], wy die durch [(s’* a,) ~ (by *8) 
begeichuete Gerade ijt. Diefe vrei aber ſchneiden fic) in einem und 
demfelben Punkte. Da ſich mm p, und w, in ob, treffen, fo mug 
alfo auch ©, durch Ky gehen. Es entfteht alfo anf m, eine Puntt- 
reihe wb, b,A’,B,, die conform ijt der Punktreihe s,B,A,A,B, 
da beide perfpectivifeh liegen fiir einen Strahlbüſchel mit vem Scheitel 
(a,+b,) al8 Projectionscentvum. Zugleich aber ijt diefelbe Puntt- 
reihe wb, A’,B, auch conform dev Punbktreihe s'B’,A’,A’,B’,, 
da beive fiir einen Strahlbiifehel mit dem Seheitel (b, *b.) perfpece 
tiviſch liegen (vergl. § 5. Lehrfatz 2). Und gwar fallen die conformen 
Punktreihen wv, rd,&,A’,B, und s,B,A,A,B, mit den entſprechen- 
den Punften B,, alfo mit dem ſechſten des einfachen Sechsſeits, die 
conformen Bunftrethen ww, vb, A’,B, und 8B’, A’,A’,B’, mit 
den entfprechenden Punkten A’,, alfo dem dvitten des einfachen Sechs— 
feits zuſammen. Projicirt man mm alfo von (a, *b,) aus irgend 
einen Punkt der Reihe s, 3. B. den Punt P auf w,, deffen Projec- 
tion nach &, fällt, fo ift alſo Punktreihe w,,.,%,€,A’,B, A s,B, 
A,PA,B, ; projicixt man von (b,*b,) det dem Sunt P der Bunft. 
reife s entfprechenden Punkt P’ dev Reihe s’ auf w,, fo muß offenbar 
die Projection von P’ ebenfalls nach P, fallen. Denn, bezeichnen wir 
feinen, noch als unbekannt angefehenen Ort, vorlinfig durch 2", fo ift, 
da die Punktreihen s? und w, fiir (b,*b,) als Projectionscentrum 
perſpectiviſch liegen, Punktreihe wb, &, LA’, B, “X. 8B’, A’, PY 
A'BY,, und zugleich war ww, roy, 2, A,B, A 5B, A,PA,B,. 
Da mm 8B, A’, P’A’,BY, A 5,B,A,PA,B, ijt, fo mug and 
wb ob, PA By Kw, Ab,b PAB, fein. Es müſſen alfo nad 
§ 4. Lehrſatz 1., da die anf w, vereinigter conformen Punktreihen mit 
vier entfprecenden Punkten vd,, ,, A’,, B,, zuſammenfallen, auc 
Weißeunb orn, Projection. 16 
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uden Punkte zuſammenfallen, folglich muß & nach 
@, fallen. ojicirt man ebenfo von (a,*b,) aus den Punft T 
auf w, nach &,, fo mug demnach auch der Punkt, den man anf ow, 
erhält, wenn man vow (b,*b,) den Punkt T’ anf diefe Gerade pro- 
jicivt, mit ©, j3ufammenfallen, u. ſ. f. Zugleich fieht man, daß dieß 
Verhalten ein nothwendiges ijt, da es durch die conforme Theilung 
der Geraden s und s’ und den hieraus entfpringenden Umſtand here 
vorgerufen ijt, daß fic) p,, vy, , im einem und demfelben Putt 
ſchneiden. Es gilt alfo ein Gleiches von jedem der iibrigen 23 cin- 
fachen Gechsfeite, Es fei ferner, Fig. 104b. SA,S’A,B,B, eines 
der 60 durch die conformen Strahlbüſchel S,b,a,pa,b,t und 
S'b’,a’,p’a’,b’,t” beftimmten einfachen Cechsecke, und gwar eines der— 
jenigen oben (Labelle T,) angefiihrten 24, in denen S und 8’ bee 
begiiglich die erſte und dritte Ecke ift. Es ift alfo nach § 5. Erklä— 
rung 5. SA S'A, BB, ein einfaches Sechseck, in welchem (S—A,), 
(A,-8), (S-A,), (A,~B,), (B,~B,), (By —8)_bejtighop bie 
evfte, zweite, dritte, vierte, fiinfte, ſechſte Seite ijt, Sucht man mm 
den Durchſchnitt M ver dritten und fechften Seite, dann den Durch— 
ſchnitt ber vierten Seite (A,~B,) mit ver ſechſten (B,—S) over 
b,, und den der fünften (B,—B,) mit dev dritten (S'~A,) oder 
a’,, und beſtimmt den Durchſchnittoäpunkt 2, von (A,—B,) mit ver 
erften Seite (S~A,) oder ay, umd den Durehfcynitispuntt A, von 
B,~B,) mit (A, —S8’), fo fieht man, dag &, dev in dev obigen 
abelle T, durch [(S—A,)*(A,-B,)], A, dev urd [(A, 5) 
-(B,-B,)I, ol, dev durdy [(S’~A,)*(B,—S)] begeichnete Punkt 
iſt. Diefe pret aber Liegen auf derfelben Geraden. Cs liegen alfo 
@,, Ky, MN, auf einer und verfelben Geraden «,. Es entfteht aljo 
an ol, als Scheitel ein Strahlbüſchel 0M, 6,«,a’,b, A S,b,a,ayby, 
da beide perſpectiviſch liegen für die Gerade (A,—B,) als re. 
Zugleich aber liegt auch OL, 6,e,a',b, mit Syb’,a’,a’,b’, perfpecti- 
viſch für die Gerade (B,—B,) als Ure, es ijt alfo auch NL, ,6,0,a’ab, 
A Sib’, a’, a’,b’,; und, wie man fieht, fallen die conformen Strahlbiifchet 
OW, 6, «,a',b, md Sb,a,a,b, mit den entfprechenden Strahlen b,, 
alfo der fechften Seite des einfachen Sechsecks, die conformen Strahlbüſchel 
OL, bya, a’nb, und Sib’,a’,a’,b’, mit den entfprechenden Strablen a’, 
alfo dev dritten Seite des einfachen Sechsecks zuſammen. Sucht man mim 
den Durchſchnittspunkt, 3. B. ves Strahls p mit (A,~ B,), und 
sieht Hierhin von SIL, eine Gerade p,, fo ift fie der dem Strahl p 
entfprechende Strahl p, am Strahlbüſchel 9,, da OL, und S fiir 
(A, —B,) al8 Ave perſpectiviſch legen. Sucht man nun den Durch— 
ſchnittspunkt von p’ mit (By —B,) und gieht hierhin den, vorldufig 
alg unbekannt gedachten Strahl p’ von OL, aus, fo ijt p’ der dem 
Strahl p’ entfprechende an NL,, ‘da der Strahlbüſchel 9, und 8 
fiir (B,-B,) al8 Axe perfpectivifeh liegen. Es iſt alfo Strahlbüſchel 
— ba paab'az und, zugleich OL, 6,«,p,a"pb, 
yb a,pa,b,. Oa mm S'b’,a’,p'a’,b’, A S,bya,pagb, ift, fo 
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mug auch 1, b,0,p'a’,b, A WM, 6,«,p,a’b, fein, es muß alfo nad 
§ 4, Lehrſatz 1. p’ mit p, gufammenfallen; und ebenfo muß aud) der 
dem Strahl t entſprechende +, zugleich dem Strahl t’ entfpreden. 
Auch hier fieht man, wie dieſe Berhaltniffe nothwendige, und durch 


die Conformitit ver Strahlbüſchel S und 8’ bedingte find. 
alfo diefes Geſetz auch fiir vie übrigen 23 einfachen Sechsecke. 


hat alfo den © 


8. Lehrfag. Unter den 60 
einfachen Sechsſeiten, welche 
ein vollſtändiges Sechsſeit 
enthält, in welchem die Durch— 
ſchnittspunkte von zwei 
Seiten, s und s’ mit den 
übrigen vier Geiten a,, ay, 
by, bo, conforme Bunttreihen 
s,B,A,PA,B,T und 8B’, A’, 
PA’,B’,T’ bilden, giebt e8 
24 einfache Gechéfeite, in 
welden die Richtungen sund 
s’ bezüglich alg erfte und 
dritte Seite angefehen wer- 
den können. 

9 Lehrfagk Für jedes 
dieſer 24 einfachen Sechs— 
ſeite gilt das Geſetz: „Ver— 
bindet man die dritte und 
ſechſte Ecke durch eine Ge— 
rade, und beſtimmt auf dieſer 
die Punktreihe, die mit der 
Punttreihe s,B,A,PA,B,T 
auf der erften Geite s fiir 
bie vierte Ede als Projec- 
tionScentrum perfpectivifd 
liegt, foliegt diefelbe Punkt— 
reihe zugleich mit der Punkt— 
reihe sB’,A’,P’A’,BY,T auf 
ber dritten Geite s’ fiir die 
fiinfte Ede als Projections- 
centrum perfpectivifd; und 
umgekehrt“. 

Unter der:erften, zweiten, 
dritten, ...... fedjten Ede 
ift Dabet bezüglich der Durch— 
ſchnittspunkt der erften und 
gweiten, gweiten und dritten, 





Es gilt 
Man 


8. Lehrſatz. Unter den 60 
einfachen Sechsecken, welde 
ein vollftiudiges Sechseck 
enthalt, in welchem die Ver— 
bindungsgeraden bon zwei 
Eden S und 8’ mit den ibri- 
gen vier Eden A,, A,, B,, 
B,, conforme Strahlbitfdel 
Sb,a,pa,b,t und Sb’,a" p’a’, 
bi,’ bilven, giebt e8 24 eins 
face Sedhsede, in weldhen 
vie Punkte S und 8’ begitg- 
lich als erfte und dritte Ede 
angefehen werden können. 


9 Lehrſatz. Für jedes 
dieſer 24 einfachen Sechs— 
ecke gilt das Geſetz: „Sucht 
man den Durchſchnittspunkt 
der dritten und ſechſten Seite, 
und beſtimmt an dieſem als 
Scheitel den Strahlbüſchel, 
der mit dem Strahlbüſchel 
Sb,a,pa,b,t an der erften 
Gee S fiir die vierte Seite 
als Projectionsaxe perfpece 
tivifc liegt, fo liegt derfelbe 
Strahlbüfchel zugleich mit 
dem Strahlbüſchel Sb’,a’, 
pa’ab’,t an der dritten Ede 

Y fiir die fünfte Seite als 
Projectionsare perſpecti— 
viſch; und umgefehrt”. 

Unter der: erften, ;weiten, 
dritten, fechſten 
Seite iſt dabei bezüglich die 
Verbindungsgerade der 
erſten und zweiten, zweiten 

16* 
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pritten und vierten, ...... und dritten, bdritten und 

fechften und erften Geite zu vierten, ...... ſechſten und 

verftehen. Gig. 104a. cuften Ede su berſtehen. Big. 
104b. 


Wir bezeichnen nun dev Ueberficht wegen, in den fechs, die erfte 
Gruppe, alſo die Gruppe L in Tabelle t, bildenden einfachen Sechs— 
jeiten durchgehends die jedesmalige erſte dev oben angefiihrten Geraven, 
bie burch einen umd denfelben Punkt gehen, durch p, die zweite durch <, 
bie dritte durch w, mit angehingten Maren 1., 2., 3., 4, 5. 6., fo 
daß p, die exfte der drei oben genannten Geraden im 1ften Gechsfeit, 
Po die evjte der drei Geraden im 2ten,.... etc., v, die gweite der 
drei Geraden im 1ften Sechsſeit, v die im Qten,.... etc, w, die 
britte der drei durch denfelben Punkt gehenden Geraden im 1 ften, 

2 die im 2ten.... etc. bedentet, oder aljo p, ftatt [(s- tay) (a by), 
pa flatt [(8*a)~ aa" Da) eee es Hy tall (Cages) ~ (by ba) va 
itatt ila 8) (ba"b;)} vase, wey flatt [(s" warn 7 —* 5 ftatt 
[(s'* a.) —(b,*8)],. 2 Gefetst wird. Wir wenden ferner fiir die 2 Beds 
feite dev zweiten Gripe, alfo der Gruppe IL. Tabelle t, die Buchftaben 
w, 9, w; fiir die der dvitten: p, r, m; fiir die der vierten Gruppe 
w, v, n, bezüglich ftatt p, v, w an. Bei den durch conforme Strahl 
büſchel erzeugten Gechsecten (fiehe Labelle T,) gebraucen wir die 
anafoge Bezeichnung, nur mit großen Buchftaben, für die drei, je auf 
derfelben Geraden fiegenden Puntte. Nach dem Bisherigen können 
wir alfo fiir die 24 Gechsfeite dev erjten Labelle die Tafel aufftellen: 
Es ift vie 








ty 

perfpecti= pevipecti- 
Vunttreihe auf Bid mit fle Centrum Big mutt ſur Certeum 
I. wy dH. [('*a,)~(bo"8)] 8 (ant by)s 8’ (by ba) 5 
wn [(s'tag)—(b,"8)] 8 (ag be)3 8’ (ba by) 
wy [(s'tbi)~(ba*8)] 8 (bya) 8’ (@y* by); 
we on [('*b))~(@a*s)] 8 (byt bs} 8’ (by aa) 5 
ws om [(s'ba)—(by*8)] 8 (byt a2)3 8’ (ay by); 
we on (tb) —(@2°8)} 8 (bat by)s 8 (by a)3 
Tew,» [(8a,)~@o"8)} 8 (@ytby)s 8) (bby); 
wa [Gr a)—(bi'8)} 8 (at BL)3 8 (baby) 5 
wy on (8 'b,)—~(ba"8)] 8 (byr ay) 8’ (ay by); 
wom [dy @"8)} 8 (byt bas 8) (by ay) 5 
ws on [@tba)~(bi*8)} 8 (ba ay)3 8’ (ay by)3 
wom [ba @i'8)] 8 (bat by) 8 (byt a4)5 








Ebenſo können 
Tafel aufſtellen: Es iſt ver 


sos 


oo w 
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fpecti pect 
exfpecti« 2 

Punttreibe auf tie. ‘mit für Centrum Aap anit für Centrum 


(say) (bo"8)} 8 (@,* a9)5 
(sra,)~(@."8)} 8 (ay bad; 
a 6Ge atä 
G 8 (@_" ba) 5 
(s'-ba)~(@a*s)} 8 (ba*44)5 
(bs) ~(@i"s)} 8 (ba* M2) 5 


(@ra1)~(rs)] 8 (ay* a9) 
(s-a,)—(@."8)} 8 (at bys 
(sr ag)—(by"8)} 8 (@g"a4)3 
(ssa,)—(ayrs)) 8 (ay" by); 
(sbi) (@a*8)} 8 (by 94)5 
(by) @i'8)} 8 (by 42)5 








T, 


perfpecti« 
Strahlbuſchel an di 











s Ga by); 
8’ (bya); 
s’ (a,*b,)5 
s (by* a4 )5 
s (a, a,)3 
s (aytay)5 


say" by); 
§ (by *a,); 
s (a,*b,)5 


si (by*ay)5 
(ay ay)5 
s (aa" a1); 


wir fiir die 24 Sechsecke ber gweiten Tabelle die 


und 


perfpecti« 
if mit file Uxe dich mit fur Mee 


.(S-A,)B,-8)]) S (AB); & B,-B,); 
(S-A,)' BS] 8 (A,B); 8 BB); 
(S-B,)B.-8)] 8 (BA); 8 (AL-B,)s 
(S-B,)-(4,-8)] 8 BiB); 8 (B.-A,) 
(S-B,)B,-8)] 8 (Bi-A,); 8 (AB); 
(S-B,)(A,-8)] 8 (BiB); 8 B.-A,); 
(S-A,)' B.S} 8 (AB); 8 B,-B,); 
(S-A,)'B,-8)] 8 (AWB); 8 Bs-B,); 
(S-B,) : (B,-8) S (B,-A,); 8 (A,-B,)3 
(S-B,):(A,S)] 8 BB); 8 BA); 
-B,)B,-8)] 8 (A); 8 (AB); 
SB, (A-S)] 8 BBY); 8 (B,-A,)5 
(S-A,)(B.-S)]} 8 (AA): 8 (ALB) 
(8-A,)(A,-S)] 8 
(S-A,)°(B,-S)] S (A.A); 8) (A,B); 
(S-A,)(A-8)} 8 (AB); — 
(S-B,)'(A,-8)]| 8 (B,-A\); 8 (AWA,); 
(S-B,)*(A,-8)] 8 (Ba-A,); S) (AWTAY)3 
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vexfecti- — 
Strahlbüſchel an By mit file Are ae mit fiir Ure 
(A,~A,)3 8 A.B); 
(A,-B,); 8’ (ByAs); 
(A,Ay); 8 (A,B); 
] (A,B); 8 (By-A,); 
s » [(SB,)(,-8)] (BAY); 8 (Aim A,); 
ov (8B) AS) (B,-A,); 8 (A,A,). 
Vergleichen wir jest die Michtungen w, w, m, n, auf denen Punkt— 
reihen ſich befinden, die für jede der beiden, die Curve K’, erzeugen— 
den, Punktreihen s und s’ perfpectivifeh liegen, und ebenfo die Punkte 
OM, Ic, M, N, von denen Strahlbüfchel ausgehen, die mit jedem der 
beiven, die Curve k, ergeugenden Strahlbüfchel perſpectiviſch Liegen, 
fo fehen wir mit Hiilfe dev Ginter jedes w, w, m, nj IIL, I, M,N, 
gefesten Baventhefe, dag je zwei identiſch find, 3. B. ue, ift die Gerade 
[(s’1a)~ (bo's)] und m, ft ebenfalls die Gerade [(s’*a,)~(b."s)]; 
u. ſ. w. Kurz, man überzeugt ſich, daß identiſch find: 
die Geraden: die Punkte: 


und und und und und 
Ms} Ms M5} Wy NG om, iM; MW, 363 9, NG 


RRRDRN 


3 
Ny Ms} m3 | om, Ne om, M,; 9, M,; 
“5 My mM, 0,5 | m, Na} we, Ms 3M, N,; 
Ns} My My Nyy | on, N,; % 'No M,N,. 
Diet 12 Geraden und Puntte cheilen wir in drei nerimuen. 
Dieſelben ſind bei den 


wy 
wy 
ws 
aa 


Geraden: | Punkten: 
I. my w, my my | I. OW, %, M, N, 
ober: m, Ny ™, w, | M,N, OW, 9, 
II. wy w, my ny Il. ©, 3%, M, N, 
ober: n,m, ™ ™, N, M, 9%, Ot, 
TIL w, w, m,m, ol, ol, M, M, 
ober: Ws Wy Ng Dy %, I, N, Ny. 


Vetrachten wir nun zunächſt \ Geraden der erften Quaternion, 
Wor Hyp My, Ny. „Zunächſt ſehen wir, dak der Durchſchnittspunkt 
(n,‘m,) anf (P’ T) oder + teat. Denn nach Lehrſatz 6. iſt, Fig. 105a., 
Sirahlb afchel (b,*b,), B’b,tb, und (a,*a,), aagra,, alſo auch die 
Punktreihen s,PB, TB, im sya’, PA’, —E Sie fin ri 
conform, und da das Doppelverhiltnif, mt a = 
TA’ 


1 
‘pay = 1 iff, können wir P und T’, B, und A, T und p m 
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und A’, als entiprechende Punkte betrachten. Nun fallen die Punkt— 
veihen mit ben entfprechenden Puntten P und T’ gufammen; fie liegen 
alfo nach § 3, Lehrfatz 2.6. perfpectivifeh; es müſſen fich alfo (B,—A’,), 
(T-P’), (B,—A’,) in einem und vemfelben Punkte ſchneiden. Aber 
(B,~A’,) it nichts anderes, als die oben in der Tabelle t, durch 
1)—(by's)] bezeichnete Gerade, oder n,, (T—P’) ift 7, (B,-A’2) 
tft die oben durch [(s’*a,) — (by *8)] begeichnete Gerade, oder m,. 
G8 ſchneiden fic) alfo n,, t, m, in einem und demfelben Puntt, oder 
der Punkt (n,*m,) oder G liegt auf zr. Nach der gweiten dev oben 
für die die Curve K’, erzeugenden Punttreihen aufgeſtellten Tabelle t, 
ijt mm im erften Gechsfeit dev vierten Gruppe, alfo im Sechsfeit 
sb,8a,a.b,, n, die dritte dev bret durch denfelben Punkt vb, gee 
Gerben Geraden wy, vy, ny; (vergl. Tabelle t,). Projiciven wir 
min der Tabelle t, gufolge von der Ede (a, +a,) aus die Punktreihe 
sB,A,PA,B,T aufn,, fo daß wir daſelbſt die Punktreihe n, By A’, 
PH ,d,G erhalten, fo liegt nach Lehrſatz 9. diefelbe auch perfpecti- 
viſch mit 8B’, A’, P’A’,B’,T’ fiir (a,*b,) al8 Projectionscentrum. 
Nach der Tabelle t, ift mum im dvitten Gechsfeit ver dritten Gruppe, 
alfo im Sechsſeit sb,s’a,a,b,,m, die dritte der bret durch denfelben 
Punkt vw, gehenden Geraden py, rg, mg. Projiciven wir nun der 
Tabelle t, gufolge von ver Ede (a, *a,) aus die Punttreihe 5B, A, 
PA,B,T auf m,, fo dag wir auf m, die Punttreihe m,,rd,%,2, 
A’,B.& erhalten, fo liegt nach Lehrſatz 9. diefelbe auch perfpectivifdy 
mit s,B’,A’,P’A’,B’,T” fiir ben Punkt (a,*b,) al8 Projections- 
centrum. Es Liegen nun offenbar vie Strahlbüſchel (a,°b,), ByA’, 
Gh, Wb,G und (a,*b,), Voy%,L,A’,B,G*) perſpectiviſch fiir die 
Gerave s’, denn projiciré man die Punktreihe s/B’, A’, PA’, B’, T’ von 
(a,*b,) auf nj, fo fehnetden die Strahlen die n, in By, A’,, 2, 
obs, b,, G, projicit man 8B’, A’, P’A’,BY,T’ von (a,*b,) auf 
m,, fo treffen die Strahlen die m, in tb,, &,, 25, A’,, By, &. 
Es fchneiden ſich alfo je zwei entfprechende Strahlen der Strahlbiifdel 
an (a,*b,) ud (a,*b,) in den Punkten B’,, A’,, PY, A’,, BY, 'T’ 
der Geraden s’. Folglich liegen beide Strahlbüſchel perſpectiviſch fiir 
s’ als Projectiongaye. Es fallen dager in der Verbindungégeraden 
ihver Scheitel (a,°b,) und (a,*b,) ein Paar entfprecjende Strahlen 
zuſammen. G8 ift num leicht, die Verbindungsgerade ihrer Sdeitel 
nager zu beftimmen. Zieht man nämlich von (a,*b,) den Strahl 
nach T’, fo geht derfelbe durch den Puntt G der Geraden n,, nämlich 
im Durchſchmtispunkt von n, mit 7, weil Punktreihe n, mit s’ fiir 
das Projectionscentrum (a,+b,) perſpectiviſch liegt. Zieht man von 
*) Gin Strahlbüſchel wird hier, amb im Folgenden noch mehrmals bev Kürze 
wegen fo bezeichnet, Daf inter feinem Scheitel Putte genaunt werden, durch die 
feinte Strablen gehen. So Lebeutet g. B. (ay"b,), BACs, WG einen Strahl 
bitiGel, doffen Scheitel (ag b,) iſt und deffen Strahlen die Vetbindungsgeraden von 
(ay*b,) mit den Punkten By, Ay, Li, by, Voy, G find u. ſ. f. 
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(a,*b,) den diefem Strahl entſprechenden, fo geht ex zunächſt eben— 
falls durch T’, fodann ſchneidet er die m, im Durchſchnittspunkte S 
mit 7, weil Punktreihe m, mit s’ fiir (a,.b,) als Centrum perſpee— 
tiviſch liegt. Es haben alfo beide entfprechende Strahlen zwei Puntte, 
T’ und G gemein, und folglich fallen fie in eine Gerade zuſammen. 
Oder mit anderen Worten: die Gerade [(a,*b,)~(ay*b,)], die 
burch »/ begeichnet werden foll, geht durch T’ oder (s*s’) und durch 
G over (n,*m,), welcjer letztere Punkt auf 7 liegt. — Was nun die 
beiden anderen Geraden w,, uw, der erſten Quaternion angeht, fo ift 
ebenfalls leicht gu fehen, dag fie fic) auf 7 fehneiden miiffen. Denn 
nach Lehrjag 6. find die Strahlbüſchel (a,* as), a’a,ra, und (b,*b,), 
th, Pb, harmoniſch, alfo conform, folglicy auch die Puuktreihen s,PA, 
TA, und s,T’B’, PB’, harmoniſch, alfo conform. Da fie aber mit 
einem Baar entfprechender Punkte P und T’ jufammenfallen, liegen 
fie perſpectiviſch, es ſchneiden fic) alfo (A,—B’,), (L—P’), (A,~B’,), 
ober [(s’*b,)—(a,*s)|, (P~T’), [(s’* b,)~(ag’8)) De Hy, 7 HH 
in einem und demfelben Punkte, oder, der Durchſchnittspunkt (w+ w,), 
ver G heißen mag, liegt auf 7. Nach der zweiten der fiir die die 
Gurve K’, erzeugenden Punttreihen aufgeſtellten Tabelle t, iſt nun 
im vierten Sechsfeit ver gweiten Gruppe, alfo im Sechsfeit sa,s’b, 
boa,, w, die dritte der drei durch einen umd denfelben Punkt &, ges 
henden Geraden ,,0,, 4, und im ſechſten Sedhsfeit der exften Gruppe, 
alfo im Sechsſeit sa,s’b,b,a, iſt w, die dritte der drei durch dene 
felben Punkt &, gehenden Geraden py, vg, 4. Projiciven wir nun 
piefer Labelle t, gufolge von (b,-b,) aus vie Punktreihe s,B,A,P 
A,B,T anf w,, fo liegt die fo erhattene Punttreihe w, BAe, 
Ao, ,G' auch perfpectivifc) mit sB’,A’,P’A’,B’,T’ für ben Punkt 
(b,*a,) al8 Projectionscentrum, und projiciven wiv der Tabelle t, 
gufolge die Punktreihe s,B,A,PA,B,T von (b,*b,) aus auf w,, 
fo liegt die fo erhaltene Punktreihe wv, ,P,A,B’,e’ auch per⸗ 
ſpectiviſch mit 8B’, A’, P’A’,B’, I” fix ben Puntt (b,*a,) als Pro- 
jectionscentrum. Wud) hier Liegen offenbar die Strahlbiifeyel (b.°a,), 
BA, P,%,%,G und (b,*a,), thy, P,A,B’,8' für die Gerade s’ 
als Projectionsaze perfpectivifd. Es find alfo in der Verbindungs- 
geraden ihrer Scheitel ein Paar entfprechende Strahlen vereinigt. 
Bieht man nun vow (b,*a,) nach T’, fo geht diefer Strahl anch 
burch &, weil Punftrethe «, mit s’ fiir (by*a,) perſpectiviſch liegt; 
und ſucht man den ihm entfpredenden Strahl des Büſchels an (b,-a,) 
fo mug derfelbe ſowohl durch I” ale durch & gehen, da Bunftreihe 
w, mit s’ fiir (b,*a,) perfpectivifeh liegt. Es haben alfo beide 
Strahlen zwei Puntte, I” und B' gemein und fatlen vaher zuſammen. 
Sie find daher pie Berbindungsgevaden der Scheitel ver beiden per— 
fpectivifd) liegenden Strahlbüſchel, oder e8 geht [(b,+a,)~(by* a,)] 
durch T’ und durd) &’, welches letztere auf 7 in (wy! ww) liegt. Es 
ift aber [(b,"a,) —(b,*a,)] y/, diefes aber fchneidet + in G; e6 muß 
alfo, ba & anch auf y und anf 7 liegen mung, G mit G 3ufammen- 
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fatten. Es ijt alfo der Punkt G der Geraden z fowohl der Durch— 
ſchnittspunkt (n,*m,) von n, und my, als der Durchſchnittspunkt 
(wg wg) von wy UND w,, Oder es gehen die vier Geraden ber erſten 
Quͤaternion w,, wy, my, n, durch G, d. h. durch (pr). Ebenſo 
über zeugt man ſich, daß die Geraden w,,,, my, n, der zweiten Qua- 
ternion durch einen und denſelben Punkt anf + gehen, nämlich durch 
den Punkt, in welchem die Gerade [(a,*b,)—(a,*b,)|, die durch 
bezeichnet werden mag, die + ſchneidet; es geht alfo w,, , my, Ng 
durch (z+ y). Wir ftellen vies Gefes vor der Hand kurz dar, indem 
wiv fagen: e8 ift 

(gm) (oe gg = (og (gg (4 1) = (My) =F") 
(0845 (ng To )=(o gg (6m (Hg My (Dy "Dg —=("7) 5 
y' = [(ay"b,) ~ (aby )Is y= [lay'by) ~ @a"a)]s / und y gehen 

durch (8* 8’). 
Da ferner die Punkte (w,+s), Ga) G ) (ayes) eke vollſtän- 
diges Viereck A,B’, A,B, —9 in welchem alſo die Diagonale y 
in (a, *b.), (s* g), (a - by), (F1y') Harmonifeh getheilt wird, nach 
§ 3. Lehrjag 17., fo ihe fant) bie mit ify für ben SA 
(a,*b,) perfpectivife) liegende Gerade n, in A’); (n,* 7); By; ay) 
halmouſch getheilt, folglich iſt der durch dieſe Punkte gehende Sttagt- 
büſchel (s+ 8’), s'ysy’ oder dev 
Strahlbüſchel (s+ s’), sys’y’ harmoniſch. 

Betvachten wir jest die analogen Verhältniſſe bei den die Curve k, 
crdeugenten Strahlbuͤſcheln, indem wir die erjte Quaternion, namlich 
die Punkte Me, ,, M,,N, in Rückſicht auf ihre Lage unterfuchen. 
Nach Lehrfag 6. ift, Sig. 105b., Punftreife: (B,—B,), BB TB, und 
(A, A), WA, TA,, alfo auch Strablbiifehel Spb, tb, nose ‘fa! pal, 
parmoniid; fie find alfo conform, und da p umd ? auf ale 
legen fie perfpectivifeh, es licgen o alfo Ou a's), (tp), ba" a’,), d. h. 
der obigen Tabelle T, nach, N,, T, M, auf einer utd derfelben 
Geraden. E8 geht alfo (M7 Ni) ober & durch T. Nun liegen im 
erſten Sechsec der vierten Gruppe, alfo im Sechseck SB,S’A, A,B, 
die bret Punfte W,, V,, N, auf derfelben Geraden 6,. Projiciven 
wir nun der gweiten für bie Strahlbüſchel aufgeftellten Labelle Ty jue 
folge den Strahlbiifdel S,b,a,pa,b,t auf die Gerave (A,—A,) ꝰund 
conſtruiren den ihm perfpectibifch iegenden Strahloiifehel mit dem 
Scheitel N,, wodurch man den Strahlbüſchel N,,b,a’,p,~,8,t erhält, 
fo liegt derſelbe nach Lehrſatz 9. anc) mit dem Strahlbüſchel Sb’, a’, 
pla’,b’yt’ für die Ure (A,—B,) perfpectivifeh. Mach ver Tabelle T, 
liegen im dritten Sechsſeit SB,S'A,A,B, der dritten Gruppe tie 
vrei Bunfte P,, R,, M, anf derfelben Geraven 6. Conſtruirt man 
min von M, als Scheitel ans einen Steahlbifaer M, 8, gp 92’.bat 
i liegt derſelbe nach Lehrſatz 9. auch mit dem Strahlbüſchel Sy b’a’y 

‘a’nb’,t’ fiir (A,~B,) als Are perfpectivifeh. Nun liegen offenbar 
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die Punftreifen (A,—B,), b,a’yp,«,8,b und (A,—B,), 6,4 p,2",byb*) 
für den Strahlbüſchel S’ perfpectivifeh. Es fallen aljo in ihrem Durch— 
fehnittspuntte ein Baar entfprechende Punkte zuſammen. Es ijt mm 
leicht diefen Durchſchnittspunkt genauer anzugeben. Denn vie Puntte 
der Punktreihe auf (A,—B,) find die Durchſchnittspunkte der Straglen 
dev Strahlbüſchel Sib’,a’,p'a’,b’gt’ und Ny,b,a’,p,~,6,b, die Punkte 
der Punttreihe auf (A,—B,) find die Ourchjehnittspuntte der Strahlen 
der Strahlbiifehel Syb’,a’,p’a’,b’,t? und M,,6,«5p,a’,bab. Beftimmt 
man mim den Durchſchnittspunkt von (A,—~B,) mit vem Strahl t, 
fo muß diefer Durchſchnittspunkt auch auf vem Strahl + ves Strahl 
büſchels N, liegen, da S’ und N, fiir (A, —B,) perfpectivifeh find. 
Beſtimmt man den ihm homologen Punkt auf (A, ~B,), fo mug der— 
felbe ebenfalls auf t’ liegen, da die Punftreifen (A,—B,) und (A,~B,) 
fiir S’ perfpectivifey fiegen, und zugleich anf t, da S’ und M, fuͤr 
(A,~B,) perſpectiviſch legen, und der Strahl + in N, umd M, cin 
felbft entſprechender iff. Es muß alfo dev dem auf (A,—B,) fiegenden 
Punkte entfprechende anf (A,—B,) liegende fowohl anf t’ als anf t 
mit demfelben liegen. Es müſſen daher (A,—B,) und (A,~B,) 
den Punkt (t’+t) gemein haben, oder fic) in bem Punkte (t’ +t) ſchneiden. 
Es ijt aber t/ die Verbindungsgerade (S-8’), und & die Verbindunge- 
gerade (N,—M,). Begeichnen wir nun den Durchſchnittspunkt 
[(A,~B,)*(A,~B,)] dure IY, fo mug alfo I” auf t’ ober (S~S’) 
und auf t oder (N,—M,), welche letztere durch T geht, liegen. Man 
fieht, daß diefer Beweis ven bei Punktreihen gefiihrten ganz analog 
ift, inbem man dort nuv ftatt „Punktreihe“: „Strahlbüſchel“ und um— 
getehrt, ſtatt „Durchſchnittspunkt“: „Verbindungerade“ und umgekehrt, 
ſtatt „durch denſelben Punkt gehen’: „auf derſelben Geraden üegen“ 
und umgekehrt, ſtatt der kleinen Buchſtaben große und umgekehrt, 
ju ſetzen hat. Es zeigt ſich mun ebenſo wie bei N, und M,, 
und analog dem bei Punftreihen geführten Beweife, daß auch 
(96,—O,) oder durch T gehen und dag dev Durchſchnittspunkt 
von (B,—A,) und (B,—A,) in (t/*) liegen mug. Gs ift aber der Durch⸗ 
{chnittépunft von (B,—A,) und (B,~A,) identiſch mit dem Durch- 
fejnittspuntt von (A,—B,) und (A,—B,) oder mit I’. Es muß alfo 1” 
in (+) liegen, oder ¥ mup durch I’ gehen; es muß aber auch t durch 
T gehen, und alfo mit t, weldje ebenfalls urd) I” und T ging, zu— 
fammenfatten. Es müſſen alfo N,, M,, 56,, OM, anf derſelben 
Geraden oder (TI) fliegen. — Ebenſo iiberzengt man fich, daß die 
Punfte M,, I6,, M,, N, dev gweiten Quaternion auf (T—T) liegen 
miiffen, wenn man mit I den Durchſchnittspunkt von (A,—B,) mit 
(A,~ B,) bezeichnet. Wir fagen daher vor ver Hand kurz: Es ift: 





*) Eine Punktreihe wird fier und fin Folgenden noch mehrmals ber Kürze 
wegen fo Eeyeichnet, dah inter ber Begeidmang. ihrer MRichtung, Gerabe genannt 
werden, anf denen ihre ‘Butte Yiegen. Go bebeutet 5. B. (Ay~ B,), Dyayp,a,6,b 
die Punlireihe, die auf ber Geraben (A,—B,) liegt, und deren Puntte die Direc}. 


fchutttepuntie bon (Ay B,) mit ben Geraben by, ay, py, a4, 6,, 6 find uw. ff 
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(Oly) = (ML, M) = (ML,-N,) = (96, -M,) = (0, -N,) 
= (,-N) =(T-1) 

(ML ,— 96 5) = (OM, My) = (OLN) = (86, My) = (96,7 Ng) 
= (M,~N,) = (1-1); 

v’=[(A,-B,)-(A,-B,)}s P= [(A,-B,) (AaB, ys Pam 1’ 

liegen auf (S— 8’). 

Da ferner vie Geraden (96,— 8), (96,~- 8’), (N,-8), WS) 
ein vollſtändiges Vierſeit a, b’,a’,b, bilden, in welchem LT” der Seheitel 
eines harmonifehen Strahlbüſchels mit den Strahlen (A,—B,), (S-8)), 
(A,~B,), (T—T’) ift, fo ift der mit ihm für die Gerade (A,~B,) 
perfpectivifd) liegende Strahlbüſchel mit dem Seheitel N, und den 
Strahlen a’,, (N,-L), by, (N,-T’) harmonifeh, folglich die durch 
ihn beſtimmte Punktreihe (8, STSI” over die 
Punktreihe (S—S), SPST’ harmoniſch. 

Es bleibt nun noch vie dvitte Quaternion, nämlich wy,0,, M2, M4, 
oder Wy, Wy, Do, Dy zu betvachten übrig. Nach der obigen für Puntt- 
reihen geltenden Labelle t, ſchneiden fich im fünften Sechsſeit ver erſten 
Gruppe die drei Geraden p,, v5, w, in demſelben Punkte &,, Fig. 106a, 
und went man die Punktreihe s,B,A,PA,B,T von (a,"b,) aus auf uw, 
projicirt, ift die fo erhaltene Punktreihe w,,B,& B/G, zugleich 
conform und perfpectivije) fiir (a, *b,) als Projectionscentrum mit 
der Punktreihe s’,B’, A’ P’A’,B’,T”, nach Lehrjag 9. Ebenſo ſchnei— 
ben fich im vierten Gechsfeit der dritten Gruppe die Geraden py, ry, 
my (py und r, find in der Figur nicht gezogen) in demfelben Punkt 
w,, und, wenn man die Punktreihe s,B,A,PA,B,T von (a,*b,) 
auf m, projicirt, fo ift nach Lehrſatz 9. die erhaltene Punftrethe 
my, A,P,A’,0',8, conform und fiir (a,*b.) al8 Projectionscene 
trum perſpectiviſch mit 8B’, A’, P’A’,B’,'T’. Da alfo die Punktreihe 
m,/B,&,? cb’ ,B,©, fir(a,"b 5 alé Gentrum mit s,B’, A’, P’A’, BY” 
perfpectivifd) liegt, fo muß dev Buntt G, auf dem von (a,*b,) nach T’ 
oder (s*s’) gehenden Strahl fliegen. Es geht aber, wie wir oben 
fahen, diefer Strahl zugleich durch (a,*b,), und ift nichts anderes al8 
bie Gerade y. Gs liegt alſo G, auf y. Da ferner vie Punktreihe 
m,%,A,P,A’,v0' 6, fiir (a,b) als Projectionscentrum mit 
8B’, A’, PA’, B’, T’ perfpectivife) liegt, fo muß S, auf der von (a,* by) 
nach 'T’ gezogenen Geraden, d. . ebenfalls anf y’ liegen. Da aber 
die Punftreihen w,,B, Pb, B’,S, und m,vb,A,P%,A’,W',6, 
fiir (a,*b,) al8 Centrum perſpectiviſch ftegen, miiffen G, und G, auch 
auf dem von (a,*b,) nach T gezogenen Strahl legen; fie miiffen 
daher beide im Ourchfdnittspuntte diefes Strahls mit y’ fic) befinden; 
oder es müſſen S, und GS, in den Durchſchnittspunkt des von (a,*b,) 
nach T gegogenen Strahls mit >’ gufammenfallen. Es müſſen fich 
alſo w, und m, auf » ſchneiden. Ferner gehen nun im gweiten 
Sechsſeit der dritten Gruppe die Geraden p,, r,,m, durch denfelben 
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Punkt v,, und wenn man die Reihe s,B,A,PA,B,T van (a, 
aus auf m, projicirt, liegt nach Rebriat 9. Sie *o halen 4 me 
reife m,,05,A/, £,A,W',6, zugleich mit sB’,A’,P’A’,B’,T” für 
den Punkt (b,"'ay) ats Projectionscentvam fpevfpectivifes. és liegt 
alſo G, auf dem von (b,.a) nach T’ gezogenen Strahl. Diefer 
geht aber anch, wie wir oben fahen, durch (a,*b,) und ijt nichts an— 
deres als die Gerade y; e8 mug alſo G, anf y fich befinden. Da 
ferner die Punktreihe mvb,A’,2,A, v9" ve, mit s,B,A,PA,B,T 
fiir (a,*bs) perfpectivifch tiegt, mi 9, “ich uly dem von (ay b 3) nad 
P gezogenen Strahl, alfo auf, y Definden. Nach Lehrſatz 6. iit nun 
der Strahlbüſchel (a,+a,), aya’anz harmoniſch (vgl. Fig. 103a. ober 
Big. 107a.), alfo auch Bunktreige s/A’,TA',P’ und daher auch 
8A’, PA’, T’ harmoniſch, alfo auch Punttreige m,,A’,2,A,8,, (da 
dieß die Projection ber Punktreihe — A’ PYA’,T’ auf m, von (a,"b,) 
aus ift), aljo anc) Strahlbüſchel (a,*b,), a, P,A,6, harmonifd. 
Serner ift aber auch, weil (a,a,), a —— Harmonie) ift Punktreihe 
sA,PA,T, alſo and gle Pk! ,G, (da fie die Projection von 
sAy PA, T auf w, von (a,. iy 3) aug iid, Fetgtis auch Strahlbüſchel 
a," 4h Dy So Poh’ Gund Strahlbiifehel (a,°b,), &,S,%' 2, hare 
meniſch Die Beiven harmon ſchen Strahlbüſchel (a.*b * ‘A’, ‘e, vA, Gy 
und (a,'b,), &,G,c',P, fallen mit den drei evften Straplen ie 
fammen. Denn ber “Strahl von (a,"b,) nach A’, ijt die Gerade v, 
im fiinften Sechsfeit ber erften Gruppe, ‘bie mit_p, und ww, ſich in a 
ſchneidet, oder A’, und b, liegen Pal dem Strahl v,, , und e, 
Tiegen auf y, wie wir oben” ſahen, A, und b’, liegen ebenfalls auf 
einem und demfelben Strahl, ba man cb’, erhalt, wenn man A, von 
(ay b,) aus auf uw, projicivt. Es miiffen alfo aud) G, und &, anf 
demfelben von (a,°b,) ausgehenden Strahl liegen. Es fiegt aber 
&, gugleich auf y, da es die Projection bes Punts P von (a,*b,) 
auf w, war. Folglic) liegen, da, wie wir ober fahen, G, fic) auf y 
befindet, G und &, zugleich anf y und auf demfelben von (a, b,) 
auisgefendent Strahl: fie fallen alfo gufammen; alſo ſchneiden fi Ww. 
und m, im Punkt &, der y. Auf gang analoge Weife ergiebt fic) 
mit Hiilfe der mehr * eeiwafinten Tabelle, dak w, und m, die beide 
mit s’ fiir (a,*b,) al8 Centrum perſpectiviſch liegen, fic) auf y’ fchnei- 
ben, und dag fic) wm, und m, anf y ſchneiden; ober mit anderen 
BWorten, die Gerade y ijt die Verbindungsgerade von (w,*m,) und 

m,), und y ift die Berbindungsgerade von (w,’m,) und (wy*m,). 
Wir drücken dies kurz aus durch die Formeln: 

[(weg* mg) = (org? my)] = 75 [Grg* m,) ~ Gry? m,)] = 
Analog diejer Betrachtung Tiegen nach dev zweiten fiir die Strahlbü— 
fchel aufgefteliten Tabelle T, im fiinften Sechsed der erften Gruppe 
die vrei Puntte P,, R,, o,, Big. 106b., auf derſelben Geraden «,, 
und wenn man einer ——e— conftruivt, ber OW, gum Scheitel 
Hat und mit S,b,a,pa,bot fiir (A,—B,) als Ue perſpectiviſch Liegt, 
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fo liegt nach Lehrſatz 9. diejer Strahlbüſchel M,,b,~ 5p,’ ,b’,t, auch 
perfpectivifd) mit S’b’,a’,p’a’,b’,t fiir (A,~ B,) als Ure. Ebenſo 
legen im vterten Gechéect der dritten Gruppe die Punfte P,, R,, My 
auf derſelben Geraden 6,, und nach Lehrfag 9. ift der Strahlbüſchel 
M,,6,a,p,a’,6'b,, dev mit S,b,a,pa,bot für die Ue (A,~B,) pere 
foectivife) fiegt, auc) mit S’b’,a’p’a’,b’,t’ für die Ure (A,~ B,) 
perfpectivifd). Da alfo OW,,b,«,p,«’,b’,!, mit S’b’,a’,p’a’,b’,t 
für die Ure (A,— B,) perſpectiviſch liegt, mug t, durch den Durch— 
fchnitt von tf mit (A,—B,), d. h. durch I” gehen, da, wie wir ober 
fahen, der Duvehfehnittspuntt von (A,—B,) mit (S—8) gugleid) der 
von (A,—B,) mit (8-8), oder IY ijt, Da ferner My S,a,p,a’,0",b, 
mit Sib’ja’,p’a’,b’yt’ fiir (A,B) perſpectiviſch ift, mug auch +, 
durch den Durchſchnittspunkt von t’ mit (A,—B,), d. h. durch I” gehn. 
Da ferner WM, ,by«.pse’sb’t, und M,6,a,p,a’.6',b, fiir die Ue 
(A,~B,) perfpectivife) legen, fo müſſen +, und t, auch durch den— 
felben Puntt ver (A,—B,), nämlich durch den Durchſchnittspunkt von 
t mit (A,—B,) gehen; e8 haben alfo t, und t, zwei Puntte gemein, 
viefen Legtgenannten Ourehfehnittspuntt von t mit (A,—B,) und den 
Punkt 1’; fie fallen daher ganz zufammen; es liegen alfo IIL, und M, 
auf einer durch den Punkt L” gehenden Geraden b,. Ferner liegen im 
zweiten Sechseck der dritten Gruppe die Puntte P,, R,, M, auf dere 
felben Geraden 6,, und wenn man ren Strahlbüſchel M,6,a’,p,a8’.bo, 
ver mit S,b,a,paybot fiir vie Axe (A,—B,) perfpectivifah liegt, cone 
ſtruirt, fo liegt derfelbe nach Lehrſatz 9. auc) mit S,b’,a’,p’a’ab’,t fiir 
(A, -B,) al8 Ave perfpectivifeh. Es geht alfo b, durch den Durchſchnitts- 
punt von t’ mit (A,—B,), d. h. durch P. Da ferner der Strahlbüſchel 
M,,$,a';p.a.8,t, mit Sb,a,pa,b,t fiir (A,—B,) perſpectiviſch 
liegt, fo muß p, durch den Durchſchnittspunkt von p mit (A,— B,), 
bd. h. durch IY gehen. Nach Lehrfag 6. ift nun Punktreihe (A,—A,), 
A,NA,T harmonifdh, (vgl. Sig. 103b. und Fig. 107b.), alfo auc 
Strahlbüſchel Sa’, ta’,p’ und alfo auch S’a’,p’a’,t’ harmoniſch, alfo 
aud Strahlbüſchel M,,a’,p,a.t, (da diefer mit Sia’, ta’,p’ fiir 
(A, ~B,) als Axe perſpectiviſch liegt), alfo auch Punttreihe (A,—B,), 
a’ poadgt, harmoniſch. Ferner ift auch, weil (A,-A,),A,A’A,T hare 
moniſch ijt, Strahlbüſchel S,a,payt alfo anc) MW, ap.«’.b, (da ev mit 
S,a,pa,t für (A,—B,) perſpectiviſch liegt), aljo ancy) Punktreihe 
(A,~B,), wsp5o’sbs uid Punttreihe (A,—B,), «,b,0’,p, harmoniſch. 
Die beiden harmoniſchen Punktreihen (A,—B,), a’;p,agt, und (A,—B,), 
wtse’sp, fallen aber mit den drei erjten Bunften gufammen, Denn 
der Durchſchnitt von (A,—B,) mit a’, ift der Punkt A, im fünften 
Sechse der erfien Gruppe, der mit V, und NL, auf a, liegt, oder 
a’, und a, gehen durch den Punkt R,, p, und +t, gehen durch I” wie 
oben gegeigt wurde, a, umd a’, gehen ebenfalls durch denfelben Punkt 
ber (A, —B,), da man «’, erhalt, wenn man von om, aus eine 
Gevade nach dem DQurehfchnittspuntt von a, mit (A,—B,) zieht. Es 
müſſen fich alfo auch i, undp, in demfelben Punkt auf (A, -B,) 
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ſchneiden. Es geht aber p, zugleich durch T, da diefe Gerade ev- 
Hatten wurde, indem man von IIL, aus nach dem Durchſchnittspunkt 
von p mit (A,~B,), d. h. nach DP, zog. Es gehen alfo, da, wie wir 
oben ſahen, t, durch F geht, t, undp, zugleich durch P umd durch 
denfelben Punt ver (A,—B,); fie fallen mithin ganz gufammen; es 
geht alfo die BVerbindungsgerade von IL, und M, durch TL Auf 
gang analoge Weiſe ergiebt fic, dap OM, und M,, ba diefe beiden 
Strahlbüſchel mit S fir (A,—B,) perppectivifeh fiegen, auf einer 
durch TY, und dag IIL, und Mt, auf einer durch P gehenden Geraden 
Tiegen. Over mit anderen Worten der Punkt ” ijt ver Durchſchnitts— 
puntt von QIL,—M,) und (OIL,—-M,), und T° ijt der Durchſchnitts— 
punft von (O,-M,) und (ON ,-M,); oder kurz, es ift: 


(Ol, -M,)+ OU, -M,)] = 1’; [OW -M,) + OW, -M,)] =F. 


Was min endlich vie Ouvehfehnittspuntte (w, sw, ) und (wy *uv,) 
der dritten Quaternion betvifft, fo verſchafft man fich folgendermagen 
iiber fie Auskunft; Betrachtet man das von s’, a,, 8, a, gebilvete 
vollſtändige Vierſeit, fo fieht man, Fig. 107a., daß in dem von ihm 
ergeugten einfachen Viereck (s’*a,) (a, *s) (s* ag) (a, 8’), in welchem, 
wie man fic) erinnert [(s’*a,)—(s*a,)] das obige m, md [(s*a,) 
—(s'ta,)] das obige m, ijt, der von den Strahlen a,, a’, ay, 
(a,‘a,)—(m,*m,)] gebildete Strahlbüſchel mit dem Scheitel (a, +a.) 
Harmonic feiit mug, nach § 3. Lehrſatz 17. Nach Lehrjak 6. aber 
ift Strahlbüſchel (a, *a,), a,ea,7 harmoniſch. Es mug alfo [(a, + as) 
—(m,*m,)] mit + jujamimenfalien alſo (m,*m,) auf 7 liegen. 
Ebenſo uberzeugt man ſich mit Hülfe des Vierecks (ob 1) (b, *8) 
(s*b,) (b, *8') und da nach Lehrſatz 6. (b, * by arb 16's T jarme- 
niſch ijt, dag auch der Durchſchnittspunkt se lob 17 656 al und 
(s*b,) ~(s’* b,)] ober alfo (ws tvs) auf r fiegt.” Gs ift atfo kurz: 


[(o, *w,) — (m, *m,)] =>. 


Vetvachtet man in ver fiir die Strahlbüſchel geltenden Fig. 107 b. 
das vollſtändige Viereck SA, SA, und das vow ihm erzeugte einfache 
Vierſeit (S'-A,) (A, =s) (S- A,) (A, ~ 8%), und bedentt daß 
(S’-A,)*(S- A) bas obige M,, (s~a)-(-A,)] das obige 
M, iſt, umd dag die von den Punften A,, A’ A,, ((AP-A,) 
*(M,—M,)]} anf (A,~A,) gebildete Bunftrethe harmoniſch fein mup, 
dap aber auch nach Lehrſatz 6. (A,—A,), A,A’A,T harmoniſch ijt, 
fo folgt, raf [((A,—A,)*(M,—M,)] mit T zuſammenfallen muß, 
daß alfo (M,—-M 9 pe T geht. Ebenſo überzeugt man fich mit 
Hiilfe des Bievjeits (S'- B,) (B,~ 8) (S~ B,) (B,~ 8), und da 
nach Lehrſatz 6. (B,~B,), 'B, Bh oT harmonijeh ift, daß gu die 
Verbindungsgerade von [(S-B, y (s- B,)] md [((S—B,):(8’-B,)] 
d. §. (OL, —L,) durch T geht. Es ift alfo furs: 


[(ov,—a,) + (M-M,)] = 7. 














gu 


Entwidelung bev Kegelſchnitte 


255 


Faſſen wir nun die Refultate der bisherigen Unterſuchung zuſammen, 


ſo können wir ſagen: 


10. Lehrſatz. In der Curve | 
K’, geht ſowohl die Verbin-— 
dungsgerade [(a,"by)~(ay*b,)] 
oder als auch die Berbin- 
dungsgerade [(a,*b,)—(ay"by)] 
oder y durch den Punt (s-s') 


11. Lehrſatz. Gu der Curve 
K’, ijt der Strahlbüſchel 
(s‘s'), sys’/ harmoniſch. 

12. Lehrſatz. In der Curve 
RK’, Liegen die Durchſchnitts— 
puntte jeder gwei der die 
erfte Quaternion bildenden 
Geraden wy, w,, my, ny, (oder 
M5, Ng Wy, w,) in demfelben 
Punt (ry), die Durch— 
ſchnittspunkte jeder zwei der 
pie zweite Quaternion bil- 
denden Geraden wy, w,, my, 
ny (odern,, mg, w,, w,) tiegen 
in demfelben Punt (7° y); bet 
ben die dritte Quaternion 
bildenden Geraden w,, ws, 
m,, mM, (Ober w,, wy, Ny, Ny) 
liegen die Durchſchnittspunkte 
(wm) und (w,"m,) auf y, Die 
Dürchfchnittspunkte Ww, -m,) 
umd (ww, *m,) auf y, die Durch— 
ſchnittspuukte (w,-w,) umd 
(m,*m,) auf r Diefe Ge- 
fege gelten jedoch nur fitr 
foldhe Projectionsftrahlen 
2, Ay, by, by, die fo liegen, 
daß (a, ay) und (by *b,) auf 
r over ([-P’ fliegen. 





Das Gefes, daß fic) m, und my, w, 


10. Lehrſatz. In der Curve 
k, Ciegt ſowohl der Durch— 
founittspuntt [(A,-B,) 
-(A,~B,)] ober TY, als auc 
der BT ber 
((A,-B,)-(A,7B,)}. ober T 
(epee Oareben (8-8). 

11. Lehrſatz. In der Curve 
k, ift die Punttreihe (S-S), 
SPST’ harmoniſch. 

12. Lehrſatz. Gn der Curve 
k, fliegen die Verbindungs- 
geraben jeder gwei die erfte 
Quaternion bildbenden 
Punkte M,, 3,,M,,N, (oder 
M,, Ny, ol, 96,) auf dere 
felben Geraden (T~I”), die 
Verhindungsgeraden jeder 
zwei die gweite Quaternion 
bildenden Puntte WL,, I,, 
M,, N, (over N,, M,, %,, 
om,) fiegen auf derfelben 
Geraden ("—L); bei den die 
dvitteOQuaterntonbildenden 
Punkten M,, M,, M,, M, 
(oder 9G,, 9&,, N., N,) gehen 
die Verbindungsgeraden 
(,—M,) und OL,—M,) durch 
I, die Verbindungsgeraden 
(O,~M,) und (1U,—M,) durch 
T, die Verbindungsgeraden 
(OW, —O,) und (M,—M,) durch 
T. Diefe Gefege gelten jee 
bod nur für folde Brojec- 
tiongspuntte A,, A,, B,, B,, 
die fo fliegen, dag (A,—A,) 
und (B,~B,) durch T oder 
(tp) gehen 


und w, allemal auf 7 


ſchneiden, Lat fich noch anders ausſprechen: Es find nämlich Fig. 107 a. 
m, und m, in dem von den Geraden s, ay, s, a, gebildeten voll- 
ſtändigen Bierfeit sa,s’ag Diagonalen, von denen keine durch (8*8) 
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geht; ebenfo find uw, und w, in dem von den Geraden s, b,, s, by 
gebildeten vollſtändigen Vierſeit sb,s’b, die Diagonalen, von denen 
feine durch (ss’) geht. Waren mm C, und C, noch ein Paar 
Punkte der Reihe s, und C’, und C’, die entfprechenden ver Reihe s’, 
amd [igen dieſe Punkte fo, dag (C,—-C’,) oder c, und (C,—C’,) 
oder cy fich auch in einem Buntte der Geraden — fehnitten, fo würde 
fic) cbenfo, wie bisher, indem man nur im Bisherigen überall ftatt 
b, und by, c, und c, fegte, beweifen Laffer, daß ancy die zwei 
Diagonalen des vollſtändigen Bierfeits sc,s’c,, von denen feine durch 
(s‘s') geht, fic) auf > ſchneiden. Ebenfo fino M, und M, Sig. 107 b. 
in dem von den Punfien 8, A,, 8, A, gebildeten vollſtändigen Viereck 
SA,S’A, die Qurehfehuittspuntte der Gegenfeiten, von denen feiner 
auf (S~S8’) liegt, und OI, und IL, in dem von 8, B,, 8, B, ge 
Bildeten vollftindigen Biered SB,S'B, die Durchſchnittspunkte dev 
Gegenfeiten, von denen feiner anf (S—S’) liegt. Waren nun C,, C, 
noc ein Paar folder Punkte, daß (C,—C,) durch T ginge, fo wiirde 
fic) ebenfo, wie bisher, zeigen Laffer, da auch die Durchſchnittspunkte 
ber Gegenfeiten, von denen feiner auf (S—S’) liegt, in dem vollſtän— 
digen Viereck SC, SC, anf einer durch T gehenden Geraven liegen. 
Man fann alfo fagen: 

13. Lehr ſatz. Gu jedem 
vollftindigen Bierfeitsa,s’a,, | ſtändigen Biered SA,S'A, 
sh,s’b,, sc,s’c,,..+., deffen | SB,S'B,, SC,SC, ...., deffen 
eines Baar Seiten s und s’| eines Paar Eden, S und 8’ 


13. Lehrſatz. In jedem voll- 


die Richtungen der die Curve 
K’, erzeugenden Punktrei— 
hen, deſſen anderes Paar 
Seiten zwei ſich auf der Ge— 
raden (T—P’) oder r ſchnei— 
bende Tangenten a, und a,, 
oder b, und b,, oder ec, und 
Cope find, liegt der Durch— 


ſchnittspunkt (m,-m,), (w,-w,) | 


see Derjenigen beiden Dia— 
gonalen, von denen feine 
durch Gs) geht, auf der 
Geraben 7 


die Scheitel ver vie Curve 
| k, erjgeugenden Strahlbü— 
| idbel, deffen anderes Paar 
Gen zwei Punkte A, und 
A, oder B, und B,, oder 
C, und C,,.... find, deren 
Verbindungsgerade durch den 
Punkt (t+p’) oder T geht, 
geht die Verbindungsgerade 
(M,~M,), (,—51,).... dere 
jenigenbeiden Durchſchnitts— 
| puntte der Gegenfeiten, von 
| denen feiner anf (SS) liegt, 
durch ben Punkt T. 





Ebenſo fieht man, dak ny, w, die Diagonalen des vollftindigen 


Vierſeits sa,s'b,, Fig. 105a., find, die nicht durch (s-s') gehen, und 
ſich in (+7) ſchneiden; defgleichen find m,, wv, die Diagonalen des 
vollftindigen Bierfeits sa,s’b,, die nicht durch (s+ s’) gehen, und auch 
fie fepneiden fic) in (ry); e8 find ferner m, und u,, Sig 107a., 
die Diagonalen im vollftindigen Bierfeit sa,s'b,, und ny und w, 
die Diagonalen im vollftindigen Bierfeit sa,s’b,; und fowohl ver 
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Durchſchuittspunkt Gm,-4,) als (a,.0,) liegt in (r+ y). Analoges 
zeigt fic) bet dev Curve k,, fo dag man fagen fann: 

14. Lehrſatz. Die Durd- 14. Lehrſatz. Die Ver— 
ſchnittspunkte (n,,) und bindungsgeraden (N,—9,) 
(m,‘w,) Don je zwei Diago- und (M,—OM,) von fe zwei 
nalen in gwet folchen voll- Durchſchnittspunkten der 
ftindigen Bierfeiten sa,sb, | Gegenfeiten in zwei folden 
und sags'b,, in deren jedem s | vollftindigen Viereden SA, 
und s’ ein Baar Geiten find, | S’B, und SA,S'B,, in deren 
und in denen die anderen fo|jedem S und S’ ein Paar 
befchaffen find, daß je eine | Ecken find, und in denen die 
Seite, (a,; b,) des einen mit | anderen fo beſchaffen find, 
jeeiner Seite (a,; b,) des ane | daß je eine Ede (A,;B,) des 
deren Bierfeits fic) auf — einen mitje einer Ede (A,sB,) 
ſchneidet, fallen in denfelben | des anderen Vierecks auf 
Punkt (cy) zuſammen. Die | einer durch T gehenden Ge- 
Durchſchnittspunkte (m,+,) | radenfiegt, fallenin diefelbe 
und(n,"w,) vonje zwei Diago- | Gerade (T-I’) gufammen. 
nalen' in zwei ſolchen voll-Die Berbindungsgeraden 
ſtändigen Bierfeiten sa,s’b, | (M,—96,) und (N,—Ol,) von 
und sas’b,, in deren jedem | je zwei Durchſchnittspuͤnkten 
sunds’ ein Paar Seitenfind, | ber Gegenfeiten in zwei fol- 
und im denen die anderen fo | hen vollftindigen Biereden 
befdaffen find, bag je eine | SA,SB, und SA,SB,, in 
Geite (a,; b,) des cinen mit} deren jedem S und S’ ein 
je einer Seite (a,; b,) des Paar Ecken find, undindenen 
anderen fic) anf 7ſchneidet, Dieanderen fo befcaffen find, 
fallen in denfelben Punkt daß je eine Ecke (A,; B,) des 
(ery) gufammen, einen mit je einer Ede 

Es darf jedoch) unter diefen |(A,; B,) bes anderen auf 
Diagonalen keine viejenige | einer durch T gehenden Ge- 
fein, die Durch (s's’) geht. radenliegt, fallenindiefelbe 
Gerade (T-L) zuſammen. 

Es darf jedoch unter diefen 
Durdhfhuittspuntten der 
Gegenfeiten feiner derje— 
nige fein, der auf (S-8’) 
liegt. 


Mach § 3, Lehrſatz 17. ift mun im vollſtändigen Biered A, A’ A’, A, 
Dig. 107a. Strahlbüſchel (s-s’), sas’a’, im vollftindigen Viereck 
BB B’,B, ijt Strahlbüſchel (s+ s’), sBs'y’ harmonifeh und 
nach Lehrſatz 11. ijt auch Strahlbüſchel (s+ s’), sys’y’ harmoniſch. 
Alle drei Strahlbüſchel haben alfo vie Strahlen s und s’ gemein; 
nach § 4. Lehrſatz 17. ift alfo Strahlbüſchel (s+ 8), sByas’a’y’e’ ent- 
gegengeſetzt involutorifeh mit den Hauptſtrahlen s und s. Deßgleichen 
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find nad § 3. Lehrſatz 17. im vollftindigen Bierfeit a,a’,a’,a, 
Sig. 107d. Punttreife (S-S’), SAS'a’, im vollftindigen Bierfeit 
b,b’,b’,b, Punktreihe (S — 8’), SBS'B’ harmoniſch, wud da nach 
Lehrfatz 11. auch Punktreihe (S-8), SST’ harmoniſch ijt, fo folgt 
aus § 4, Lehrſatz 17., daß die Bunttreife (SS), SBIAS‘A‘T’B’ 
entgegengefegt involutorifc) mit den Hauptſtrahlen S und S’ ift. Man 
fieht alfo: 

15. Lehrſatz. In der Curve 
K’, ijt ber Strahlbüſchel 
(s'8'), sByas'a’y’B’ entgegenge- 
fegt indolutorifdh; a und a’; involutorifdh; A und A’, B 
Bund 6, y und» find ent: | und BY, To und LP’ find ent- 
ſprechende Strahlen;sunds’ | fpredjende Punfte, S und V 
die Hauptftrahlen. | die Hauptpuntte. 

Nennt man den Durchſchnittspunkt von a, Fig. 107a., mit a, und a, 
bezüglich &, und &,; den von 8 mit b, und b, bezüglich vs, und vw; 
die Berbindungsgerade von A Fig. 1O7b. mit A, und A, bezüglich 
a, und «,, die vor B mit B, und B, bezüglich 6, und 6,, fo folgt 
weil der oben genannte Strahlbüſchel (ss) Sig. 107 a. involutorifeh, 
alſo Strahlbüſchel (s-s'), syas'a’y’ Ww (s+s"), s'y'a's'ay ift, 

Bamtrcife a yrA, (ay"b,) A's (0,"%5) (yD) TT] 4. gy 

Punttreige a,,Ag(ay"d,) (@y'a,) Ayba(ayd,) So 
und da wegen der Involution auch Strahlbüſchel (s+s”), sGys'y'6" 
TK (s*8'), 86'y's'y8, tit, tft auch 

Puntteeige b,-B,%,(b,"a,) BYy (bya) (bya) Fy 

untteeife b,,B,(b,-b,) (by-a,) B'y(byrayye, ¢ 1 b). 
Ebenſo ift in Fig. 1O7b., da Punttreihe (S—S), SEAS AI’ 828 
SIABSAD und (S~S), SBIS'T’B’ 7 (S-S), SBT'STB iſt, 
Strahlbüſchel A,,a,(A,~B,) «,a’,(A,— A,) (A,~ B,) a 
Strahlbifehel A, (A, B,) (Ay~A,) a’,2,(A,~B,) J 
und 
Strahlbüſchel B,,b,6,(By- A,) b'(Bi-A,.) (B,- BL) Lb 
tral lbiifehel B,,b,(B,— B,) By Ab’, (B,~ Ay, “DD. 

Da A, iventifeh ijt mit (a,-s), A’, mit (a, +s’), A’, mit 

(a,8), fo fieht man alfo, dag Sig. 107a. anf a, md ay. die 
Puntte, welche die Geraden s und s’, b, und by durch ihren Qurdh- 
ſchnitt mit a, und a, anf diefen Gerabden ergeugen, cine conforme 
Punktreihe a,,A,(a,*b,) A’ (ar*b,) A a,,A,(a,* b, JA’ (a,* by) 
bilden und daß der Durchſchnittspunkt von s auf a, dem Durchſchnitts— 
punft von s auf ay, der Durchſchnittspunkt von s? auf a, dem Durch— 
ſchnittspunkt von s’ auf a,, der von b, auf a, (nämlich (a,*b,)), 
dem von b, auf a, (nämlich (a,*b,)), dev von by auf a, (nämlich 


15. Lehrſatz. Fuder Curve 
k, ift die Punktreihe (S-S), 
SBLAVAT’B’ entgegengefest 
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(a,*b,)) dem von by auf a, (nämlich (@," b,)) _cuttpriht Daffelbe 
gilt von den Punttreiher, die von s,a,, 8, a, auf b, und b, gebildet 
merbet, und Analoges von den Strahlbüſcheln an A, und A,, B, und 

B, in Fig. 107 b. Man fieht alfo, da, was von a, im ay, by un by 
gilt, auch von jedem andeven Baar Projectionsitrahlen Cy ‘und Cy, bie 
auf z fich ſchneiden, ebenfo, wie bisher gegeigt werden kann, und ebenfo 
daffelbe, wie von A, und A,, B, und B, anch von jedem anderen 
aar Projectionspuntte C, und O, even Berbindungsgerade durch T 
geht, bewiefen werden kann: 

16. Lehrfak. Gede zwei 16. Lehrſatz. Jede zwei 
Brojectionsftraglen a, und | Projectionspuntte A, und 
a3 b, und by,...., deren] A,, B, und B,,...., deren 
Duvefahnittspuntt auf 7 | Berbindungsgerade durdh T 
liegt, werden von s und s’] geht, werden, wenn man fie 
und jedem anderen Paar mit S und S’ und jedem an— 
vojectionsftrahlen, b, und) deren Paar Projections. 
by; a, und ay,...., deren puntte, B, und BL; A, und 
Durdh{hnittspuntt ebenfalls | Ay,...., deren Verbindungs= 
auf rv liegt, in vier Punkten gerade ebenfalls purd T 
gefduitten, die confor me geht, geradlintg verbindet, 
y anttreihen ae 4(ay°b,)A’, | dte Sdeitel conformer, vier 
(ay* by) A ay, —E b, A’, | Strahlen enthaltender 
(ayb, 5 b, By (b, 7a, )B’ (by a2) Ser aHlo tel Au ays -B,) 
K by Ba(by a)BY,(by" Ay), see | a’, (A, —B,) 7 M Anita -B. 
bilden, Gu denfelben find] a’,(A, “83, 8 1,(B,-A 1D, 
jede zwei von demfelben | (B,~A,) A By,b,(B JA bY, 
vojectionsftrahl gebildeten | (B,~A,),.... Qn venfelben 
DurdhfHnittspunkte ent | find jede zwei nach demfelben 
{predend. Projectionspuntt gezogenen 
Strabhlen entfpredend. 


Nach Lehrfas 6. war mm, Fig. 107 a., Strahlbüſchel (a,*a,), 
ajaa,t und (b,*b,), byf’byr harmoniſch, alfo iſt auch Punttreihe 
ale 18'S’) g(r" a). und 6b, (s* s')vb.(r*B) harmoniſch. Beide find 
pager conform und da fie mit einem Baar entſprechender Punkte (8* s’) 
und (s+ 8) auf einander fallen, liegen fie perſpectiviſch. Es ſchneiden 
ſich alſo Gb ,-r,), Ge,—%,), [(@*7)— (B+ )), in einem und dem- 
felben Punt, oder (6, —V,) und Gb, —Ud,) fehneiden fich auf 7. 
Da aber die Punktreihen harmoniſch find, ſchneiden fic nad § 3. 
Lehrſatz 14. auch (ob,—%,), (,— %,), [2° 7) — (G+ 2] in demfel- 
ben Buntt oder, 08 ſchneiden fich auch (ob ,— vd.) und (b,~ v,) auf 7. 
Ebenſo folgt in Fig. LOTh., aus dev Harmonie ver Punktreihen (A,—A,), 
A,N’A,T und (B,~B,), B,BB,T, daß aud Strahlbiifayer A, a, 
8 Se, (A~ T) unt BB, ‘6 $y, (B-"r) harmonifd) find, und da fie 
perfpectivifeh liegen, weil fie mit einem Baar entiprechender Strahlen, 
(S—S8) und G— 8) zuſammenfallen, dag (7 6,) umd (@,* 6) und 

we 
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atch, daß (w,°8) und (@,°6,) je auf ciner durch T gehenden Geraden 
Tiegen. Bir ſuchen mun in Fig. LOZa. den Ourchfehuittspuntt der 
Geraden (&,—%,), Ge, —W,), die bezüglich t, und t,, fowie den 
Durchſchnitt vow (wb) und (bo, —Vd,), die bezüglich &, umd b, 
heißen follen (fie find in der Figur nicht gegeichnet), zu bejtimmen. 
Bnet ſchneiden fich in dem einfachen Sechseck ob, (a, * b,c, 
(ay"b,)%, die Gegenfeiten auf einer und derſelben Geraben, witch 
auf 7, da wir wiffen, dag (eb, —%>,) und (b,—Vd,) ſich anf 7 
ſchneiden; e8 ijt alſo nach § 5. Lehrſab 8. Strahldůſchei — by) 
(ag* b,%, A Strahlbüſchel vs, -e,(a,b,) (a,b, )vs,. Es it aber 
Sirahlbüſchel bape (Dy) (ay*b,)%, flix die Axe b, perſpectiviſch 
dem Strahlbüſchel (s+ s’), ay’yB. Wegen der Inwolutien ves Strahlbü⸗ 
ſchels (s+ 8) syas’a’/6" iſt aber J—— Gs), ayB; alfo iſt 
Strahlbüſchel sv, -b (a, b,) (a,"b,)vy G ), ae amd I 
gl Lehrſatz 14, auch Strahloiljepet doy a 1(@," bs) %, (a,* 
(818), a'ybl’. Da aber (a,*b,) (ay*b 3) ay" b, ob) 2H 
vollſtändiges Viereck iſt, ijt nach 3. Rehriats 17. Strahlbüſchel (s+ s’), 
a'yB'y’, alfo auch Strahlbiijeel ob, -b,(a,* b,)%,(a,* by) fisemenif, 
und da Strablbiifehel vd,-%, (a,b 3) a b Dr. a, 2b (a,*b,) 
(a,b, )vb,, alfo auch nach § 1. Leprfas 14 Sevahsifege wip, 
(a,*b, wb, (a,b DN Backs (ay by )%,(a,*b,) ijt, muß aud) 
Etrahibiſchel Vd, pb (ay? F. 2) alfo auch Ws My (ay by) 
ob (a,*b,) harmonijeh re 6 mug alfo auch ſowohl die von 
Boo Cy" D,)tb 9 (@y" by) als vor Vt, (a," by) (a,b) auf 
hervorgebradhte Punttreive harmoniſch fein. Oa mut Ck, ~eb,) oder 
a die y in Gs) und (vb,—vs,) oder 8 die 7’ ebenfalls in (ss) 
trifft, fo muß der Durehfehuittspuntt vor Gb,~U,) und (b,—v,), 
oder (t,*t,), Von dem wir oben bewiefer atten, pak ev auf 9’ liege, 
der vierte harmonifche fein in der Punttreife y’, (s*s’) (a,* b,) (ty"t,) 
(a,"b,). Es ijt mm 7 eine Diagonale im vollftindigen Vierſeit 
aya,b be, fie wird daher nach Lehrſatz 10. und § 3. Lehrſatz 17. 
in (5* 8), (a,b,), ('y'), (n° b,) harmoniſch getheilt; folglich muß 
(t,°t,) in (r+) liegen. Um mum den Durchſchnittspunkt Ey'ta) 
vor (ob, — ,) und (b,—V,) zu finden, bedenfer wir: Da in dew 
voliftanbigen Bieredt se ib eb, b, (ty ty), (, 7 by) umd (s+ s’) Durch⸗ 
ſchnittspunkte von Ggenfeiten iin fo ift, ‘ach § 8. Lehrfag 17. 
Strahlbüſchel (s-s’), (t,t, )a (by *b,)B harmonifch, oder da (t,* tp) 
mit (Ta y) aljo der Sirahl [is 8) ~ (ty ta)] mit > jufammenfattt, 
Strahlbüſchel (s+ 8), y’aby*byIB harmoniſch. Nun fahen wir im 
Verlaufe diejes Beweifes, daß Strahlbüſchel (s-s’), a’yG'y’ harmonifeh 
war. Aus der Gnvolution des Strahlbüſchels (6G s), s@yas’a’y’B’ folgt 
aber, daß (8* 8), 496Gs), ay'By, daß alfo auch Strahlbüſchel 
Gos) ayBy und alſo auch (8* 8), yay8 harmoniſch iſt. Es mug 
alſo (8*8) — Ertaz)] mit y zuſammenfallen, und da (t,+,), wie 
wir oben ſahen, auch auf r liegt, ſo muß (7b) nach (ry) fallen. 
Suchen wir mur in Fig. LOTb. die Berbindungsgeraden der Punkte 





















§ 11. Gutwidelung der Kegelſchnitte. 261 


(118, (%a°8,), die bezüglich T, und T,, fowie die Verbindungs- 
geraden dev Punkte (w,*6,), (w,°8,), die bezüglich ©, und GS, heifer 
folfen, (fie find in der Figur nicht gezeichnet), zu beftimmen, Qu dem 
einfachen Sechsfeit «,(A,—B,)6,«,(A,~B,)6, gehen die Diagonaten 
der gegenüberliegenden Ecken durch denfelben Puntt T, da wir wiffen, 
daß (w,*6,) umd (@,*6,) dure) T gehen, Es ift alfo nach § 5. 
Lehrſatz 8. Punktreihe «,,«,(A,—-B,) (A,B, 6, A Punttreihe 6 ,«, 
(A,~B,) (A,~ B83 erſtere liegt num für das Centrum B, per. 
fpectivifd mit ber Punftreife (S—S), ALTB. Wegen ver Quvolution 
der Puuktreihe (S-S), SBIAS’AT'B’ ift aber (S-8’), AP'TB A (S-8), 
ATI’B, alſo auch mit Beriidfichtigung von § 1. Lehrfag 14. Puntt- 
reife «,,«,(A,~ B,)8,(A,~ B,) A (S-8), ABT’. Qm_ voll 
ſtändigen Vierſeit (A,-B,) (A,~B,) (A,~B,) (A,~B,) ijt mun 
nach § 3, Lehrſatz 17. Punktreihe (S-S), ATBT’, alfo auch «,,«, 
(A,—B,)8,(A,~B,), _folglieh auch 6,,«,(A,~B,)6,(A,—B,) und 
8,8,(A,~B,)~,(A,—B,) harmoniſch. Verbindet man die Punkte 
dieſer Punktreihen auf «3 und 6, mit IY, fo mug, da die Verbin- 
dungsgerade des Punkts (w,"«,) oder A mit I” zugleich durch (,°6,) 
oper B geht, indem (S—S’) diefe Berbindungsgerave ift, und da 
(A,~B,) a> (A,—~B,) durch I” gehen, und da wir oben fahen, 
daß auch (T,—'T,) duveh I’ gehen, der Strahlbüſchel 1’, (S—-8) 
(A,-B,) (£,7T,) (A,~B,) harmonifh fein. Es iſt aber I’ ein 
Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten im vollftindigen Viered A, A,B, B, 
alſo ift nach Lehrſatz 10. und § 3. Lehrſatz 17. 1’, G-89 (A,-B,) 
@’- 71) A,~B,) harmoniſch, folglic) fällt (T,-T,) mit A’-T) 
zuſammen. Da im vollftindigen Bierfeit «,6,«,6, (Ty—T,), (G,-G,) 
und (S—S8’) die Diagonalen find, fo ift Hunttreige (S—8), (T,-T,) 
A(G,—G,)B harmonijeh, oder, da (SS): (L,—'T,)] der Puntt 1” 
ft, e8 iſt (SS), AG,—S,)B harmonijeh. Nun war (S—S8), 
ATBT’, alfo wegen dev Guvolution auf (S~S’) aud (S—8%), AI’BE 
und (S~8), AFB harmoniſch. Es mug alfo ((S—S) + (6,-,)] 
nad T fallen, und va (G,—-G,), wie wir oben fahen, auch durch 1 
geht, fo mug er mit (TL) zuſammenfallen. Man fieht alfo: 


17. Lehrſatz. Der Durch— 17, Lehrſatz. Die Verbine 
fhuittspuntt [> %4) | Dung Sgerade [y°81)-@ 8) 
+ (Sey %,)} fällt mit (ry), fällt mit (TT), die Bers 
per Durdhfagnittspunkt | bindungsgerade [(a,-b,) 
[ey —Wo) CyB, )] mit (Fry) | -Gab M mit (TT) gufammen, 
zuſammen. | 


Gs feien mm 71, 7,, Fig. 108a., cin Paar im Puntte (r+ y’) 
per Geraden + convergirende Projectionsftrahlen, wenn nämlich eine 
Gerade ift, welche die zr auf derjenigen Strece trifft, auf welder nach 
Lehrſatz 3. in jedem Punkte ein Baar folcher Projections ftrahlen fich 
ſchneiden müſſen. Da mm nach Lehrſatz 11. Strahlbüſchel (s- s’), 
sys’y/ harmoniſch, und y und 7’ gugeordnete harmoniſche Punkte find, 


262 § 11, Entwickelung der Kegelſchnitte. 


fo muf immer, wenn der cine die Gerade + anf dev eudlichen Strecke 
TP’ ſchneidet, der andere die + auf dev unendlichen Strecke Too Pp 
ſchneiden. G8 müſſen alfo ſtets, entweder in (r+ y’) oder in (ry) 
fich ein Baar Projectionsſtrahlen ſchneiden. Wir haben mun den die 
z in Too P’ fcneidenden Strahl mit »/ Begeicjnet, und nach Lehrſatz 3. 
ſchneiden fic) alfo in (r+ y’) jedenfalls zwei Projectionsfivahlen, die ,, 
ao heifer. Schneiden fich in einem Punfte dev Strecke P’oo T dev z ein 
Paar Projectionsftrahlen, fo muß mm allemal einer von ihnen die s 
auf ver Stree PT und s’ auf der Strecfe P'T’, dev andere s auf 
der Strede Poo T, s’ auf P’oo T” fehneiven. Denn gingen (Fig. 103a.) 
durch einen Punkt II der + auf ver Strecke P’oo'T zwei Strahlen 
ay, a, die beide s auf PooT amd 8’ auf P%o'T” trajen, jo ware 
alſo Punktreihe sPA,A,T 1 s,P’A’,A’, TY, was nicht möglich iſt, 
da die Aufeinanderfolge der entſprechenden Punkte auf beiden Geraden 
s, 8’ nicht dicfelbe iſt. Schnitten fic) aber in TT gwei Projections. 
ſtrahlen a,, a,, welche beide die sin PT, s’ in P’T’ trajen, fo mit 
Punktreihe sPA,A,T A sP’A’, A’, 1” fein, was ebenfalls aus dene 
felben Gründen unmiglich iſt. Es muß alfo von zwei ſolchen Pro- 
jecttonsftvahlen allemal ver eine s und s’ auf PT, P'lY, dev andere 
auf Poo T, P'o T’ ſchneiden, wobei es gleichgiiltig ift, ob letzteres links 
von (s+ 8) ober rechts von (s*z) oder (s’* 7) gefchieht. Der erjtge- 
nannte Strahl foll mit x, bezeichnet werden, der andere, der alfo s 
auf dex Strecke Poo T umd s’ auf ber Strecke T’oo P’ trifft, mit 7,; 
ebenfo wie es bei a und b gefchehen war. Ebenſo, wie min bei den 
zwei paarweiſe anf z fich ſchneidenden Projectionsftrahlen fic) die 
Geraden [(s’*a,) ~ (ay"s)] umd [(s’*a,) ~ (a,*s)] oder my und m,, 
und auc) die Geraden [(s’*b,) —(b2*s)] und [(s’* bs) ~(b,*8)] 
oder ww, und ww, auf — ſchneiden, fo ſchneiden fich auch [(s'7,)~ (79'8)] 
umd [(s’*7,) ~ (7, °8)] auf rj und zwar müſſen fich diefe beiden Geraden 
[(s’*z,)~ _"8)] umd [(s'* 7.) ~ G,"8)] in (ery) treffen. Denn 
wir fahen, indem wir von den Projectionsſtrahlen a,, a,; b,, by 
ansgingen, daß dev Strahlbüſchel (s+ 8) sByas’a’y’p’ involutorifd) nach 
Lehrſat 15., alfo, da a und a’ entfprecende Strahlen find, nach § 4. 
Lehrfak 15, Strahlbüſchel (s +s’) sas’a” harmoniſch ift; daß man alfo 
den Strahl a, bd. h. die von (s*s’) nach dem Durchſchnittspunkt von 
[(s’+ a.) ~ (ag s)] und _[(s’* a.) — (a,*s)] gezogene Gevade erhält, 
wenn man denjenigen Strahl fucht, ver in einem Strahlbüſchel mit 
dent Seheitel (s-s’) und den Strahlen s,s’ und dem nach dem Durch— 
ſchnittspunkt (a,*a,) gesogenen a’, dev dem letzteren zugeordnete have 
moniſche iff. Wären wir mun ftatt von den Strahlenpaaren 
by, by ausgegangen von den Strahlen +,, 72; by, by, fo wave 
1, Te, an die Stelle von a,, a, getveten, und wir Witten, um den 
pon (s*s’) nach dem Durchfehuittspmitte von [(s’*z,) ~(w," s)] umd 
[(s'* 7a) ~ (71° 8)] gezogenen Strahl gu finden, nuv denjenigen Strahl 
zu fuchen, dev fo liegt, daß der Strahlbüſchel mit dem Scheitel (s -s’), 
md ben Strahlen: s, dem gefuchten Strahl, s’, dem von (8* 8) nach 





























§ 11. Entwicelung der Kegelſchnitte. 263 


dem Durchſchnittspunkte (7,* ry) gezogenen Strahl, harmoniſch ijt. 
Nam liegt aber nach dev Annahnie (x,*7,) in (7*); e8 ift alfo » 
der von (s*s’) nach (71° 7) gezogene Strahl und ber von (s+ s’) 
nach dem Durchſchnittspunlte von [(s”* 7 1)~(F" s)] und [(s’*7,)~ (ey 8) 
gezogene mus alfo fo fliegen, daß er in dem Strahlbüſchel (8*8), ss’y/ 
der dem zugeordnete harmoniſche iſt. Nach Lehrſatz 11. ift aber 
(6*8), sys’y’ harmoniſch; folglich muß y der Strahl fein, der von (s-s’) 
nach dem Durehfehnittspuntt von [(s’*7,)—("s)] und [(s’* 2) (7, *8) 
führt; d. h. diefer Durchſchnittspunkt, mug, da er ancy auf — fic) bee 
findet, in (Te y) liegen. 
Es bilden ferner die Strahlen 7,, 7, fowohl mit a,, ag, al8 

mit b,, b, eben ſolche valftivbige Sieve, wie das bon a,, a, mit 
by, b, gebildete (a,*b,) (a,* by) (ag* by) (ag*b,) eins war. Dieſe 
ae find &s m1) (ay" a) (ag 7, a) (iy m1) tin (by'7,) (by m3 
bat 7g) (b," Sowie mm nach Lehrſatz 10. [(a,*b,) — (a* be) 
ui lay b, * b,)] durch (s+ 8’) geben, fo můſſen Feet [@,"7,) 
“(ay" y)} und [¢ T)7 (ag* 7) und ebenfo [(b,*z,) ~ (b," ry) 
und fo. * zy) ~ (b," vl durch (s * 8’) gehen. Es haben alfo jebt diefe 
Geraden dieſelbe Sepeutung wie y und y. Nach Lehrfag 12. war 
nun der Durchſchnittspunkt per Geraden + und y’ zugleid) ver Durch— 
ebuittspuntt von (A,~ B’,), (B,~ A’,), (A,~ BY), (By A’,) nadine 
lich von ww, 4, ,, My ober bon [@o*s)~(b," —9 [(b,"s)~ (a," 8), 
(a,*s)~ (by 8}, [by 8) — a," 89]. Der DHuvehfeguitespunte dieſer 
Geraben iſt alſo lugleich ber von 7 mit oder von r mit [(a,*b,) 
~(a,'b,)]|- Damm (A,~ B’,), (B,~ A’), (A, BY), (B.-A), 
ſich ii auf dev endlichen Sirede TP treffen térmen, fo ‘mug [lay D, 2) 
~@, b,)] die + anf der Strece Too P’ ſchneiden. Denken wir ug 
an die Stelle von b, und by gefest, fo muß ebenfo [@, ™) 
J die + im Durchſchuutspintt von [eg 8) — (z,'8')| und 
(a,' 8’) ſchneiden, alſo ebenfo wie >’ auf der Strecke P’o T; 
dentin wir uns Typ qa vie Stelle von a,, ay gefebt, fo mug 
ebenfo [(b,* 7.) ~ bo" 7,)] bie + auf Po T fopneiden, Bezeichnen 
wir nun la, m1) 6G, )| mit 0; [(ay' 72) (a,*7,)] mit 6, 
(by 7) — (byt 7y)| mit e, [(b,* 7.) — (by 19 mit ¢, io geht wie 
früher y amd y, fo jest d und 6%, e unde’ duich (8*8). Stellen wir 
uns alfo vor, wir Hatten im Bisherigen nicht mit ven Projections. 
ſtrahlen a,, ay; by, b,; fondern mit ay,a,; 74, 7, gu thun gehabt, 
fo Hatten wir auf diefelbe Beife wie Lisher den Lehrfas 15. erhalten. 
Su dieſem aber wiirde d und 6” die Stelle von y und >’ vertreten. 
Da ferner dort 6" ver Strahl [(s+s’)—(b,*b,)] war, fo tritt an 
feine Stelle jest [(s +s") — (w,'7,)], d. h. Da (w,*7,) in (F + Y) liegt, Y, 
und alſo an bie Stelle von  tritt y, da (s+ 8’) s6’s8’ Harmonifc fein, 
und alſo jest für 6 ein Strahl eintreten mug, der im Strahlbüſchel 
(s*s') ss’y' der bem y’ zugeordnete harmoniſche fein mug. Dieß ift 
aber nach Lehrſatz 11. der Strahl y; es tritt alfo y an die Stelle 
von 8; und es ift Strahlbüſchel (8* 5), syda s’a’s’y’ involutoriſch. Ebenſo 
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ergiebt fich, wenn man fich vorftellt, daß im Bisherigen nicht vie Pro- 
jectionsſtrahlen a,, a,; b,, by, fondern 71, 7,3 by, b, betvachtet 
worden waren, indem < und c an die Stelle von y und »/; y und 
an die Stelle von a und a’ treten, dag anc) Strahlbüſchel (s+ s’), 
sGeys'y''B" involutoriſch iff, Qu dem erfteren Strahlbüſchel find nun 
s, 8’ Hauptftrahlen, y, 7’; a, a’ entſprechende. Es hat alfo verjelbe 
mit bem im Lehrſatz 15. genannten involutoriſchen Büſchel drei Paar 
Strahlen als entiprecende, und die Hauptſtrahlen gemein. Wenn auch 
nur erfteres dev Fall waive, ſo würde man doc) ſchon aus § 4. Lehr 
fay 14. ſchließen, daß auch 6, 6” entſprechende Strahlen des involuto- 
riſchen Büſchels in Lehrſatz 15. fein; um fo mehr alfo, da beide 
Strahlbüſchel auch die Hauptitrahlen gemein haben. Chenfo ergiebt 
fich, daß auch e umd e’ entiprechende Strahlen des involutoriſchen Bü— 
ſchels in Lehrfag 15. find. Es ift alſo Strahlbüſchel (s*s’), sPeyda 
s’a’6'y’e" involutoriſch. 

Sowie mum, wenn wir vom Viereck (a,*b,) (a,"b.) (a,*b,) (ag*b,) 
ausgingen, der Strahlbüſchel (s +s’), ay’By harmoniſch war, im welchein 
unter a dev bem Strahl a’ over [(s-s’)~ (ay*a,)] zugeordnete har— 
moniſche verftanden war, und in welchem @ der dem Strahl 6 oder 
[G+ 8) — + b,)] zugeordnete harmoniſche iff, fo muß jetzt, wenn wir 
vom Viereck (a,*7,) (a, 7_) (Ga Fy) (ay 71) ausgehen, Strahlbüſchel 
(s*s'), ad’yd harmoniſch fein, da jetzt d undo’ fiir y und y, und y 
fiir 6 eintvitt; gehen wir vom Viereck (b,*7,) (by) (by) (by 74) 
aus, fo tvitt «, ¢, y ein für y, y/, a, und eS ift alfo auch Strabl- 
büſchel (6* 8), ye'Be harmoniſch, alſo auch (8* 8), Ge'ye harmoniſch. 
Wir ſehen alſo, es 
Strahlbüſchel (8*), ad’yd und Strahlbüſchel (s+ 8), Ee'ys harmoniſch. 
Big. 108a. Bezeichnet man mum die Geraden ((ag 7.) ~ (a,b, )], 
[(z," 72) ~ (a," boMobezüglich mit d,, d,, fo ergiebt ſich, da Strahl 
buſchel (s-s’), 6, alfo auch Bunftreihe a, ,(a,*7,) (a,* by) 
(ay 71) harmoniſch ift, daß auch Strahlbitfehel (z,>7,), tyz,dyz, 
and daher auc) (7,*7,), dyzyt,x,, alfo auch Punktreihe b,,(bya,) 
(by 72)% (by 71) harmonife iff. Es ift alfo Punktreihe a, pb, 
(aye 4) ("Dy p77) A by Mbp ay) (b, m,)by(by 74) Shenfo 
folgt aus dev Harmonie ves Strahlbüſchels (s +s’), ad’yd, daß auch 
Punktreihe ayb,(a,°7,) (a,* by) (ay ra) und anch Punktreihe a, 
doy (ay* my) (ag* by) (ag*7,) harmoniſch iſt. Hieraus ergiebt fich 
weiter, dag auch Strahldüſchel (w+ 7,), terod,7, oder (7,* 7), 
d,7,to7,, alfo auch Punttreihe b,,(b,* a.) (b,* 7), (by *7,) hare 
monifd iff, Es ift alfo auch Punftrethe a,b, (a,*w,) (a.* by) 
(ag' 71) W by,(b,* ay) (by" 7,)%(b,* 71). Man hat aljo 

Punktreihe a,b, (a,* 72) (a,° by) (ayy) WN] 












Punktreihe b,,(b,*a,) (by* 7,)%, (Dy 7,3 SN I. a) 
Punktreihe a,b, (a,* ry) (@y* by) (ay' 74) WV) Lb 
BPunttretfe b,,(b4° a9) Cb," 74)%,00,"7,); 4 
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Doh es folat aud) nod) mehr. Es war alfo Strahlbüſchel 
(m,°7 rt p%ohy7, oder (Ty* HQ), ty7yAywy, und ebenfo Strahl 
Inept (m,° tah t,7,d,7, bere (e," m), tyw,dyr, harmoniſch. 
Nach Lehrſatz 6. iſt ‘nainlich auc Strahlbüſchel (zx ,° — wy 7/'7 7 oder 
(@,' 7%), Yet harmoniſch. Es wird alfo / w,7, von t, und d,; 
t, und d,; ) und + harmoniſch getheilt; folglich it dach § 4. Lehre 
fag 17. Strahlbüſchel (x,° xy), ty7,d,7/d, 7, t,7 entgegengefest invo- 
lutoriſch mit den Hauptſtrahlen , und 7; “yet es ift Strahlbüſchel 
(wy'%q), $71, //dyrytyr Strahlbüſchel (7 ,°7,), dyrytyzty7,d,7’ 
und den Strahlen 





ty3 tes 73 71} 223 
entſprechen de; dy3 75 73 7255 
indem je zwei entſprechende Strahlen der Guvolution unter einander 
gefegt find. 

Ferner ift in dem vollftindigen Viereck & wee he | (f. auch 
Gig. 107a.) nach § 3. — i. Strahloiifeet |( ry), tyy'tet, 
oder alfo hier, da (r+ >’) mit (7,*7,) jufammenfaltt, Straglbiifehet 
(wy" m2), tyy’t,7 harmouiſch. — ijt in dem eitanvigcn Vierſeit 
a,b,a,b, Fig. 108a. Punktreihe y, (a,*b,) Gs) GG 
Harmonifd), alo dehgleichen auch Sesotho (Fy 2), Ayy'dg7} 
und nach Lehrſatz 6. iſt auch (7° 7) yy aT hadmonifch· Es wird 
alſo auch / y's durch t, umd t,, d, und dy, 7, und x, harmonuiſch 
getheilt; folglich iſt aud), nach § 4. Lehrſatz 17. Strahlbüſchel (x ,- 2), 
t,7,dy7d, Tat,7 entgegengefegt invofutorif mit den Hauptiteablen »/ 
und 73 oder es A Strahlbüſchel (w,* 7), ty7,Ay7/dy7,ty7 A (wy my), 
ty yt ,dy/dyz 1t,7, indem die Strahlen 


A) 


, B 
und to3 d,3 723 73 75 ) 
entſprechende find, nämlich fo, dag je gwet unter einander ftehende 
fich entfprechen. Es können alfo die fechs in (x,* x.) ſich ſchneidenden 
Strahlen auf voppelte Weife als Strahlen eines involutoriſchen 
Strahlbüſchels angefehen werden, einmal, nach A), als Strahlen eines 
ſolchen, in dem x, und 7,, ſodann, nach B), als Strahlen eines 
folchen, in dem y’ und zr Hauptitrahler find. 
Mach A) ift mn 





5d, 745 7} 


Strahlbiſchel Strahlbůſchei 
nach B) aber (715%) ty me tN (wy 7), ty7,d,7 7 
alfo ijt (m5), tym dye AN (wy! Fa), Agr ato7/ 
Nach B) aber ijt (7,*7,), a, 7. tay KR (#17), vey *) 
atfo it Gym tide Wm) dts 4) 


alſo Punktreihe a, -%,(a,*7,) (ay by) (ay'a,) A by,(b,"a,) (by 74) 
vb (b,‘a,). Diefe Punttreihen haben aber mit den in Ta) erwähnten 
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drei Puntte, nämlich auf a, die Punkte: &,;(a,* by); (ayy), auf by 
die Puntte (by a,); Wi; (by =.) gemein; es find alfo auch (a,*a,) 
und (b,'a,) ein Baar entfprechender Punkte ver Reifen in J. a). 
nach § 2. Lehrſatz 10. Es ift alfo auch 
Vunttrei ha ayy (0°24) (@y"b,) (x %e) (AL) KY gy 
punltreihe b,,(by* ay) (by* x1), (by" #2) (by"ay)s 
Da ferner nach 7) 
Strahlbüſchel (w4+7,), tyr d, 7 A Strahlbüſchel (w,*7,y), dy, t,7/ 
war, ift auch 
Punktreihe b,,vb,(b,*7,) (by* a,) (Dy bo) W 
Punttreife a,(a,"b,) (a, 7,)%,(a,*b,); 
oder Punktreihe a,b, (a,* 7,) (a,"b,) (a, by) A 
Punktreihe b,(by*a,) (by* 7,)%,(b,* by). 
Diefe Punktreihen haben wieder mit ven in C) erwahuten drei Puntte 
gemein; es ijt alfo auch: 
Bante ayy Oy" 75) (yb) (Oy ba) (Bx 2) (81°44) FI py 
wunttreihe  ,,(b,* a) (b,*1)85 4 (b," by) (by" a) (by ay); 
Da ferner nach *) 
Strahlbüſchel (ꝛ* 7), ty7,d,7 A (%,*7y), Ayaytyy’ 
war, ift auch 
Punttreife a,b, (a,*7,) (ay b,) (ay%a2) 0 
Punktreihe b,,(by-a,) (by* 7,)%,(by* ay) 
folglich anc) 
Strahlbüſchel (s+ 8), ey (ay zy) (ay by) (ay ay)A 
Strahlbüſchel (s+ s’), (by a,) (by*7,) VW, (by"a,). 
Nun iſt aber, wie wir oben fahen, Strahlbüſchel (s +s’), Be’ye und 
(s*s’), ad’yd harmoniſch, alfo Strahlbüſchel (s+ s’), ad’yd AK (s'8'), 
Be'ye und auch (8° 8’), ad’yd A (8 +8’), yee ober mit anderer Begeicy- 
ming Strahlbüſchel (s+ 8), cb, (a, zy) (a,"by) (a7) W ("8"), 
(by a,) (by 72) %,(b,*7,). In Legterer Form ſieht man, daß fie 
mit den beiden conformen Strahlbüſcheln (8* 8), &, (a,*7,) (a,*b,) 
(ayy) utd (6°), (by? a,) (by27)%,(b," aq) bred Stapler als 
entſprechende gemein haben, G8 ift alfo auc 
Strahlbiifehel (s+ s"), se, (ay* wy) (ayy) (@, a,) (ay zy) W 
Strahlbüſchel (s+ s’), (by *a,) (by 71) %, (by ay) (Dy ry. 
ober (8* 8’), adya’d’ H (8° 8"), yeBy'e’ A’) 
folglich (s+ 8"), you's” WK (8° 8"), Beye. 
Wegen der Guvolution ves Strahlbüſchels (s*s’), sBeydas’a’d’/’p" ijt 
aber (s+ 8’), yda's’ (8* 8’), y/6’ad, alfo ift aud) 
Strahlbüſchel (s+ s"), y/8’ad VW (s+ 8’), beye; 
und daher Punftreife: 
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— shea (g" 2) HK by AB, (D471) (Dy" a) (Dy-72)- BY) 
Nach A’) war aber (s+ s'), aya’s’ AK (s*s'), yGye’, und da wegen der 
Qnvolution bes Straͤhlbüſcheis (s+s’) auch (s*s'), aya’d’ KN (s*s'), 
al/ad ift, fo ift auch (s+ s’), a'y'ad W (8° 8’), yBye, und daher 
Punktreihe a,,(a,* a4) (aa' bi) v,(ay* 74) 
Punktreihe b,,(b,*a,) %, (by ay) (by 7y)- 
Da diefe Punktreihen mit ven in B’) aufgeftetften je drei Puntte als 
entipredend gemein haben, fo ift alſo auc): 
Punktreihe a,,(a*a,) (ag* by) bo(ay* 71) (a wy) A” 
Punltreihe b,(by"a,) % (by ay) (by 74) (by 79) 5 
oder Punktreihe a,b, (ay" a4) (ag" Ty) (@2°b,) (@," 72) A) 0) 
Punktreihe b,,(b,- ay) (by ay) (by 71) %, (Dy 72); f 
Ferner war nach A’) Strahlbüſchel (s+ 8), aya’s’ W (s*s'), pBy’e, und 
da wegen der Gvolution ves Strahlbüſchels (s+ s”) aud) (s+ s'), yBy’e’ 
W (8'8'), '6're iſt, fo iſt auch (s+ 8), aya’s’ W (s+ 8’), Bye, Daher auch 
Punttreihe a, ,(a,*b,) (ay a4) (ay* 7) W 
Punktreihe b,,(b," a) (by* by) (by* ay) (by 7%). 
Da dieſe Punktreihen mit pen in C’) aufgeſtellten je dvei Punkte 
gemein haben, fo ift alfo anc 
Buntteeije ag, g(ag" 8,) (Mg" m1) (ag" By) By" be) 82" #2) B {yy 
Punktreihe b,,(b,* a.) (by a,) (by 71) M4 (by" Dy) (by* 79). 
Faſſen wir die bisherigen Reſultate D und D' noch einmal zuſammen, 
fo fehen wir alfo: G8 ift 
BPaktveige aL, (ay* 7) (@y" by) (@y* be) (yma) (@y" Mg) HY 
Punktreihe b, (by a,) (by 7,) %, (by by) (by 72) (by ay); $ 
und 
Punktreihe a,b, (ay a,) (a,* 71) (a," by) (ay" by) (aa 72) Al 
Punktreihe by(b,*a,) (by*a,) (by 7,) %,(b," by) (by 7). J 
Nach Lehrſatz 12. ſchneiden fic) auc) die Geraden n, und w, in 
(cry) ober in (xy'7,). Da nun nach Lehrfag 11. Strahlbüſchel 
(s+ 8’), sys’y’ harmoniſch ijt, ijt ein Gleiches auch mit der Punktreihe 
a, A,(a,"b,)A’, (a,b), alfo auch mit dem Strahlbüſchel (z,.7,), 
wydyn,y’ der Fall. Da ferner Strahlbüſchel (s +s’) ,sds’d’ ebenjo 
wie frither (s*s’), 8y8) harmoniſch ift, ift auch Bunttreihe a,A,(a,7,) 
A’(a,'7,), alfo auch Strahlbüſchel (z,*z,),wy7\n, 7, harmoniſch. 
Ferner ijt, weil Strahlbüſchel (s+ 8) sBeydas‘a’s’y’’b’ entgegengefest 
involutorifd) ijt mit den Hauptſtrahlen s,s’ nach § 4. Lehrſatz 15. 
Strahlbüſchel (s+ s’), sas'a” harmonifeh; folglic) auch Punttreihe 
a, A,%,A’(a,"a,) und dager Strahlbüſchel (x, 7), wytyn,r hare 
moniſch. Wir fehen alfo, es ift Strahlbüſchel (7,-7,), dyn’; 
(Hy Fa), 4,47; (Tyg), HytynyT harmoniſch; es wird alfo 





TL. a) 


IL. b) 
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Zwn, von d, und», xz, und z,, t, md + harmonifd getheilt. 
Folglich ijt nach § 4. Lehrſatz 17. Strahlbüſchel (z+ 7,),n,t,7,4, 
w, 77,7 entgegengeſetzt involutorifd) mit den Hauptftrahlen my, ; und 
es entſprechen den Strahlen 
ty mas das mys my 
die Strahlen: Tap YF Mys My 
Es Laffer fich alfo die an (x,*r,) zuſammenſtoßenden Strahlen 
noch, auger ben in A) und B) anfgeftellten Arten, auf eine dvitte 
Weife ju einem involutorifehen Strahlbüſchel anordnen. Da ferner 
Strahlbüſchel (r+ r,),wyr ny, Havmonifch war, fo find w, und n, 
auch entfprechende Strahlen pes in A) anfgeftellten involutoriſchen 
Strahlbüſchels mit den Hauptftrahlen x,, 7, nach § 4. Lehrſatz 18. 6). 
Es iſt alfo Strahlbüſchel (w,+ x,),n,t,7,d,u49’d,7,t,7 involutorifch, 
ober es ift Strahlbüſchel (w,° 7.) n,t,7,d,wyy'd,7,t,7 A (71° 7), 
wy d,7,t,n,7te7,dyy’; und e& entipreden, um es nochmal’ zu er— 
waͤhnen, den Strahlen 


%) 


tis tah TH OM MF Tal B) 
die Strahlen dys das y'5 mys 743 ToAS 
Nach W) ift nun 

Strahlbuſchet Strahlbiuſchel 


Gry ma), mmr W (wyra), mamta 
nach B) aber (7,*7,), menytyr, N (41°), yd, 745 
und nach A) (wy wy), Tey Ayr, N (yy), Ty 4775 
alfo ift (wy mg), mynyrt, W (my my) 7477} HD 
alfo auch 
Punttreife a,,(a,7,) (ay'n,) (ay° ay) (a,*72) W 
Punktreihe b,,(by* 7,) (by 4) (by" ag) (by 72); 
ober Punttreife a,,(ay* 71) (ay* 8’) (ay* ay) (aw) A 
vunktreihe by,(b,* 71) (by 8) (by ay) (by* 7), 
da (a,'n,) zugleich (a, +s’) ud (b,*4,) gugleich (b,-s’) iſt. Beide 
Punktreihen haben mit den in IL. a) aufgeſtellten vrei Punfte als ent- 
fprechende gemein, es ift alfo auch 
— ay (0,7 )(04,) (@yDa) (04°75) (Oy'%9)(@,8TT | 
Punltreihe b ,(b,"a,)(by°71)%> (by) (by) (ya) (By'8)5 \ 
G8 folgt aber auch aus (74+ 79), 7ynytT_ A (wy! 7g), 7% 47'7y in 
HH) ober (wy 7g), myuyrey A (my ta) BMH, 
Punttre ihe a, (ay* 7) (ay) (ay"7/) (ay #9) 
Bunttreige b,,(b,* 74) (b,°m,) (by* =) (by m) 
ober, ba (a,*w,) mit (a,°s), (by*n,) mit (b,-s) gufammenfallt: 
Punktreihe a,,(a,.7,) (a,*s) (ay* by) (ay 7) 0 
Punktreihe b,,(b,* 7.) (b,"s) (by* by) (by* 7a). 
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Da diefe Punktreihen mit den in IT. a) oder in ©) aufgefteliten drei 
Paar Punkte als entſprechende gemein haben, fo mug auch 
Punltreihe a, (a, 7,) (@,* by) (@,"8) a," by) Oy? | 

(ay ag) (a's) X 
Buttche by (by 41) Cy" ad Wy (bys) (bs) (ym) { 

(b,*a,) (bys) 
fein. Gs war ferner, wie wir oben faben, Strahlbüſchel (8* 8), sys'y’; 
ferner (8 8)), sds’’; ferner (8* 8), sas’o! harmoniſch; hieraus folgt zu⸗ 
gleich, daß auch Punttreibe es (a, + b,) A’,(ay" by); ay,Ag(ag* 72) 
A’, (9°71) } @g-A gc, A’ (ag* ay) harmomſch ift, vag alfo “ate Stvagl: 
Uiijchel (ae 4*,), w-gd.,mnyy’; (4° Fy) Meg TyMyr, j (7y'7y), WatgMyr 
harmoniſch ijt. @ ‘iit alfo nach § 4, Lebiſab 15. Strahlbüſchel 
(a1 72), Ty 4dy7ytgmyrt involutoriſch mit den Hauptſtrahlen m,, 
my; und dent Strablen 


D) 


toy 15 dys mg} 5 w) 

entſprechen Ty Toy YF Mg} Hye 

Da ferner, weil nach Lehrfak 6. Strahlbüſchel (w,*7,), aya’ayz hare 
moniſch war, auch Punktreihe s, A’,(s’*s) A’,(s’* 7) harmonifd, fo 
ijt auch Strahlbüſchel (w,*7,), ny7/myr harmöniſch. Es find alfo n, 
umd m, ein Baar entiprechende Strahlen im involutoriſchen Büſchel B). 
Es ift aljo Strahlbüſchel (x ,+7_), n,t,7,d,/'d,z7,tymyz VK (7,' wy), 
mt, 7,d,7'd,7,t,n,7; und den Strahlen 





; bi dis mai mai 75 75 8) 
entſprechen ty3 dy; ma3m,3 7; 7. 
Nach A) ift nun 
Strahlbuiſchel Strahlbůſchel 

— —— — —— 
nad B) aber (wy my), matamgr, N (my mc 
nach B) ift endlich (wy 7,), w,tynyr, N (wy 7), 7 — 
alfo auch (yma) By7Mgry W (Hy wa), 7d 9) 


folglich Punktreihe a,,(a,*7,) (ay 7) (a.* my) (a,° 72) 
Punltreihe by,(by* 71) (by ay) (by 4) (by 72)3 

oder, da (a,’m,) mit (a,°s’), (b,*4,) mit (b,s’) zuſammenfällt: 
Vuͤnltreihe ay Cay’ xy) (ay" ay) (@y"8) (yt 42) H 
Punktreihe b,,(b,* 7,) (by" ay) (by" 8’) (by wy). 

Da in diefen Reihen drei Punkte, die ſchon in IL. b) entfprechende 

waren, wieder entfprechend find, fo find (a,*s’) und (b, +s’) entfprechende 

Puntte dev Reihen II. b). Es ijt alfo: 

Burra yob(ay')(a'ay)(ay"™s 09" )(04"bs)(84°*2) | gy 

Punktreihe b ,(b "a )(b'8')(by'a, (biz) % (by "by )(b, 72). 
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Es war ferner nach A) Strahlbüſchel (w,+7,), 7,M, 7,4, harmoniſch; 
es find daher anc) m, und w, entſprechende Punkte des involutoriſcheu 
Strahlbüſchels in A) oder in B), fo daß alfo den Strahlen 
ty} tas 7} Mg5 My; 7; My | x’) 
entſprechen Wy dag 75 G5 Has yy Tae 
Nun ft nach A): 
Surhlbuſchel Strahlbüſchet 
(Hy 7a), Fy TMT, A (wy Hy), Fytarg7 4} 
nach XW”) aber (#17), motg gr, A (71°72), T2dgmMg743 
und nad) B) (wy 7,), r.d,my7, A (7y° 72), 714,047} 
alſo ijt (ayy), FyT M47, A (Tyg), 7 d\Ny 73 
folglic) Punktreihe a,,(ay* 7) (a," 7) (ay" 4) (ay* 72) V 
Punltreihe b, (by ;) (by dy) (by m,) (by? #4) 5 
ober, da (a,'w,) mit (a,*s), (by'n,) mit (b,*s) zuſammenfällt, 
es ift: Punktreihe a,,(a,° 7,) (ay a1) (aat 8) (ag* 72) W 
Punktreihe b,,(b,* 71) (b,* a1) (by 8) (by* 7). 

Da dieſe mit den Punktreihen IT. b) oder GC’) drei Paar Punkte als 
entiprechende gemein haben, fo find auch (a,*s) und (b,*s) ein Paar 
entſprechende Puntte ver Reihen in C’); es ift alfo: 
Wunltieihe as (a4 8) (ay a) (ag =) (a" Dy) (@a"8) 

(ar b.)(@um,) 
Punktreihe b,,(b,* a.) (by 8’) (by a,) (by zy) %, (dys) \ 

(by) by ma)? 
Stellen wir alfo die Refultate D) und D’) zuſammen, fo haben wir 
alſo gefunden: Es ift 
Pattee a, (a,* 1) (ay"D,) (ayes) (a,* ba) rm) 

(a,*a,) (ays) A 
Punktreihe b,(b,*a,) (b,* z,) ¥,(b,* 8) (byb, oN J 

(bya) (by 


IIL. a) 


und 
Punktreihe ay (ay s’) (ay a,) (ay"7,) (ay*b 1) @2" 8) ) 
abs) Gm) (yy 
Santee bby" 93) by" #) bya) yen) iby) 
1") (by"9) 

Buchſtäblich denfelben Beweis faun man, indem man ,,Strabhle 
büſchel“ ſtatt „Punktreihe““, „Punktreihe“ ftatt „Strahlbüſchel“, „Schei— 
tel” ſtatt „Richtung“, „Richtung“ ſtatt „Scheitel“, „Punkt“ ſtatt „Gerade“, 
„Gerade“ ſtatt „Punkt“ ſetzt, und die kleinen Buchſtaben mit den gro— 
fen, die großen mit den kleinen vertauſcht, auf die die Curve k, 
erzeugenden einftimmig verlanfenden conformen Strahlbüſchel anwenden, 
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(Big. 108b), indem man fich auch hier fogleich überzeugt, bag die 

Punkte M,, M,, %,, N, und alfo auch) I’ immer auf einer die 

Stree SS’ in dem endlichen Theile ſchneidenden Geraden liegen 

miiffen, fo Lange die Strahlbüſchel einftimmig verlaufen. Man findet 

dann: Es ift 

Strahlbüſchel A,,«,(A,—M,) (A,~B,) (A,~8) (A,~B,) 
(A.-M) (A, A,) (Ay 8) 


Strahlbüſchel B,(B,—A,) (B,-,) &,(B,-8) (B,-By) IIL. 2’) 
. (B,-11,) (B,-A,) (By 8); 
wm 
Strahlbüſchel A,.wg(A,—S) (A,~A,) (A.M) (Ay-B,) 
(Ag~S) (Ag~B,) (A,7H,) 7 IIL’) 


Strahlbüſchel B,,(B,-A,) (B,-8)\(B,-A,) (B,- 0,8, 
Bi S) @,~B,) Biqu.) 

Suchen wir nun, wenn vier Projectionsſtrahlen gegeben find, a4, 
ay b,, by, einen fünften, c,, um gu fehen, ob er anc) mit feinem 
Durehfehnitte auf a,, b,, a, u. ſ. w. einen Punkt der in III. a) und 
IIT. b) aufgeſtellten conformen Punktreihen bildet. Um zunächſt einen 
fünften Strahl c, gu finden, nehmen wir auf s’ cinen Punkt C’, will- 
fiirlic) an, Sig. 109a., und fuchen den ihm entfprechenden auf s. 
Nach dev Tabelle t, erhilt man, wenn man vom Punkt (a,*b,) als 
Projectionscentrum aus vie Punktreihe sB’, A’, P’A’,B’,'T’ anf die 
Gerade n, oder (B,~ A’,) projicivt, auf n, eine Punttreihe, die gue 
gleich mit s,B,A,PA,B,T fiir den Punkt (a,'a,) als Projections. 
centrum perfpectivife) liegt. Ziehen wir alfo von (a,*b,) aus eine 
Gerade x, durch C’,, welde die n, in ©, ſchneidet, jo dag alfo 
(n,*x,) oder ©, die Projection von C', auf nj, ift, fo haben wir, 
um C, anf s ju finden, nur den Punkt ©, von (ay*a,) aus auf s 
ju projiciven, mittelft einer von (a,* a.) nad) ©, gezogenen Geraden y. 
Dann ift (sy) der gefuchte Punkt C,, und es iſt (C,—C’,) ein fünfter 
Projectionsftrahl c,. Oa mm (C,—C',), weil C’, zwiſchen A’, und 
B’, und alfo C, zwiſchen A, und B, liegt, die + jedenfalfs in dem 
zwiſchen (a,cay) und (b,*b,) liegenden den unendlich entfernten 
Bunt enthaltenden Stick dev r trifft (enn dev eine Fall, in dem ed 
am imiglichften wire, dag c, die + auf P"T fehnitte, wire offenbar, 
wenn C’, nage an A’, und C, nahe an A, läge; rann aber miipte 
immer noch c, die r über (a,°a,) hinaus ſchneiden; der andere Fall, 
der es am miglichften erſcheinen ließe, daß c, die + auf der Stree 
P'T fehnitte, ware der, wenn OC’, nahe an BY, und C, nahe an B 
ſich befände; dann aber müßte immer noch c, die z über (b,* ba) 
hinaus treffen), da alfo c, die + auf alle Fille auf ver Strecke P’oo T 
fcbneivet, fo convergirt nach Lehrfag 3. noch ein Strahl c, mit c, 
auf 7. Denkt man fich mm nicht a,, a; by, by, fondern a,, a; 
Cy, Cy gegeben, fo tritt an die Stelle von [(s’°a,)~ (b,*s)] ober ny 
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jest die Gerade [(s’*a,)— (c,*8)]; fie heiße n’,; denkt man fic) nicht 
ay, a; b,, b,, fondern ¢,, c,; b,, by gegeben, fo tritt an die 
Stelle von [(sb,)— (a,*s)] oder w, jetzt [(s’°b,)— (ce, °s)]; fie 
heiße w”,. Projicirt man nun die Punktreihe s von (a,*a,) aus auf 
n’,, fo erhält man 

Punktreihe n’,,A', Cv’, A Punttreihe s,A,C,B,T. 
Projicivt man vie Punktreihe s von demſelben Punkt (a,sa,) ans 
auf ny, fo erhält man, weil nach Lehrſatz 12. n, die in (r+ y’) oder 
G, ſchneidet: 

Punktreihe u,,A’,S, B'S, A Punktreihe s,A,C,B,T. 
Projicirt man ferner die Hutireihe s vom Punkt (b,-¢,) anf »”,, 
fo erhält man: 

Punktreihe we” C, BiG", W Punktreihe 8A’, C’, BT". 
Da mm Punttreihe s,A,C,B,T A Punktreihe s,A’,C’,B’, T” 
ijt, iff alfo aud 

Punttreige n’,,A,C,%',S, A Punktreihe wv”, .b”,C,B’,S",. 
Da diefe beiven Reihen mit einem Paar entſprechender Punkte in C, 
gufammenfallen, fo liegen fie perſpectiviſch. Nach der im Lehrſatz 10. 
enthaltenen Erklärung von y/ und nach Lehrfag 12. mug nun w”, durch 
ben Durchſchnittspunkt vor [ey ba) ~ (ea" by) mit + gehen. Nach 
Tabelle t, ferner liegt vie Punttreipe w",b”,C, B'S”, auch mit 
sA,C,B,T fiir das Projectionscentrum (c,*¢,) ‘pev}pectivifeh. Es 
liegt alſo, da (cy*c,) ſich auf + befindet, or", im Durchſchnittspunkt 
(wr) von aꝰ mit r, mithin jedenfalls auf. Demnach ijt + ein 
Projectionsftrahl dev beiden perfpectivifey Tiegenben Punktreihen n’,,A’, 
C,vy' Gund wpe” C,BG",, Neunen wir den Projectionsjtrahl, 
ev vie Punkte A’, und L”, enthalt, kurz w,, den Projections}trahl, 
ber dure) vb’, und B’, geht, kurz 6,, fo miiffen fic) Deady «, und 6, 
auf 7 ſchneiden. Ferner aber liegt vie Punktreihe ny, A’, Cw 6, 
nach Labelle t, mit der Punbktreihe s',A’,C’,B’,T’ für den Punkt 
(a.* ey) perſpectiviſch (inde man tr per Tabetie’ t, nur by mit c, 
zu vertauſchen hat). G8 ſchneiden ſich daher die Projectionsftrahlen 
(C,- C,), @',-B,), (@,-T) in dem Puntte (a.*c¢,). Der 
Strahl (0b/,~ B’,) ijt aber 6,; es geht alfo 6, durch den Punkt 
(a,°¢,), oder dev Punkt (ay*e,) Liegt auf 6,. Es liegen alfo in 
den Dreifeiten 












eys'e, und agbyr 
die Durehfehnittspuntte (c,*a,), (s'* by), («1° 7) 
auf ciner und derfelben Geraden 6,. Folglich fehneiven fic) mach 
§ 3. Lehrjak 13. die Verbindungsgeraden entfprechender Ecken, nämlich 
(ey 8) ~ Ga" buds (1) “(by Ds [er ex) - a] 
oder Xy3 x2; X3} 
in einem und demfelben Punkte [x,+x,°x,] oder X. 
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Gs ift leicht gu fehen, daß man einen ähnlichen Sag erhalt, wenn 
man den Punkt C, auf andere Art bejtimmt. Man nehme nämlich 
wieder, Fig. 109a/,, einen beliebigen Punkt C’, auf s’, 3. B. zwiſchen 
Bi, und A’, an. Mach Tabelle t, erhilt man auch, wenn man vont 
Buntte (a,"b,) aus die Punktreihe * auf die Gerade n, oder (B,—A’,) 
projicirt, eine Buntteeife, die zugleich mit der Reihe s fiir pas Centrum 
(a,*a,) perſpectiviſch liegt. Ziehen wir alſo von (a,*b,) einen 
Strahl x, durch C’,, der die n, in ©, trifft, fo haben wiv, um C, 
zu finden,’ nur den Punkt ©, von (a,° ay) aus mittelft des Strahls y 
auf s zu projiciren, Der fe erhaltene Bunft (sy) ift der dem C’, 
entiprecende Puntt C,, und (C,—C’,) dev Projectionsftrahl Cy 
Auch Hier können wir uns wieder den mit c, aufr convergivenden Pro- 
jectionsftrahl c, gezogen venfen. Stellen wir uns vor, es feien ftatt 
ay, a3 b,, by die Strablenpaare aj, Ans Cy, Co gegeben gewefen, 
fo tritt an e Stelle von [(s’*a,) — (by * “)t over n, die Gerade 
[(s'*a,) — (ce, ); fie beige n’,; ſtellen wir ms sn C33 ie b, 
als gegeben vot, fo tritt an die Stelle von [sb (a, °s)] ober 

bie Gerabe [(s’*b,)~ (c, *8)]; fie heife we Roi ht man nun 
nie Punktreihe s? von 443 aus aufn’,, fo erhält man 

Punttreije n’,,A’,C,vo',6’, A Punttreife s,A,C,B,T. 
Projicivt man die Punktreihe s von vemfelben Punkte (a,-a,) aus auf 
ny, fo erhält man, wenn man den Punkt (r+ y), in dem nach Lehre 
fag 12. die n, die + ſchneidet, durch G, bezeichuet: 

Puntireigje n,,A’,2,B,6, A Punttreihe s,A,C,B,T. 
Projicivt man ferner die Pluttzelhe s’ von (b,*c,) aus anf u, fo 
ergiebt ſich 

Punbktreihe w”, eC, B'S", Punttreihe sA’,C’,B’, T’. 

Da nun Punttreihe s,A,C,B,T Punktreihe s,A’,C",B’, T’ iſt, 
fo ift aud 

Punktreihe n’,,A’,C,%’,6’, A Punktreihe w”,&”,C,B’,6",; 
und beive liegen, da in C, ein Paar entſprechende Punkte zuſammen— 
fallen, perſpectiviſch. Mach Lehrfag 12. mug mm wv’, durch den Durch— 
ſchnittspunkt von [(c,*b,)~(e,*b,)} mit 7 gehen. Ferner Liegt nach 
Tabelle t, Punktreihe wv”, &”,C, B'S", mit Punktreihe s,A,C,B,T 
fiir Centrum (c,-c,) perſpectiviſch. Es mug alfo &’, auf 7 fic) be- 
finden. Folglich ift + ein Projectionsftrahl ver beiden perſpectiviſch lie— 
genden Bunttreifen n’,,A’,C,vo",6", und wh CB ey Es heiße 
mint wieder (A’,— b”,) umd (1“, — B’,) bezüglich «,, 6,5 fo ſchneiden 
fich alfo «, und 6, auf 7. Nach Tabelle t, liegt ferner Punktreihe 
n’,,A’,C,v’,6’, mit Punktreihe s/A’,C’, B, T’ für bag Centrum 
(ayre c ) perfect Es ſchneiden fia paler die Projectionsftrahlen 

vb’, — B’,), (@’,— T’) in (a,*¢,); es et alfo (v’,-B’,) 
over 6, i (ay ¢,), ober (a,*e4) liegt auf 6,. G8 Tiegen alfo 
in den Dreifeiten 

Weißenborn, Projection. 18 
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e,se, und ayb,r 
die Durchſchnittspunkte (c,*a,), (s'b,), (@,"7) 
auf einer und derſelben Geraden 6,. Folglich ſchneiden fic) nach § 3. 
Lehrſatz 13. die Verbindungsgeraden entſprechender Ecken, nämlich: 
(ers) ~ Gu bib (6) ~ baa) [es er) 7 @ ad] 
oder x3 Xo} X55 
in einem und demfelben PBunlte [x,-x,"x,] oder X. 
Ganz Analoges läßt fich von den vie Curve k, erzeugenden 
Strahlbiifheln zeigen, indem wir noch einen Projectionspuntt fuchen. 
Nehmen wir, Fig. 109. b. einen Strahl co’, an, und ſuchen den auf 
ihm liegenden Curvenpunft C,. Zu dem Zwede haben wir nuv den 
dem Strahl c’, entfprechenden Strahl c, 3u ſuchen. Mach Tabelle T, 
erhalt man, wenn man an N, als Scheitel einen Strahlbüſchel con- 
ftvuivt, dev mit dem Strahlbüſchel 8’ fiir (A,—B,) als Projections 
axe perſpectiviſch liegt, einen Strahlbüſchel N,, dev zugleich mit dem 
Strahlbüſchel S fiir (A,— A,) als Axe perſpeetiviſch liegt. Suchen 
wir alfo den Durchfchnittspuntt von ce’, mit (A,—B,), alfo X,, und 
verbinden ifn mit N, durch die Gerade c,, fo haben wir, um ec, an 
S gu finden, nur den Durchſchnittspunkt Y von c, mit (A,~A,) zu 
fuchen, und (S—Y) zu giehen, fo ijt dieß ver Strahl c,, und der 
Durchſchnittspunkt (c’, c) ift ver gefuchte Curvenpunft C,. Da ec’, 
gwifden a’, und b’, liegt, muß aud) c, zwiſchen a, und b,, alfo 
(C,~ T) jedenfalls zwiſchen (A,— A,) und (B,— B,) liegen. Es mug 
alſo anf (C,—T) nach Lehrſatz 3. noch cin Curvenpunft C, liegen. 
Denkt man fich als die urſpruͤnglichen Curvenpuntte nicht A,, A,; B,, 
B,, foudern A,, A,; C,,C,; fo tritt an die Stelle von [(S’-A,) + (By 
—S)] ober N, jest ver Puntt [(S’-A,)-(C,-S)]; er heige N’,; 
benft man fic) C,, Co; By, B, gegeben, fo tritt au die Stelle von 
[(S'—B,): (A, 8)] over’ 96, jegt [(S'— By) “(C,—S8)] ev Geife 
oe" ,. Sucht man ven Strahlbiifeyel mit dem Scheitel N’,, dev mit 8 
fiir die Ae (A,—A,) perſpectiviſch liegt, fo erhält man: 
Strahlbüſchel N’,,a',¢,6,, Strahlbüſchel S,a,c,b,t 
Sucht man ven Strahlbüſchel mit vem Seheitel N,, ver mit S fiir 
diefelbe Gerade (A,—A,) al8 Axe perfpectivifeh liegt, fo ergiebt fic): 
Strahlbüſchel N,,a’,c,b,t, A Strahlbüſchel Sac, byt. 
Sucht man ferner den Strahlbüſchel I0”,, der mit 8’ fiir (B,—C,) 
perſpectiviſch liegt, fo findet man: 
Strahlbüſchel IG”, c,b’W”, A Strahlbiifdhel Sa’ yc’ bt. 
Es ift alfo wegen der Conformitdt ver Strahlbüſchel S und 8: 
Strahlbüſchel N’,,a’,0,8/V, Strahlbüſchel IC", «!”,c, bi wy. 
Da beide mit den entfprechenden Strahlen c, zuſammenfallen, 
fo liegen fie perſpectiviſch. Aus Lehrfag 12. und der Erklärung von I’ 
in Lehrſatz 10. folgt mm, daf 96’, und [((C,-B,)-(C,-B,)] auf 


3) 
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einer durch T gehenden Geraden fiegen. Nach Tabelle T, ferner 
liegt der Strahlbüſchel 9G”’,,a”,c,b’,v”, auch mit dem Strahlbüſchel 
Sja,c,b,t fir (C,—C,) als ze perfpectivife); es muß alfo b”, 
burch T gehen; folglich ift T ein Projectionspuntt der perfpectivif dy 
liegenden Strablbiijhel N’,,a’,c,6',V, und I", a,c, byt’,. Bee 
zeichnen wir nun den Projectionspuntt (a’,7@",) durch &,, den Pro- 
jectionspuntt (6° b’,) burch %,, fo mug alfo (4% 1) durch T 
gehen. Ferner liegt der Strahlbüſchel N’y,a’,c,8’", mit S,a', 
c’,b’,t’ nach Labelle T, fiir Axe (A,—C,) peal. Es liegen 
atjo (cy ‘ec, (by 8 5 (tH), oder (ey c,), w,, (V,) auf 
ber Geraden (A, C,), daher liegt vw, auf (A,—-C,). Es gehen 
alfo in den Dreiecken 
CS, ud A,B, T 

die Verbindungsgeraden 

(C,~ Aa), &B,), 7) 
durch denfelben Punkt vs,. Daher Liegen nach § 3. Lehrfag 13. die 
Durchſchnittspunkte entſprechender Seiten 
(C78) As Bills (S41) Biv M] Cα.M 
oper =X; 
auf einer und derſelben Geraden (x, —X,—X,) ober x. 


Aehnliches findet ftatt, wenn man den Strahl c, anf andere Weife 
beſtimmt. Man nehme, Fig. 109. b’., einen Etrahl c', an. Nach 
Tabelle T, erhält man auch, wenn man vom Puntt N, aus Strahlen 
nach de Durchſchnittspunkten des Büſchels S’ mit ver Geraden (A,—B,) 
gieht, einen Strahlbüſchel, dev gugleic mit dem Büſchel S fiir die 
Ave (A,—A,) perfpectivifeh liegt. Gucht man alfo den Durchſchnitts— 
punft X, des Strahls oc’, mit (A,—B,), zieht vie Gerade (N,—X,) 
ober cg, welche die (A,—A,) in Y trifft, und dann (S—Y), fo ijt 
dieß ber gefuchte Strahl e, und (c',c,) ift Cy. Auch hier mug 
auf (O,~ 9 noch ein Punkt C, liegen. Stellt man vor, daß 
A,, Ay; C,, C, ſtatt A,, Aas Bi, B, ae gewefen fein, fo 
tritt an ue "Stelle von [(S’'- A, “(By — over N, der Punkt 
[(S'—A,)*(C,~S), welder N’, beige ſeien ee C,; ’B, B, ur⸗ 
ipviingtich gegeben, fo tritt an ‘bie Stelle von {(e'- *B 1) (A,-8)] 
ober 96, der Punkt [(S’—B,)+(C,—S)]; er heiße 9”,. Man ziehe 
von Ne aus Strahlen un den Ducchſchuitlspuntten· der Strahlen 
bes Büfchels S mit (A,—A,), fo erhält man 

Strahlbüſchel N’,,a’,c,8',", Strahlbüſchel Sac, b,t. 

Bieht man von denfelben Ourchfehnittspuntten auf (A,—A,) aus 
Strahlen nach N,, fo findet fic) 
Strahlbüſchel N,,a’,egbyb, A Strahlbüſchel S,aye,b,t. 
Bieht man ferner von den Durchſchnittspunkten ver Strahlen des 
Strahlbüſchels S’ mit (B,—C’,) Gerade nach 96”, fo entfteht ein 
18* 


X35 
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Strahlbüſchel 96" ,,0" eb’ W”, Strahlbüſchel Sia’ ,c’b’,t. 
Es iſt alfo 

Strahlbüſchel N’,,a’,0,8' 0, A Strahlbiifehel Iv’ ,,«” c,d’ yey; 
und beive liegen, weil fie den Strahl c, gemein haben, perfpectivifeh. 
Nach Lehrſatz 12. Liegen mim Iv’, und [(C,-B,)*(C,—B,)] auf 
einer durch T gehenden Geraden; ferner mug, da nach T, Strahle 
büſchel 90" ,,@” co, b’,W”, und Sa,c,b,t fiir Axe (Cy-C,) perfpece 
tiviſch liegen, i“ durch T gehen. G8 ijt daher T cin Projections 
punkt ber beiden perfpectivife liegenden Strahlbüſchel N’, und 9v”,. 
Heißen wieder (a’,°«”,) und (64° b’,) begiiglich ob, wh,, fo geht 
alfo (%&,—%,) durch T. Nach Labelle T, liegt ferner Strahlbüſchel 
N’,,a',0,8,", mit S'a’,c’:b’t fiir Ure (A,—C,) perſpectiviſch. 
Es liegen alfo die Projectionspuntte (c,*c’,), (y°b’,), 4°), oder 
(c,7¢7,), %,, (H5° t’) auf derfelben Geraden (A,—C,), oder (A,-C,) 
geht durd) w,. Es gehen alſo in den Dreiecten 

C,S, und A,B,T 

die Verbindungsgeraden 

(C,-A,); SB); Ce T) 
durch einen und denfelben Punkt vs. Folglich liegen nach § 3. Lehre 
fag 13. die Durchſchnittspunkte entfprechender Seiten, nämlich 
(C,-8) (ABI; (84%) B.- 7); (4.71) (A) 
oder: X43 Xa; X,; 
auf einer und devfelben Geraden (X,-X,—X,) oder x. 

G8 gingen alfo in Fig. 109. a, die Geraden [(c,+s")— (a,*b,)]; 
(s'*a,) —(b, *7)]; [(e,"¢,) ~ (r+ ay)] durch denfelben Punkt. Da 
mun (s'*@,) identifc) ijt mit (s’*a,), (b,* 7) identifeh mit (b,*b,), 
(@,"¢,) mit (b,*¢,), (r+ a,) mit (a,+a,), fo fann man alfo auch 
fagen, die Geraden [(c,*s’) ~ (a,*b,)]; [(s’* ay) ~ (by by); [(by*e,) 
~(a,'a,)] gehen durch denfelben Bunté X (f. Fig. 110a.). Ebenjo gingen 
in Fig. 109.a’. die Gevaden [(c,- s’) — (a, b,)]; —5)3 
(@,"¢,)—(r*a,)] durch denfelben Puntt, oder, da (s’+a,) mit 
(s'ta,), (bytz) mit (b,"b,), (@,"¢,) mit (by*e,), (*a,) mit 
(a,*a,) identifc) ijt, es gehen die Geraden [(c,+s’)—(a,*b,)]; 
(s'a,)— (by *b,)]3_ [(b2*e,) ~ (ay a,)] durch denfelben Puntt 
f. Sig. 109.4. Es ift aber in Fig. 109.a. und Fig. 110.a. [(a,*s’) 
~(by*b,)] die Verbindungsgerade der erſten and vievten, [(s’*¢,) 
—(b,‘aa)] die Verbindungsgevade oder Diagonale dev gweiten und fünften, 
(cy' by) —(ag* a,)] die Berbindungsgerade der dvitten und ſechſten Ede 
im einfachen Sechsſeit a,s’c,b,b,a,; ebenfo ijt in Fig. 109. a’. und 
Big. 110.a”. [(a,*s’) — (b* b,)] die Verbindungsgerade dev erſten und 
vievten, ((s’*c,) — (b,*a,)] die Verbinrungsgerade dev zweiten und 
flinften, [(c,"b,)—(a,*a,)] die Verbindumgsgerare der dritten und 
fechften Ecke im cinfachen Sechsſeit a,s’e,b b,a,. Ferner lagen in 
Big. 109.b. die Buntte ((C,-8)-(4.,-B,)) (S-2,)-B,-N)}, 
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(%,—C,)-(T—A,)] auf derfelben Geraden, und es ijt hier (S’—,) 
mit (S’-A,), (B,~T) mit (B,~B,), (&,—-C,) mit (B,-C,), 
(T-A,) mit (A,—A,) identifeh; man fann alfo jagen: die Punkte 
(C,-8)-(A,- BP (8 A,)(B,-B,)} (By C,)-(A,- Aa) 
Tiegen auf derfelben Geraden x (f. Fig. 110b.). Ebenſo lagen in 
Fig. 109b’ die Puntte [(C,-8')*(A,-B,)], [(S’--%e,)*(B,-T)], 
(&,—C,)*(T-A,)] auf verfelben Geraden; hier ift [(S’—,) mit 
(S—A,), (B,-7) tit (B,~B,), (&,~C,) mit (B,-C,), (TA, 
mit (A,~A,) identifeh. Wir fagen alfo: die Punkte (oO, -8): (Ay 
~B,)}, (As) (B,-B,)), ((By-C,) (A, Ay)} Tiegen auf bere 
felben Geraden. G8 ift aber in Fig. 109. b. und Fig. 110. b. [( 
—8’):(B,—B,)] der Durchſchnittspunkt der erſten und vierten, (a 
—C,): (B,—A,)] ver Durchſchnittspunkt der gweiten und fünften, 
(C,-B,)*(A,~A,)] ber Durchſchnittspunkt er dritten und ſechſten 
Seite im einfachen Sechseck A SC, B,B,A,. Chenfo ijt in Fig. 109.b’. 
und Gig. 110.b. [((A,-S)*(B,—B,)] der Durchſchnittspunkt der 
erften und vierten, [(S’- C,)*(B,— A,)] der Durchſchnittspunkt der 
zweiten und fiinften, [(C,-B,)*(A,—A,)] der Durchſchnittspunkt der 
dritten und fechften Geite im einfachen Sechseck A,S'C,B,B,A,. 
Wir fehen daher: Es iſt nach § 5. Lehrſatz 7.: 

Im einfachen Sechsſeit a,s’c,byb,a, ober a,asb,boc,8" 
Punktreihe a, (a,*s’) (a,° a) (ay b.) (ay ey) W IV. a) 
Punktreihe b,,(b,* 8’) (b,* ay) (by b,) (by* ¢,)- uo 

Im einfachen Sechsſeit a,s’c,bob,a, ober a,a,b,byc,s" 
Punktreihe ay,(ay* s’) (a,*a,) (ay by) (ag ey) W IV. b) 
Punktreihe b,,(b,* 8’) (b,*a,) (b,* by) (by* ¢,)- * 

Sm einfachen Sechseck A,S'C,B,B,A, oder A,A,B,B,C,S’ 
Strahlbüſchel A, (A,- 8) (A,— A,) (Ay~ B,) (Ay7 C0 IV. 2) 
Strahlbüſchel B,,(B,— 8) (B, - A,) (B,~ B,) (By~ C,). 

Sm einfachen Sechseck A,S’'C,B,B,A, oder A,A,B,B,C,S 
Strahlbüſchel A, (A,— 9’) (A,~ A,) (A,~ B,) (A,~C,) 0 1V.b) 
Strahlbuſchel B,,(B,~ 8) (B,~ Ay) (B,-B,) (By-C,). fo 

Wir hatten uns nun beim Beweife dieſer Sake auf den Fall 
beſchränkt, dag C, zwiſchen A, und By, C’, zwiſchen A’, und BY 
und (c,+¢,) anf der den unendlich entfernten Punkt von 7 enthal- 
tenden Stree zwiſchen (a,*a,) und (b,*bs) lag. Es läßt fich 
aber ebenfo der Beweis auch filhren, mag (c,* cy) gwifehen (a,*a,) 
und (7*8’) ober zwiſchen (b,*b,) und (r*s) Tiegen, und ebenfo läßt 
fich cin Gleiches geigen fiir den Strahl c,, wenn man alfo OC’, 
zwiſchen (s+s’) und (s’*r) gewählt hat. Ge nachdem man nun 
beweiſen will, daß fiir c, cine ähnliche Gleichung wie IV. a) gilt, 
Hat man, je nachdem c, die r zwiſchen (a,*a,) und (b,*b,), ober 
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zwiſchen (a,ta,) und (s’* 7) oder zwiſchen (b,*b,) und (s* 7) liegt, 
die Punktreihen s und s’ auf verfehiedene Gerade gu projiciven, ebenfo, 
wenn man zeigen will, dag für c, ein Gag analog dem in IV. a) 
aufgeſtellten gilt, Ferner hat man verſchiedene Gerave anzuwenden, 
wenn man zeigen will, dag ein dem Sag IV. b) analoger gilt, mag 
(c,°¢,) zwiſchen (a,ta,) und (b,*b,), oder zwiſchen (a,* ay) und (s’ 
oder zwiſchen (by by) und (s* 7) liegen; und daß ein Gleiches 
c, gilt, Da c, oder cy die r anf dev endlichen Strecfe P'T tr 
ijt, wie ſogleich aus der Anfeinanderfolge der Punkte hervorgeht, un- 
miglich. Es follen num die verfehiedenen, in Anwendung zu bringenden 
Geraden, wie n,, wy, n'y; ng, Wy, n'g, ete. flix die verfehiedenen 
12 Faille anfgesahlt werden. Zu dem Zwecke wenden wir vie fchon 
im Borigen gebrauchte Bezeichnung an. Wir bezeichnen nämlich die 
in Anwendung fommenden Geraden der Tabelle t,, wenn man dort 
Cy, Cy ftatt by, by fegt, durch denfelben Buchftaben, wie in t,, nur 
mit einem Strich verſehen. Qu Tabelle t, war 3. B. [(s’*b,) 
—(ag's)| mit w, bezeichnet; demnach heißt [(s’* cs) ~(a,"s)] jetzt 
w,, Wenn man in Labelle t, c,, c, ftatt a,, a, geſetzt gu denken 
hat, fo foll rie Gerade durch denſelben Buchftaben, wie in t,, aber 
mit zwei Strichen bezeichnet werden; demnach heißt [(s’* b,) — (cy"s)] 
jest w”, u. f. w. Demnach fann man fagen: 





ty. 
I. 1) Um den Sag IV. a) für c, gu beweifen, projicive man ftets 
in a), 6) und y): 
C', von (a,*b,) auf n, nach ©,, und ©, von (a,"a,) 
auf s nach Cy. 
a) Liegt (c,7 cy) zwiſchen (a,*a,) und (b,*b,), fo projicive 
man weiter: 
s bon (a,'a,) und s’ von (a,*c,) auf n’,; 8° von 
(by*¢,) auf wy. 
B) Liegt (c,* cy) zwiſchen (a,-a,) und (': 7), fo projicive 
man ftatt deffen: 
s bon (a,*a,) und s’ von (a,*c,) anf w’,; 8” don 
(b,*¢,) auf «”,. 
y) Liegt (c,* cy) zwiſchen (by' ba) und (8* 7), fo projicive 
1 Pe 
mam: 


8 bot (a,‘a,) und s’ von (a,*c,) auf n'y; 8° bon 
(by*¢,) auf n”,. 
2) Um den Sak IV. b) fiir c, gu beweiſen, projicive mam ftets : 
OC’, von (a,*b,) auf n, nach S,, und ©, von (a,*a,) 
auf s nad Cy. 
a) Yiegt (c,° ¢,) zwiſchen (a,°a,) und (b,*b,), fo projicive 
man weiter: 


IL 1) 


2) 
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s bot (a,‘a,) und s’ von (a,*c,) auf n’,; 8’ bon 
(b,* ¢,) auf wy. 
B) Liegt (cy* cy) zwiſchen (a, a) umd (s’*7), fo projicive 
man: 
s vot (a,‘a,) und s’ von (a,*c,) auf v4; s’ von 
(by ey) auf w%. 
y) Liegt (1° c,) zwiſchen (by-b,) und (s*7), fo projicire 
man: 
8 bor (a,*a,) und s’ von (a,*c,) auf n’,; 8” von 
(ba*¢,) auf n”,. 
Um den Sag IV. a) für c, gu beweifen, projicive man ftets: 
C’, von (a,°b,) auf n, nach Sj, und ©, von (a,*a,) 
auf s nad C,. 
a) Giegt (co*c,) zwiſchen (a,*a,) und (b,*b,), fo projicive 
man weiter: 
s bon (a,‘a,) und s’ bon (ag*c,) auf m’,; 8’ von 
(ba ea) auf wy. 
2) Liegt (cy*e,) zwiſchen (a,a,) und (s'*7), fo projicive 
man: ° 


s vot (a,'a,) und s’ bon (ay*c,) auf ws 8’ bon 
(by ey) auf w",. 
”) Siegt (co*¢,) zwiſchen (by*b,) und (sr), fo projicire 
man: 
s bon (a,;*a,) und s’ von (a,*c,) anf m’ 5 s’ von 
(b,*¢,) auf m”,. 
Um ben Sag IV. b) für c, gu beweifen, projicive man ftets: 
C’, von (a, b,) auf n, nach Sy, und ©, von (a,*a,) 
auf s nad C,. 
a) Sst (eae) zwiſchen (ays a.) und (b,*b,), fo projicive 
a eiter: 
8 von (a,*a,) und s’ von (ay*c,) anf m’,; 8’ von 
ba*¢,) auf w”,. 
B) Viegt (c,*c,) zwiſchen (a,*ag) und (s’*7), fo projicive 
man: 
s von (a,'a,) umd 8’ bon (a,*c,) auf w’,; 8” vow 
(b,*¢,) auf w”,. 
y) Sieg (eg*¢,) zwiſchen (b,*b,) und (s*7), fo projicive 
man: 
s Yon (a,'a,) und s’ von (a,*c,) auf m’,; s’ von 
2° Ca) auf m’,, 
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Man fieht, wie in jedem der drei Fille a), B), y), die in jedem 
allgemeineren Fall vorfommen, die Projectionscentra immer dieſelben 
bleiben, 3. B. in J. 1) a), 6), y) (a, a2), (a7 e,), (be* ey). 
Ferner bemerft man, daß in den Fallen J. 1) und f. 2) nur Gerade 
der erften beiven Gruppen ver Tabelle t,, nämlich w und n, dag in 
den Gallen II. 1) und II. 2) nur Gerade der Legten beiden Gruppen 
ver Labelle t,, nämlich w und m als Projectionsaxen vorfommen; 
ferner daß nur die acht Geraden w,, w,,m,, My; und wy, w,, M,, Ny, 
welche die erſte und gweite Quaternion vev in Lehrſatz 12. erwähnten 
12 Geraden bilden, und feine dev Geraden wy, wz, m,, m,, welche 
bie dritte Quaternion bilden, vorkommt. — Cine ganz ähnliche Tafel 
läßt fich für vie Strahlbiifehel aufſtellen. Wenn man fich an 8 1. 
Erklärung 3. evinnert, ver zufolge alfo ein Strahlbüſchel M,pqrs von 
einem Punkte M’ aus auf eine Gerade u projicirt, heift, wenn von 
MW nach den Qurehfehnittspuntter (up), (as q), (usr) (u's) die 
Strahlen p’, q’ x, 8 gezogen find, fo daß Strahlbüſchel M und M’ 
für bie Gerade u als Axe perfpectivife) Liegen, und wenn man dann 
p’ die Projection von p und umgefehrt, q’ die Projection von _q und 
umgefehrt, u. ſ. w. nennt, fo fieht der Anfang der fic) fiir Strahl 
büſchel ergebenden Tabelle fo aus: 


7 


as 
LT. 1) Um den Sag IV. a’) fiir C, gu beweifen, projicive man ftets, 
in a), 8), 9): 
ce, von N, aus auf (A,~B,) nach c,, c, von 8 ans 
auf (A,~ A,) nad) c,* 
a) Liegt (C,—C,) zwiſchen (A,— A,) und (B,—B,), fo 
projicive man weiter: 
S und 8’ von N’, and begiiglich auf (A,~A,) und 
(A,~ ©,); & von 96", aus auf (B,- C,). 
B) Liegt (C,— Cy) zwiſchen (A,— A,) und (S'— T) fo pros 
jicive man ftatt defen: 
S und YF von 9’, aus begiiglich auf (A,-A,) amd 
(A,~ C,); & von 96”, aus auf (B,- C,). 
y) Liegt (C,— C,) zwiſchen (B,-B,) und (S~T), fo pro- 
jicive man: 
S und 8’ von N', ans bezüglich auf (A,~ A,) und 
(A,~ C,); & von N”, aus auf (B,-C,) 
u. ſ. w. e, von N, aus anf (A,—B,) nach c, projiciven heißt alfo 
Hier, den von N, ausgehenden Strahl o, fuchen, der vie (A,—B,) 
in demfelben Punkt ſchneidet, wie c’,, ete; S von N’, aus auf 
(A,~A,) projiciven heift die von N’, als Scheitel eines Strahlbüſchels 
ausgehenden Strahlen fuchen, welche die (A,—A,) in denfelben Buntten 
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ſchneiden, wie die Strahlen des Büſchels S ete. Kurz man fieht, dak 
man bet diefer Bezeichnung in der vorigen Tabelle t, außer einer fleinen 
Wortumſtellung nur vie fleinen Buehftaben mit ven grofen zu ver— 
tauſchen braucht. Sowie in t, die Projectionscentra (a,*a,); (a, *e,), 
(by'c,) u. f. w. fiir jede in derſelben griferen Ubthetlung ftehende 
Unterabtheilung o), 6), y) diefelben waren, fo iſt dieß hier mit den 
Projectionsayen (A,—A,), (A,~C,), (Bz-C,) u. ſ. w. der Fall; 
und ebenfo fommen nur die acht Punkte dev zwei erſten Quaternionen 
des Lehrſatzes 12., ,, W, M,, N, md SN, We M,, Ny, dae 
gegen feiner der Punkte IL,, OI, M,, M, der dritten Quaternion vor. 
Es gelten demnach die Sage IV. a), IV. b), IV. a’), IV. b’),- 
für jedes beltebige c,, cy, Cy, Cy. Sucht man alfo auger dew vier 
urſprünglich angenommenen Projectionsftrahlen und Projectionspurtten, 
ay, Oy} by, bo; Ay, Ag; By, By, von denen (a,*a,), (b,*b,) 
auf 7 fliegen und (A,~A,), (B,—B,) durch T gehen, einen beliebigen 
fiinften c, C, fo gelten, wo er auch fliegen mag, fiir ihn die Sige 
IV. a), IV. b), IV. a’), IV. b’). Bergleichen wir vieje Sige mit 
ben in III. a), III. b), III. a’), III. b’) aufgeftettten, fo fehen wir, 
daß die in den Conformititsgleicungen TV) vorfommenden drei erſten 
Punkt- oder Strahlenpaare ſchon in den Conformitätsgleichungen III) 
entfprechende Punkte oder Strahlen find, es mug alfo auch das vierte 
Punkt- oder Strahlenpaay in TV) cin Paar entfprecjender Punkte ober 
Strahlen in III) fein. Es mug alfo fein, wenn wir c, C fiir c,,C, 
ſchreiben; und ba daffelbe, was von einem Projectionsftrahl c gilt, 
aud) von jedem anderen, 3. B. d (Hier nicht gu verwedhfeln mit dem 
d,, d, in Sig. 108.a., das hier gebrauchte d ohne Marke bezeichnet 
einen beliebigen Projectionsjtrahl), e, f g,.... u. ſ. w. gilt, umd 
ein Gleiches bet Strahlbüſcheln ftatt hat: 
Punktreihe ae, (@,* 74) (ay by) (@r"8) (@," ba) (ay" #2) 
781) G8) 9 GA O.9) Amel yg) 
Punktreihe b,,(by*a,) (b,*7,)% (by" 8) (byba) (by" a) 
(by7@2) (by°8) (bye) (by*d) (bye) (yf) ve 
Punttreihe ag,b,(a,"s’) (a*a,) (a,°7,) (a,"b,) (ay* 
(gba) (@g-72) (82°C) (@2°d) (a"€) (a,'f) 
Bumtteeije b, (by ay) (by) (by a) (by 4) 8 (bys) 
(Dy by) (by 2)(by"€) (B, -d) (bye) (by"f) 
Strahlbüſchel ,,«,(A,—1,) (Ay~B,) (A,-8) (A, ~B,) 
(A, ~My) (A,~A,) Ay" 8) A,-0) (AD) 
(A,~E) (A,- FF)... © V. 2") 
Strahlbüſchel B,,(B,—A,) (B,—-U,) 6,(B,-S) B,-B,)( * 
(B,~M,)(B,~ Ay) (B,- 8) B,~ 0) (B,-D) 
BH) BF)... 





V.b) 
\ 
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Strahlbüſchel Ayey(A,-8) (Ay A,) (AQT) (ALB, 
(A.~S)(Aa~B,)(A.~M,) (A. ©)(A,-D) 
(A,-E) (A,B)... W ¥.¥) 
Strahlbůſchel Buy A) BS) B.A.) BIEL ; 
@,~8)(,~B,)(B,-0,) B,- ©) B,D) 
(B,~ E) (B,-F).... 
Es ift alfo für irgend welche Brojectionsftrahlen und Projectionspuntte 
ce, d,e, f....3 0, D, E, F.... kurz: 
Punttreihe a, v,(a,*b,) (a,* e) (a,* d) (a,.e) (a,*f) 
Punttreihe b,,(b,*a,)%,(b," ec) (b,'d) (bye) (by f 
Punktreihe a,,%,(a,*b,) (ag* c) (ay d) (ag' €) (ay*f) we A 
Punktreihe b,,(b,* a2) V,(b,* o) (by d) (bye) (by* f) . 
Strahlbüſchel A, «,(A,~B,) (Ay ©) (AyD) (A, B) 
(A,7F) ... 





a a) 





Strahlbüſchel B,,(B,- A,) 8,(B,~ C) (B,D) (B,- E) Via’) 
B,-F)... 

Strahlbüſchel A,,«,(A,~ B,) (A,~ C) (A,~ D) (A,~ EB) 
A Pm ® (oe yy 

Strahlbüſchel B,,(B,— A,) &,(B,- C) (B,D) (B,- E) . 
(By F) we 


Es werden alfo die Projectionsftrahlen a, und b,, a, und b,, 
mögen fie die urfpriinglicen Punktreihen s, s’ auf derfelben Seite von 
(8*8) wie a,, by, fo ſchneiden, dag ſowohl (a,-s) als (b,*s) auf 
ber Stree P oT’, (a,*s’), (by 8’) anf ver Strecke P’ col” liegt, 
oder migen fie s und s’ fo ſchneiden, dag, wie bei a,, b, von ven 
Durchſchnittspunkten (a,*s), (b,*s) erftever auf PT, letzterer an’ 
Po, von (a,*s’), (by*s’) evfterer auf PT’, legterer anf P’ oT 
Liegt, ftet in den Durchſchnittspunkten von beliebigen anderen conform 
getheilt; denn ber Fall ay, ba ift ganz analog dem Fall a,, b,. 
Daf ferner dies Geſetz auch fiir gwei auf zr fich ſchneidende Strahlen 
417%, b,, by gilt, ergiebt fich ſchon aus den Conformititsgleidungen 
Jia) und 1.b) (Geite 258.). Ebenſo entftehen an den Projections- 
puntten A,, B,; A,, B,, migen fie, wie erftere zwei, beive auf der— 
felben, oder wie Lebteve gwet, auf verfcjiedenen Seiten von (S—S’) 
liegen, durch die Verbindungsgeraden mit beliebigen anderen Projec- 
tionspunften conforme Strahlbüſchel. Daß ferner dieſes Gefes auch 
fiir zwei Bunfte A,, A,; B,, B,, deren Verbindungsgerade durch T 
geht gilt, ergiebt ſich ſchon aus den Conformititsgleidunigen 1. a’) und 
1b’) (Geite 258.). 

Wir Hatten uns bisher nur mit den Curven K’, und k, beſchäftigt. 


§ 11. GEntwidelung her Kegelſchnitte. 283 


Es ift aber ans vem Visherigen lar, daß der gange bisherige Beweis 
nirgends einen Unterfchied gu machen gendthigt war, ob die urfpriing- 
lich gegebenen Pnnktreihen s und s’ nur im Ullgemeinen conform, oder 
im Gpeciellen proportional getheilt find. Es mug alfo alles Bisherige 
auch von der Curve K’, (f. Erklärung 5). gelten. Es verfteht ſich 
aber von felbft, dag von der Punktreihe, die auf der unendlich ent— 
fernten Geraden liegt, nicht die Rede fein kann, da ihre Richtung eine 
völlig unbeftimmte fff. Bet entgegengefest verlanfenden Punktreihen 
Big. 111. (Taf. TX.) miiffen fich nach Lehrſatz 3. in jedem Punkt ver 
Strede P'T gwet Projectionsjtrahlen ſchneiden, z. B. a,,a,; b,, by. 
Aus der Aufetnanderfolge dev Punkte überzeugt man ſich ſogleich, daß 
fein Projectionsftrahl bie + auf ver Strecte P’oT treffen kann. 
Verfteht man wieder, wie im Borigen, unter y’ die Gerade [(a,*b,) 
—(ay*b,)|, fo fieht man fofort, dag fie ftets die + anf rer Strede 
P'T ſchneiden mug, verfteht man unter y die Gerade [(a,"by)~ (abs) h, 
fo fieht man, daß fie die + ſtets anf P’ooT fejnetden mug. Da nun 
aud die Sage über das vollftindige Sechsſeit in § 5. Lehrſatz 6. und 
Lehrſatz 7. von dev Lage dev Punttreihen ganz unabhängig find, und 
auf diefe umd die Lage von »’ alfein der vorige Beweis fich griindet, 
fo fieht man, dag derfelbe auch fiir K’, gilt. — Ebenſo fieht man, dak 
der bisherige Beweis auch fiir vie Curve k, ohne Weiteres giiltig 
jein mug. Man überzeugt fic) ferner leicht, indem man in Fig 63. 
einen der Puntte D,, F,, Ay, E, im das Unendliche rücken läßt, 
(3. B. indem man d, und d, parallel annimmt, in weldem Falle 
D in o fiegt), oder, indem man an die Stelle des einen Strahl— 
büſchels 3. B. 8, einen Parallelſtrahlbüſchel fest, alfo S, als im 
Unendlichen liegend anfieht, daß auch dann vie Sake § 5. Lehrfag 6. 
und Lehrſatz 7. noch gelten, indem die dort gegebenen Beweife dadurch 
feine Movification erfeiven. Man kann fogar zwei Punfte als im 
Unendlichen liegend anfehen, nur diirfen fie nicht zwei auf einander 
folgende Puntte fein, 3. B. nicht der erſte und zweite, oder dev zweite 
und dvitte u. f. w., indem fonft das Sechseck Fig. 63. in ein Fünfeck 
mit einem unendlich entfernten Puntt übergehen würde, wohl aber 
3. B.D and F,, indem man d, || dg, f, |] f, fein (apt. Dann tritt 
an die Stelle von A,F, eine durch A, gehende parallel gu f, oder 
f, verlaufende Gerade, und der Beweis bleibt ungeändert. Setzt man 
jedoch an die Stelle des einen Strahlbüſchels 3. B. an die Stelle von 
S, einen Parallelſtrahlbüſchel, nimmt alfo S, als unendlich entfernt 
an, und zugleich einen anderen Punft, 3. B. F,, indem man f, und 
alfo aud) a,, 63, d, || f, nimmt, fo lift fi, da man fiir A,F, 
jest den Strahl a, felbft befommt, fein beftimmter Strahlbüſchel 
angeben, der mit S; und S, gugleich perſpectiviſch (age; ebenfo wenig 
fonn dieß gefchehen, wenn man fiir S, fowohl als fir 8, Parallel: 
ſtrahlbüſchel ſetzt. Man fieht demnach fogleid), daß fiir alle in en d— 
licher Entfernung liegenden Punfte der Curve k, und k, der bis. 
herige Beweis ungedndert bleibt, ebenfo, dak ex ungedndert bleibt, 
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wenn man fiir einen der Puntte A,, A,, B,, B, den unendlich 
entfernten Curvenpunft fegt. Es gilt alfo insbefondere alles von den 
endlichen Punkten Gefagte auc) von dem unendlich entfernten Punkt 
der Curve k,. Auch gelten die bisherigen Beweife und Sage noch, 
wenn man fiir zwei der in ihnen vorfommenden Brojectionspuntte die 
unendlich entfernten Punkte fest, uur darf Feiner der beiden PBuntte, 
für den man einen ter unendlichen einfegen will, die Bedeutung des 
Seheitels eines Strahlbüſchels haben, ſondern ev mug nur dazu dienen 
die Riehtung eines Strahls angugeben, dev von einem endliden Scheitel 
ausgeht, wie eben an Fig 63. gezeigt wurde. Man kann alfo daſſelbe, 
was bon vem Strahl eines Strahlbüſchels behauptet worden war, 
deſſen Strahlen durch endlich entfernte Punkte beftimmt waren, auch 
von det Strahlen diefes Büſchels behaupten, die nach den unendlich 
entfernten Buntten der Curve gehen. Man fann aber nicht behaupten, 
daß dag, was von zwei Strahlbüſcheln gilt, deren Echeitel im Endlichen 
Tiegen, auch gelte von den zwei Strahlbüſcheln, deren beide Seheitel 
in den unendlich entfernten Curvenpuntten fliegen. Alſo 


18, Lehrſatz. Was bon den | 18, Lehrſatz. Alle bis. 
Punktreihen, deren Richtung herigen Sätze bleiben unter 
in endlicher Entfernung allen Umſtänden richtig, wenn 
liegt, gilt, verliert ſeine man für irgend einen Punkt 
Beſtimmtheit, wenn man es einen der unendlich entfernten 
auf die Punktreihe der Curve der Curven k annimmt. Gie 
K’, ausdehnen will, deren’ gelten auc) dann, wenn man 
Rishtung im Unendlichen | fiir gwei Punfte die unend- 
liegt. lichen fegt, jedoch nur, wenn 

| diefe nur dazu dienen, dte 
| Midtung zweier Strahlen gu 
| beftimmen; fie verlieren thre 
Beftimmtheit in jedem ande- 
ren alle 


Bei dev Curve k, find noch mehrere Befonderheiten gu erwähnen. 
Gs feien m, m'; n, n’ die parallelen entfprechenden Strahlen, die nad) 
ben beiden unendlich entfernten Punkten gerichtet find, fo erhalt man 
auf jedem Strahl b,, dev in der Ehene des Winkels pn liegt, einen 
oberhalb (S—S’) Liegenden Punkt B,, umd einen zweiten By, anf 
(B,~T), Big. 112a.*), auf jedem * Strahl b, in dev Flache des 
Winkels mn einen unterhalb (S—S’) liegenden Punkt B,, und auf 
(B,—T) einen gweiten By Sig. 112b., auf jedem Strahl a, in dev 
vidie des Winkels mp einen oberhalb (S—S’) fiegenden Punt A, 


*) Dune cin Verſehen -ift diefer Strahl b, in diefer Figur zwiſchen m nnd a 
gefeut worden, Gr muf vielmebe im pn, etwas vechte vor n Ttegen, fo wie links ber 
Strahl a’, links von m’ liegt, wovon man fic) durch die Aufeinanderfolge der Strah— 
fen an S'unb 8 ſogleich überzeugt. (. Gig. 112. e.) 
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und einen gweiten auf (A,—T) Gig. 1124. nach Lehrſatz 3; die 
Strahlen m, m’; n, n’ felbft geben vie zwei unendlic) entfernten 
Puntte, die Puntte A,, B, müſſen immer anf ver Stvecte zwiſchen 
T und (S—S) legen, wegen Lehrſatz 6. Es können mun dvet Fille 
eintreten: 1) A, und B, liegen beive oberhalb (S—8’) Fig. 112a,, 
2) A, und B, liegen beide amtergalh (S—S’) Sig. 112b., 3) einer 
ver beiden Punkte, 3. B. B, liegt ober?, dev andere, A,, unterhalb 
(S-S’) Big. 112c. Liegt aber einer ver Punkte A,, B, unterhalb 
(S-S%), fo muß ev auch unterhalb T fiegen, ba p’ und t im den 
Winkelriumen tm’, pn ſich befinden, und evft auf einem Strahl, der 
mit (S—S’) einen Winkel macht, der grifer ift al’ pn oder pm, ein 
Punkt unterhath (S-S’) fiegen farm. Gn allen Fallen aber ſchneiden 
fic) (A,-B,) umd (A,—B,) anf (S—S’) und gwar in einem Punkt TF 
auf SoS’, un (A,-B,) umd (A,—B,) im einem Punkt I” der 
Strecke SS’. Ueberhaupt ijt es vdllig gleichgiiltig, ob cin Punkt A,, By 
ober- oder unterhalh (S—S’) liegt, ebenfo wie es bei der Curve K’, 
einerlei ift, ob ein Brojectionsftrahl dic s und s’ rechts von (8° 8’) 
und alfo auch rechts von r ſchneidet. Fig. 113. Der Beweis bleibt 
in allen Gillen derſelbe. Liegen endlich die Strahlbüſchel entgegenge- 
fest in dev Curve k, Fig. 115., fo gilt auch hier unfer Beweis, da 
die Sige § 5. Lehrfatz 6. und Lchrjag 7. auch bet entgegengefegter 
Lage ver Strahlbüſchel giiltig bleiben, wenn man nur diefelbe Bee 
zeichnung, wie frither anwendet. Gind m, m’; n, n’ die die beiden 
unendlicy entfernten Punkte erzeugenden Strahlen, fo erhalt man einen 
Punkt rechts von S, wenn ein Strahl b,, a, zwiſchen n und t liegt, 
und gwar oberhalh (S—S’), auf einem Strahl a,, b, zwiſchen t und m 
erhält man einen vechts von S unter (S—S’) liegenden Punft, auf m 
einen unendlichen Buntt, auf einem Strahl a, zwiſchen m und p einen 
Punkt links von YF’ über (S—8’), auf einem Strahl a, zwiſchen p 
und n einen links von 8’ unter (S—8’) liegenden, auf dem Strahl n 
den zweiten unendlich entfernten Punkt, worauf die friiheren Strablen 
wiederkehren. Auch Hier gelten, wenn man nur die Punfte Links unter- 
halb (S— 8’) ebenfo, wie die rechts über (S—S’) befindlichen mit der 
Marke 1, die links über (S—S’) ebenfo, wie die rechts unter (S~ 8’) 
befindlichen mit 2. begeichnet, Ddiefelben Gefese. Dieſe Bezeichnung 
ſtimmt vollfommen mit der fritheren überein. Bei einjtimmigen Strahl- 
büſcheln gab es mur auf den die (S—S’) anf der Strecfe SS’ ſchnei⸗ 
denden Geraden Curvenpuntte, hier nur anf den in S coS’ fehneidenden. 
Wir bezeichneten früher diejenigen Strahlen an S mit 1, die mit ihrer 
aufwärts geridteten Hälfte zwiſchen SS’ und t fic) befanden, hier 
alfo haber wir diejenigen Strahlen an S mit der Marke 1. zu verſehen, 
die mit ihrer aufwärts gefehrten Hälfte zwiſchen SoS’ und t lies 
gen, u. ſ. w. Dann Tiegt, wenn man bedentt, daß hier die Punkte 
auf Soo8’ mit I’, Blu. f. w., die Punkte auf SS’ mit T, B, u. f. w. 
begeichnet werden miiffen, wie bei einftimmig verlaufenden Strahlbüſcheln 
der Durchſchnittspunkt ſowohl von (A,—B,) und (A,—B,) al8 dev 
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von (4,—B,) und (4,—B,) in einem Punkt T dev Strede SS’, 
der Durehfehnittspuntt, ſowohl von (A,—B,) amd (A,—B,), als 
von (4,—B,) und (4,~B,) in einem Punkt I’ der Strece S oS. 
Daffelbe gilt auch, wenn in ver Curve k, die entgegengefest ver: 
Taufenden Strahlbüſchel gleich find. Man fieht vaher, dag unfer Be- 
weis für alle Fille giiltig bleibt, fofern man nicht zwei von den in 
Rede ftehenden Punkten als im Unendlichen befindlich annimmt. 

Wir können vaher nach den Conformitits-Gleichungen IV. a); 
IV. b); IV. a’); IV. b)); V. a); V. b); V. a); V. b); VE a); 
VL. b); VI. a’); VI. b’) fagen: 





19. Lehrſatz. Liegenirgend! 


gwei conforme Punftreihen 
8B,A,PA,B,T und sB’,A’, 
PAB,’ projectivifd, eine 
ftimmig oderentgegengefebt, 
fo entftehen auf jeden zwei 
Projectionsftrahlen a, und 
ay; a, umd by; a, und bys. 
als Ridtungen conforme 
projectivif ch liegende Puntt- 
reihen, indem ber Durche 
ſchnittspunkt jedes Brojec- 
tionsjtrahls auf jedem der 


| 19. Lehrſatz. Siegen irgend 
| gWeiconforme Strahlbüfchel 
| S,b,a,pa,b,t und Sib’,a’,p'a’, 
| bit projectivifc, einftimmig 
| ober entgegengefegt, fo ent- 
ſtehen an jeden zwei Projece 
| tionspuntten A, und A,; 
A, und B,; A, und B,;.... 
als Scheiteln conforme 
!projectivifd Liegende 
Strahlbüſchel, indem die 
| Verbindungsgerave jedes 
| Projecttonspunkts an jedem 
dev beiden Punkte A, und 


beiden Strahlen a, und a; 

a, und b,; a, und b,,..../ A,; A, und By; A, und 

entfprecende Punkte bildet. B,;.... entfprechende Strah- 
Ten bidet. 


Gs ift dieß nichts anderes als cine weitere Ausführung des § 5. 
Lehrſatz 10; ansgefprochenen Gefeges. Wir fehen aber jest noc) mehr. 
Bir fahen aus ver Conformititsgleichung V. a) daß in den auf den 
Projectionsftraglen a, und b, als Michtungen von den iibrigen Pro— 
jectionsjtrablen a,, 7, 7); ¢ d, e, f.... durch ihre Durchſchnitts- 
puntte mit a, und b, hervorgebrachten conformen Punktreihen dev 
Punkt , der Reihe auf a, dem Durchſchnittspunkt (b,-a,) des 
Strahls a, mit b, al einem Punkt der auf b, liegenden Reihe ent 
ſprach, umd bag der Punkt vw, auf b, dem Puntt (a,-b,) auf a, 
entſpricht. G8 fragt fich jest, ob, wenn man ſtatt dev Punttreige auf 
b,, die auf einem anderen Projectionsftvahl 3. B. auf c, wählt, ob 
auch dann derfelbe Punkt M auf a, dem Durchſchnittspunkt (c-a,) 
entfpricht, oder nicht. Diefes haben wir jegt zu unterſuchen. Zunächſt 
ijt nach V. a), die alfo für jede Art conformer Reihen im jeder Lage gilt, 


Punttreihe a, (a,* b,) (ay 8) (a4" 8’) (aye) (a," d) ot +) 
Punktreihe b,,(by*a,) %, (bys) (by*8') (by ©) (by a) " 
Nach Lehrfay 19. iſt aber auch, wenn wir den Puutt der Reihe auf er 
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welder bem Puntt (a,c) der Reihe auf a, entſpricht, mit © be- 
zeichnen: 

Punktreihe a,,(a,*b,) (ay*s) (a, 8) (aye) ay d).... 0 

Punktreihe c¢(cb,) (cs) (e*s')O(erd)..-. 

Bezeichnen wir nun den als noch unbefannt angenommenen Punkt der 
Reihe a,, dev dem Punkt (cr a,) auf e entfpricht, mit A fo ift alfo 
Punktreihe a, (a, b,) (ay"s) (a,*8’) (a,c) (yd)... +) 
Punktreihe c,(c*a,) (c* by) (es) (8) C(ed).... ' 
Nach Lehrſatz 19. (ſ. Gleichung V. a.)) ift aber aud) 
Punttreife c(c*a,) (c's) (c's) (c7d).... W 
Punktreihe b,,(b,*a,) (by 8) (by 8’) (by d) .... 
Nach Gleichung +) ift aber 
Punktreihe b,,(b,*a,) (bys) (by* 8) (yd)... F 
Punktreihe a,,-&,(a,*s) (a,*s’) (a,'d).... 
Es iſt alſo auch 
Punttreihe ¢,(c*a,) (es) (e's!) (c'd).... X +H) 
Punktreihe a, %,(a,s)(a,"s') (ad)... 
Da in dtefen beiden Punktreihen je die vei Punkte (cs), (e*s'), 
(cd) auf c, und (a,*s), (a,°8'), (ay'd) anf a, entſprechende find, 
die fchon in FF) entfprechende waren, fo folgt, dag auch dem vierten 
Punkt (ca,) in der Legten Gleichung derſelbe Puntt auf a, entfprechen 
mug, wie in der Gleichung. +f). Daſelbſt war es der unbefannte 
Punkt L’; Hier, in tPF) ift es -&,; es muß alfo -b’ mit L, identiſch 
fein, oder ’ nach &, fallen, Sit alfo 
Punktreihe a,b, (a, by) (a,"8) (a, 8’) (aye) (ay d).. 
Punktreihe b,,(b,*a,)%,(b,*s) (by* 8") (by* o) (by d) . ... 
fo ift auch, wenn c ein belicbiger Projectionsftrahl ift: 
Punktreihe a,b, (a,*b,) (a,*s) (a,‘s’) (a,"¢) (ard)... 0 
Punktreihe ¢,(e*a,) (c*b,) (e's) (e*s')(e*d).... 

Genau ebenfo läßt fich dies von ver Punttreihe auf a, zeigen, 
dag ndmlich der Puntt &, auf a, dem Punkt (csa,) entfpricht. 
Man braucht in diefem Beweife mura, mit a, gu vertauſchen. Ebenſo 
folgt ein Gleiches aus den Gleichungen V. a’) und V. b’) fiir Ctrayl- 
büſchel, indem man in diefem Beweife die Heinen Buchftaben mit den 
grofen, und „Punktreihe“ mit „Strahlbüſchel“ vertaufcht. Man fieht 
alfo: 

20. Lehrſatz. Derfelbe 20. Lehrfalb. Derfelbe 
Punkt &, auf einem Pro-| Strahl a, an einem Projec- 
jectionsftrahl a,, der dem tionspunkt A,, der dem 


A 
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Punkt (by:a,) dev conformen | Strahl (B,—A,) des confor- 
Punktrethe auf einem Pro- men Strahlbifcels an einem 
jectionsftrahle b, entfpres | Brojectionspuntte B, ent- 
chend ijt, ijt auch bem Punkte | fprechend ijt, ijt auc) bem 
(c’a,) der conformen Punkt- Strable (C~A,) des confor- 
reihe auf jedem anderen Pro- men Strahlbüſchels an jedem 
jectionsjtrahlcent{prechend. | and:ren Projectionspuntte C 
ent{predend. 

Es giebt demnach auf jedem Projectionsftrahl a, nur einen 
eingigen Punkt &,, der in der Punttreihe auf a, dem Durchſchnitts— 
puntte von a, mit jedem anderen Projectionsjtrajle b,, ¢, d, e.... 
in den conformen Punktreihen auf b,, c, d, e.... entſprechend ift. 
Ghenfo giebt es an jedem Projectionspunft A, mur einen einzigen 
Strahl w,, dev in dem Strahlbüſchel an A, der Berbindungsgeraden 
von A, mit jedem andern Projectionspunft B,, C,D,E.... in dew 
conformen Straploiifeln an B,, C, D, E,.... entfprechend iſt. Daffelbe 
gilt ebenfo von den Brojectionsftrahlen a,,...., umd den Projections- 
punften Ay,.... G8 kann alfo ture) &, auf a, feiner der Projec- 
tionsftvahlen b,, ay, c, d, e.... gehen, denn ginge 3. B. c durch vj, 
fo müßte, da c den Projectionsftrahl b, in (b,*c) fehneidet, nach 
Lehrfag 19. der Punkt (a,c) auf a, dem Punft (by*e) auf b, 
entfprecyen; (a,‘c) ware aber nichts anderes als &b,, uünd diefes 
entfpvicht nuv dem Punkt (b,*a,); es fann alfo auger a, fein Strahl 
e durch A, gehen, ebenfo fant durch vs, auf b,, durch &, auf ay, 
durch vd, auf by, durch © auf c, u. f. w. Fein Projectionsjtrahl 
gehen. G8 ijt aber auch &, dev einzige Punt anf a,, durch den 
fein anderer Projectionsftrahl geht. Denn gibe es auf a, noch einen 
ſolchen Punkt &”, durch den fein Projectionsfirahl ginge, fo miipte es 
in der Punktreihe 3. B. auf b, feinen ihm entfprechenden Punkt gebert 
können, (dent gdbe eS einen, 3. B. vs", fo ware die Gerade (cb” vd”) 
ein Projectionsftrahl, gegen die VBorausfegung, dak durch &” Feiner 
gehen foll als ay. Es könnte alfo ws” nur im Durchſchnitt vow b, 
mit a, liegen; diefem Bunft auf b, entipricht aber nach V. a) ſchou 
Ab, anf a,; es müßte alſo &” mit %&, zuſammenfallen, wiederum 
gegen die Vorausfesung), was unmöglich ijt, da in gwei conformen 
Punttreihen jedem Punkt dev einen ein Punkt ver anderen entfprechen 
mug. Ebenfo iiberzengt man fic), daß auf dem Strahl a, an A, 
fein zweiter Projectionspuntt, 3. B. C Liegen fann, weil fonft mach 
Lehrſatz 19. dem Strahl (A,—C) an A, der Strahl (B,—C) an 
B, entfprechen müßte, e8 ijt aber (A—C) mit «, identiſch, und dieſem 
entfpricht an B, mur (B,~A,) nach V. a’); es muß aber auch dev 
einige Strahl an A, fein, von dem dieß gilt, wovon man fic) ebenfo 
wie bei den Punktreiven überzeugt. Man fieht alfo: 


21. Lehrſatz. Auf jedem 21. Lehrſatz. An jedem 
Projectionsjtrahl, 3. B. a,,| Projectionspuntt, 3. B. Ay, 


§ 11. 


aud nuv einen Punkt &,, durch 
ben fein anbderer Brojece 
tionsftrahl geht. Diefer| 
Punkt w, tft derjenige der 
Punktreihe auf a,, welder 
bem Durchſchnittspunkte 
(by*a,), (cra,), (dea, )- 

der a, mit allen itbrigen | 
Strahlen in den bhezitglid | 
auf by,c,d.... entftandenen | 
Punktreihen entſpricht. 


giebt es ſtets einen, aber | 
| 
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giebt es ftets einen, aber auch 
nur einen Strahl «,, auf dem 
fein anderer Projections— 
puntt liegt. Diefer Strahl 
«, ift Derjenige des Strahl— 
büſchels an A,, welder der 
Verbindungsgeraden (B, 


7A), (Co A,), (D~A,), des 


A, mitalleniibrigen Buntten 
in den bezüglich an B,, OC, D.... 
entftandenen Strahlbüſcheln 
entſpricht. 


Da nun der Forderung zufolge jeder der Projectionsſtrahlen 


a, by, a, by, ¢ d,e.... die 


gefuchte Curve Kberühren foll, 


ihre Unfeinanderfolge eine ftetige, nivgends unterbrocjene, und nirgends 
{prungweife fic) ändernde ijt, und es auf jedem ſtets einen eingigen 
Punkt &,, U,, &,, Vo, S, giebt, durch den fein anderer Strahl 
geht, fo folgt, dag jeder diefer Punkte L,, Vb, b,, Vy, O,.... 
der Berührungspunkt ves Strahls a,, b,,.... mit der Curve fein 
mug, und dag es auger ihm feinen anderen giebt. Ebenſo folgt, da es 
an jedem der Projectionspunkte A,, B,, A,, Bz, C, D, E,...., 
die auf der gefuchten Curve k Liegen, und ftetig auf einander folgen, 
einen, und nur einen eingigen Strahl «,, 6,, «,, by, c,.... giebt, 
auf .dem fein andever Punkt liegt, daß jeder diefer Strahlen «,, 
Bi, die Beriihrungsgerade am Puntte A,, B,,.... ver Curve 
feit mug, und daß es auger ihr feine andere giebt. Man erhält 
alfo den 


22. Lehrjak. Derjenige 22. Lehrfak. Derjenige 





Punkt eines jeden Projec- 
tionsftrahls, 3. B. der Punkt 
ob, auf a,, welder jedem 
Patt (b," a), (c*a,), @-a,), 
(e* a4)... in Den Punktreihen 
auf den anderen Projec- 
tionsſtrahlen b,, ¢, de... 
entfpridt, ijt ber Punkt, in 
weldem a, die Curve K’ be- 
rührt. 


Strahl eines jeden Projece 
tionspunkts, 3. B. der Strahl 
«, an A,, welder jedem 
Strajle (By~A,), (C~A,), 
(D-A,), (E-A,).... im den 
Strahlbifmeln an den an— 
deren Projectionspuntten 
B,, C, D, E,.... entfpridt, 
ift ber Strahl, welder die 
Curve k in A, beriifrt. 


Alles was bisher von den Projectionsftvahlen a,, by, c,.... 


gefagt worden war, gilt natürlich auch von den urfpriinglichen Geraden 
s, 8, denn, da auf jeden zwei Projecttonsftrahlen, 3. B. auf a,, umd 
by, die Putte (a,*s) und (by*s); (ay*s’) und (b,*s’) entfpredende 
find, und ſowohl auf a, und b,, al8 s und s’ conforme Punktreihen 
fiegen, fo hatte man auch, indem man die entſprechenden Punkte ver 
Weißenborn, Projection, 19 
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conformen Punktreihen auf a, und b, durch Projectionsftrahlen vere 
bunden hatte, und auf dieſen wieder ebenfo verfahren ware, rück— 
warts anf die Punktreihen s und s’ fommen können; was alfo von 
ay, b, (al8 ſecundären Brojectionsftralen, die durch die Punktreihen 
8, 8 hervorgerufen find) gilt, gift auch von s und s’ (da fie als 
ſecundäre durch die Punktreihen a,, b, hervorgerufene Projections- 
ſtrahlen angeſehen werden können). Ebenſo ft es mit S md 8’. 
Da nun dem Punkt T auf s dev Punkt (s’*s) auf s’, dem Punkt P’ 
auf s’ der Punkt (s+s’) auf s entfpricht, fo gilt von T auf s und 
von P’ auf s’ daffelbe wie von &, anf a,, von vs, auf by, etc. 
Da vem Strahl t an S der Stray (S'—S) an 8’, dem Strahl p’ 
an 8’ der Strahl (S—S’) an S eutſpricht, fo gilt von ihnen vaffelbe, 
wie von «, an Ay, von 6, an By, etc. Man hat fich alfo jest 
von dem im Anfange dieſes Paragraphen als wahrſcheinlich hingeſtellten 
Gefege überzeugt: 


23. Lehrſatz. Die Richtun— 
gens, s’der urſprünglich ge- 
gebenen conformen Punft- 
reihen find Tangenten an die 
Curven K’; vie Punkte T auf 
s und P’ auf s’ find die Be- 
rührungspunkte. 


23. Lehrſatz. Die Scheitel 
8, 8 ber urſprünglich gege— 
benen conformen Strahl— 
büſchel ſind Punkte auf den 
| Curven k, die Strahlen tan 
|S und p' an 8’ find vie Be- 
| vithrungsgerabden oder Tan— 
j genten, 


Bugleich können wir vermige dev Sige 22. und 23. nun fagen: 


24. Lehrſatz. Auf jeder 
Tangente aneineder Curven 
KY, 3. B. auf s, s, ay, ay, by, 
by, ¢ d. 
einzigen Berührungspunkt, 
nämlich T, P, &,, &,, wy, 
%,, 2, B.... 





ar 


giebt eS nur einen 


24. Lehrſatz. Wn jedem 
Punfte auf ciner der Curveu 
k, 3. B. an 8, 8, Ay, A,, By, 
B,, ©, D, giebt e8 nur 
cine eingige Berithrungsge- 
rade oder Tangente, nämlich 
Mt ph yy Gar By, Bar & Yeeee 








Nach Lehrfa 2. und 3. können wir ferner jest fagen: Da in 


K’ dure) jeden Punkt cines Projectionsftrahls a,, der nicht der Puntt sb, 
ijt, noch ein Strahl gehen muß, weil &, der eingige Punkt auf a, iſt, 
burch den fein zweiter Strahl geht; umd da auf jedem Strahl eines 
auf k, liegenden Projectionspuntts A, dev nicht dev Strahl «, iſt, noch 
ein Punt liegen mug, weil «, der einzige Strahl an A, iſt, auf dent 
Tein zweiter Punkt liegt: 

25. Lehrſatz. Von einem! 25. Lehrſatz. Auf einer 
Punkte der Ebene einer der Geraden der Ebene einer 
Curven K’ giebt es höchſtens der Curvenk, giebt es höch— 
zwei Tangenten an dieſelbe; ſtens zwei Curvenpunkte 
geht aber durch einen Punkt derſelben; liegt aber anf 
IL,,U',,derv nicht Beriihrungs- | einer Geraden x, die nidt 
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punft ift, eine Tangente, ſo Tangente ift, ein Curven- 
geht auch durch denfelben | punft, fo liegt auf derfel- 
Punkt allemal noch eine) ben Geraden anc allemal 
zweite Tangente. | noch cin gweiter Curvenpuntt 


Den erften Theil diefes Sages können wiv nach § 10. Erklärung 5. 
auch fo ausſprechen: 

26. Lehrſatz. Die Curven| 26. Lehrſatz. Die Curven 
K’ find Curven zweiter | k find Curven zweiter Ord— 
Klaſſe. nung. 


Wir treten nunmehr an die Unterſuchung unſerer Curven einen 
Schritt näher heran. Es fragt ſich zunächſt, ob in dev Curve K’, 
ſämmtliche Projectionsſtrahlen auch wieder, ebenſo wie s und s’ pro- 
portional getheilt werden, oder ob die Theilung auf ihnen nur im 
Allgemeinen eine conforme iſt. Es iſt leicht zu ſehen, daß erſteres 
ſtatt haben muß. Denn da die unendlich entfernten Punkte auf s 
und s’ entfprechend find, nach § 3. Lehrſatz 23., fo liegt cin Projee— 
tionsftrahl, dev p beige, im Unendlichen. Nach Lehrfag 20. aber 
bildet der Durchſchnitt irgend eines Projectionsjtrahls ¢ mit einem 
Paar anderer, 3. B. mit a, und b, ein Paar Puntte (a,c), (bye), 
bie in den auf a, und b, entſtandenen Punktreihen fic) entſprechen. 
Es muß alſo auch (a,*p) dem Puulte (b,* P) entſprechen. Da aber 
p im Unendlichen liegt, fo find alfo die unendlich entfernten Punkte 
der Punktreihen auf a, umd b, ari caerte d. h. a, und b, find 
proportional getheilt, nach § 3, Lehrſatz 22. Ebenſo jedes andere Paar 
Projectionsfirahlen a, und c, a, und by, a, und c, c und d, u. f. w. 
Gs feien ferner Fig. 116. Sba,pt...., Sbaypit.... ein Paar 
pie Curve k, erzengende einſtimmig verlaufende, gleiche Strahlbüſchel, 
A, B, ein Paar Curvenpunkte, t umd p’ alfo nach Lehrfag 23. die 
Tangenten an S umd 8’, «, die Tangente an A,, fo ijt nach Lehr— 
fag 19., Lehrſatz 21. ‘md Lehrfag 22., wenn man ven Strahl 
(A,-B,) durch b beseichnet, Strahlbüſchel AA be asa HK Strahl 
büſchel Sb,a,pt. Nach der Vorausſetzung ift aber Za,b, = /a',b’ 
und, da in den Dreieden B,It,S und A, ,S’ td) LB,%,8 
= £A,%,8' ift, fo ift AB, 9,8 ~ A A,o,8'; es verhalt fid 
alfo Bot, gH A %,: S90, ; nach einem Befarmiten Sage der 
Planimetrie läßt ſich alſo cin Kreis beſchreiben, der durch 8, 8, Ay, By 
geht. In dieſem finn 7 BSS mp /B,A,S Peripheriewintel 
auf demfelben Bogen (sidintich auf dem Bogen, "defen Sehne SB, 
ijt), alfo ift 7 BA\S= 7 B,SS, ober /ayb= / tb’. 68 
ijt aber nach der Vorausſetzung Y th! = = 7, (vergl. § 1. Er⸗ 
Haring 22.), alfo ijt Zab= 7% tb,. Gevner ijt 7 SA,9’ 

= / SBS’ (als Poripheriewintet über 88); es ift aber 7 SB, v 
= 180° / B,S'S— / B,S8 ober / SB,8’ = 180° be 
—/ dip; over ba /Dit'—= Z byt iit, if 7 SB,9' 180° 

19* 
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— Lbyt— Abs Ltp; es ijt alſo ZSA,8’= / tp over 
Laya,= /tp. Bir haben alfo Zba,= /b,t Zaya’y 
= cB alſo th ZL ba’, = Zbyp. Da mm Strahlbüſchel 
A, be Strahlbüſchel Sb,a,pt fein mug, und drei Paar ent: 


iptechende! Sheabten gleiche Winkel bilden, fo mug auch der vierte Strahl 
a, mit jedem Strahl ves Büſchels A,, 3. B. mit a’,, einen Winkel 
bilven, der gleich ift dent Winkel, den dev entfprechende vierte Strahl 
a, mit dem entfpredenden des Büſchels 8, 3. B. mit p bildet. Es 
ift alſo Strahlbüſchel A, baa' a, nicht nur conform, fondern auch 
gleich dem Strahlbüſchel S,b,a,pt. Ebeuſo ift B,6,bb’,b, nicht 
nur conform, foudern auch gleich vem Strahlbüſchel Sb,a,pt, alfo 
auch Strahlbüſchel A, ba ,a’a, Strahlbüſchel By 8 bb’yb, u. ſ. w. 
Es entſteben alfo ftets zwei gleiche Strahlbiifhel, wenn man ixgend 
zwei Curvenpunfte mit vier anderen verbindet. Berlaufen vie Strahl. 
büſchel entgegengefest (man kann Fig. 117. benngen, wo man fich 
nach Lehrfag 4. unter / mn und / mn’ rechte Winkel vorftelfen 
mug), fo läßt fich dies micht fo allgemein behaupten. Wohl aber giebt 
es in einer folchen Curve k, immer gleiche Strahlbüſchel. Es fei A 
cin Curvenpuntt, amd vor A, aus fei cine Gerade durch die Mitte 6 
ver Strecke SS’ gezogen, und der auf ihm befindlicye Curvenpuntt 4, 
gefucht; m und m’, n und n’ feien die nach den beiden unendlich ent 
fernten Punkten (ſ. Lehrfag 4.) der Curve gerichteten Strahlen; es 
fei alfo m’||m, n’ ijn. Es ijt alfo 7 tn’ = / pn als Wechſel— 
winkel ann’ |jn, aber auch der Vorausſetzung uach / pn= / p'r’, 
alfo / tn’ = /p'r’, alfo and, ba / tn’ = /tn it, /tn= 7 p'n’, 
Hievaus folgt, da n’ || n ift, daß auch p’ || t fein mug, dag alfo dev 
Durchſchnittspunkt T der Tangenten im Unendlichen liegt. Nac) Lehre 
fag 3. 6) mug nun auf einer durch A, nach T gehenden Geraden, 
b. h. alfo auf einer durch A, ju t gezogenen Parallelen noch ein 
Punkt A,, fowie anf einer durch A, gu p’ parallel gesogenen Gee 
raven noc) ein Punkt 4, Fieger. Nach Lehrſatz 10. mus mm, wenn 
man daſelbſt A, fir By, A, für B, ſchreibt, der Durchſchnittspunkt 
von (A,—4,) my (4,~ A,) auf (s* 8’) liegen. Da nun (4,~-A,) 
vie (S-8) in O ſchneidet, fo mug aud) (4.-A,) die (S- 8) in 0 
ſchneiden. pee mug nach Lehrſatz 10. a bev —E — 
von (A.T4,) und (A,—4,) anf (S-S) liegen und zwar nach Lehr 
fag 11. in einem foldjen Bante O', daß Punftreihe (S—8’), SOS’O" 
Harmonifeh iſt. Da mun O in dev Mitte von SS’ fejneidet, fo muß 
O’ in unendlicher Entfermmg auf (S—S’) ſich befinden; d. h. e8 mug 
(A,~A,) || (A,7A,) fein. Da mm anh (A,—A,) || (4,74,) 
\|t || p’ ijt, fo ijt Bierecd A,A,A,A, cin Parallefogramm, und O 
der Durchſchnittspunlt der Diagonalen; alfo OA, = OA,; es wird 
alfo auch vie Sehne A,A, in O halbirt. Qu ven Dreiecken OSA, 
uid OSA, ijt alfo OS = OS’, OA,;= O4,, ZA,OS= / 4,08’, 
ajo A OSA, S/AOSA 1 alfo SA, 8'4,, Z SA, O= 784, 0, 
alfo (S— A,) IGTA,) ober a, | a’. un ift alfo auch AS8A,8 
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XL ASA,S, da SV =SS, SA, =S8'4,, ZA SS = / ASS 
ift, alfo aud / SSA, = 7 S'SA,, folglich a’, || a’,, alfo Viereck 
SA,S’4, ein Pavallelogramm und S4,—S’A,; zugleich ift auch 
Viereck 8888 cin Pavallelogramm und S$ = 88' und in det Dreiecken 
SSA, amp SSA, ijt 88 = S'', SA, = 8'4, (= S'A, —S'8 = 8A, 
— 88), SA, = 8A, alfo A SSA, & AS''A,, folglich / SSA, 
= J SSA, oder / ma, = / ma’; alfo da die Strahlbuͤſchel 8 
und S gleich find, und daher / m’a’, = /ma, ijt, Zma,== / maj; 
und auc, dba “ma, = Sma’, ijt, Zw’, = /w'a’,. Bieht 
man mim durch A, und A, Strohlen nach ven unendlich entfernten 
Punkten (ſ. Lehrſatz 18.), durch A, alfo p || m, vl] n, dure A, p’ || m’, 
Yin’ fo ift Z w= 7 ph Zmn= /m'n’ = 90), / pay 

BAZ ple, (00 pI (8) is 
; > LSA, = Z ya, (0a |] (SS) 
fi). Bs ae Zw = 2, Z yay = Zula, Zoey 
= fSyplaly; aljoda / w= / ph! = 90° iſt, auch / va, = 7 vay, 
Loe, = Lva,, Es ift alfo Strahlbüſchel A, pwayva’, nicht mv 
conform, fondern ancy gleich Strahlbüſchel A, pia,y’a’,. Es gehen 
aber die Strahlen w und p’, vy und’ nach den beiden unendlich ent- 
fernten Punften der Curve, ver Strahl a, von A, und a, vow A, 
nach S, dev Strahl a’, von A, umd a’, von 4, nach S’. Es bilden 
alfo die vor A, und A, nach denfelben vier Curvenpunkten gehenden 
Strahlen gleiche Winkel; zieht man alfo von A, nach ivgend einem 
anderen Curvenpunkt einen Strohl und nach demfelben Punkt auch 
von A, aus, fo miiffen auch die Winkel, die der Strahl an A, mit 
Hy @, % @, macht, gleich fein dem Winkel, den der Strahl an A, 
bezüglich mit py’, a,, », a%,, macht. G8 gilt dieß jedoch nur fiir 
Siraͤhlbüſchel, even Scheitel, wie A, und 4, auf einer durch die 
Mitte O von SS’ gehenden Geraden liegen, denn gu jedem Curven- 
punkt A, fonn man denjenigen finden, welcher der Scheitel eines gleichen 
Strahlbuͤſchels ijt, man braucht nur von ihm aus durch O zu ziehen 
und auf diefer Geraden den zweiten Curvenpuntt 4, ju beftimmen. 
Gabe es mm noch einen Punkt 4’, in dem ein vem Strahlbüſchel 
A, gleicher entftinde, jo müßte ebenfo wie t || p’ fein mug, die Tan— 
gente in A, parallel der in 4, und 4’, fein; was nur möglich ware, 
wenn es in A, zwei Tangenten gibe. Wber auch diefes ift unmiglich 
nach Lehrſatz 24. Man fieht alfo: 























27. Lehrſatz. In der Curve 27. Lehrſatz. In der Curve 
K’, entfteht auf jedem Pro- k, entſtehen an jeden zwei 
jectionsftragl cine propor | Curvenpuntten, wenn man 
tionale Punftreihe. } bom ihnen, als Scheiteln, 

nachbeliebigen anderen Cure 
| venpuntten Strahlen zieht, 
j gleihe Strahlbüſchel. Bir 
| der Curve k, entftehen nur 


294 § 11. Entwickelung der Kegelſchnitte. 
an je zwei ſolchen Curven— 
punften, welche anf einer 
durch vie Mitte O von SN’ 
gehenden Geraden liegen, 
und deren Berbindungs- 
GSehne felbjtindiefem Puntte 
O halbirt wird, wenn man 
von ihnen, als Scheiteln 
nach beliebigen anderen Cure 
venpunkten Strahlen sieht, 

gleihe Strahlbifdel. 

Nach Lehrſatz 23. und 24. find in den Cuvven K,’,k, seb), b,, 
PY, T Curvenpunkte, %, auf dev Tangente a,, ob, auf a,, PY auf 
s, T auf s, «, die Tangente an A,, «, dic Langente an A,, s die 
Tangente an T, s’ die an P’, S der Curdenpunkt auf t, 8’ dev auf p’ 
Es Lagen mm ob, und sb, auf einer durch (5*8) gehenden Geraden 
(ſ. Sig. 107 a.) a, und es war Strahlbüſchel (s+ s’), sas’e’ harmoniſch 
nad Lehrjag 15. und § 4. Lehrſatz 15, und Strahlbüſchel (a,+ as), 
a,a’a,r harmoniſch nach Lehrſatz 6. Es zeigte fic) nun im Borigen, 
dag die Putte &, und &, gerade wegen dieſer Befehaffenheit Be- 
rührungspunkte fein miiffen, und dag es auf a, mda, feinen anderen 
Berührungspunkt geben kann. Es ijt daher diefe Lage eine noth- 
wenbdige fiir die Beriihrvungspuntte -&, und -v,, indem nach dem 
Borigen jedenfalls diejenigen Punkte &, und sb, auf a, md a,, die 
auf einer durch (s-s’) gehenden Geraden o liegen, welche Cegtere dev 
dem af gugeordnete harmoniſche ijt, Berührungspunkte find, und man, 
wenn man annehmen wollte, daß auf_a, amd a, je noch eft anderer 
Punkt ver Beriihrungspunft fei, in Widerfpruch mit Lehrſatz 24. ge- 
viethe. Ebenſo ift fiir vie Tangenten «, und 
die Cigenfchaft nothwendig, daß fic fich aut 
Punkt A’ zugeordneten harmoniſchen dev Putt 


















(S—8’) in dem bem 
he (S—8), SASA’ 


ſchneiden. Man fieht alfo: 
28. Lehrſatz. Bit 7 dte 28, Lehrſatz. Iſt T der 
Verbindungsgerade zweier Durchſchnittspunkt zweier 





Punkte T, P'einer der Curven Tangenten +, p’, einer der 


K, und find ay, ag zwei in 
einem Puntte (a,+a,) von — 
ſich ſchneidende Tangenten 
derſelben, fo liegen die Bez | 
rithrungspuntte &,, b&b, von 
ay, a, anf einer Geraden a, 
weldhe durch den Durch— 
ſchnittspunkt (s-s’) ber an 
T und P’ gelegten Langenten 
s und s’ geht. 








Curven k, und find A,, A,, 
zwei auf einer durch T gee 
hHenden Geraden fLiegende 
Punkte derfelben, fo gehen 
die Tangenten «,, vw, von 
A,, A, aus, dive) einen 
Punkt A, welcher anf der 
Verbindungsgeraden (S—S) 
bev anf t und p’ fiegenden 
Curvenpunfte S und 9’ liegt 
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Zugleich ijt, wenn die Ber-| Zugleich ift, wenn der 
bindungésgerade [(s's’)| Durdhfhnittspuntt [(S—S) 
—(a,*a,)| durch a’ bezeichnet | *(A,—A,)] Durch A’ bejzeichnet 
wird, Strahlbüſchel (515), wird, Punktreihe (SS), 
sas’ und Strahlbüſchel SAS’ und Punktreihe (A, 
(a,' ay), aya’a,r harmoniſch. —~A,), A,A’A,T harmonifa. 
Sig. 107a, Big. 107b. 


Um nun etwas weiteres iiber unfere Curven gu erfahren, unter: 
fuchen wir, ob die Curven K’ etwa einen unendlich entfernten Buntt, 
und ob die Curven k vielleicht cine unendlich entfernte Tangente haben, 
fo wie wir frither uns darüber vergewiffert hatten, ob erftere eine 
unendlich entfernte Tangente, und Legtere einen unendlich entfernten 
Punt haben. Zunächſt iſt far, daß keine unſerer Curven K’ 
mehr als zwei unendlich entfernte Punkte haben kann. Denn find, 
Sig, 118a., bei einftimmig verlaufenden Punktreihen s und s’ die 
Geraden a und b Tangenten an unendlich entfernten Punften, fo muß 
nach Lehrſatz 18. und 21. Punktreihe a,AMR ow A’ A b,B oo NMB’ 
fein. Iſt nun ec noch cin Projectionsftrahl, und fuchen wir den auf 
ihm liegenden Curvenpuntt ©, fo mug nach denfelben Lehrſätzen fein: 
Punttreihe a,AMR oA’ AK c,cCNCRC. Es mug alfo © zwiſchen 
N und R fiegen, kann alfo nicht im Unendlichen fich befinden. Gin 
Gleiches gilt won jeden ferneven Projectionsftrahl. Nur das wire 
auf den erſten Anblick miglich, daß ein unendlich entfernter Punkt auf 
einem durch (a+b) ober M gehenden Strahl lage. Allein auch dies 
ijt nicht möglich, weil nach Lehrſatz 2. in keinem Punkt der Ebene fich 
mehr als zwei Projectionsftrahlen ſchneiden können. Ebenſo muß, wenn 
bet entgegengeſetzt berlaufenden Punktreihen Fig. 118b. auf a und b ein 
unendlich entfernter Punkt liegt, Punktreihe a,ARMA’co 7 b,BNo BM 
fein, und dev Berührungspunkt © eines ferneren Strahls c beftimmt 
fich ebenfalls ans dev Conformitätsgleichung: Punktreihe a,ARMA’ co 
XK ¢CONCR. G8 muß alfo © zwiſchen C und N fich befinden und 
fain daher nicht im Unendliden fliegen; auch fonn hier fein dritter 
Strahl durch (a+b) oder M gehen. Es können alfo die Curven K’ 
höchſtens zwei amendlich entfernte Punkte haben. Um das Genauere, 
und zwar zunächſt bei dev Curve K’,, die von einftimmig verlaufenden 
Punktreihen erzeugt wird, gu entfcheiden, giehen wir vie Projections 
ſtrahlen o, q', Sig. 119a., die nach den unendlich entfernten Puntten 
dev Punktrethen anf s’ und s gerichtet find, und daher die s, s’ in 
den Gegenpuntten, bezüglich O, Q’, fehueiden, und gwar feien ein Baar 
ſolcher Projectionsftrahlen s und s’ gewahlt, daß weder der Gegen- 
puntt O dev anf s liegenden, noc) der Gegenpunft Q’ der anf s’ 
Tiegenden Punktreihe mit dem Punkte (s +s”) oder P oder I’ gufammen- 
fallt; auch liege weber anf s noch auf s’ cin unendlich entfernter 
Curvenpunkt, und es fei s’ nicht parallel s. Iſt mm X anf s, X’ 
auf s’ cin Paar derartiger entſprechender Punkte, daß per fie verbin- 
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bende Projectionsftrahl x die Curve in einem unendlich entfernten 
Punkte Leviihrt, fo mug, wenn man ven Durchſchnitt von x mit q’ 
durch Z bezeichnet, nach Lehrſatz 19. Puuktreihe x,oZXX’ A Puntt- 
reife s,X oo TP fein; e8 mug fic) alfo verhalten: 

ok i xP, 


worans folgt: 





Da mm O und Q’ vie Gegenpunfte der conformen Punktreihen auf s 
und s’ find, fo mug, wenn G und G diejenigen entſprechenden Buntte 
derſelben find, die gleichweit von O und Q’ abjtehen, nach § 2. Lehre 
fog 17. und § 3. Lehrſatz 9. fein 

OX. Q'X’ = OT- Q'T’ = 0G? = Q'G?, 


alfo XQ = =. 





Setzt man diefen Werth in die Leste Gleichung ein, fo nimmt fie die 
Geftalt an: 





ober: 
woraus folgt: 


Dieß ift alfo dev Ausdruck fiir die Entfermmg ves Durchſchnitts— 
punfts X, den derjenige Projectionsftrahl mit s bildet, welcher die 
Curve K’, in einem unendlich entfernten Punkt berührt. Man fieht 
daher auch auf arithmetiſchem Wege, daß es im Wllgemeinen zwei und 
nicht mehr Werthe fiir OX giebt, daß es alfo im Allgemeinen zwei 
Projectionsftrahlen x giebt, welche die Curve in unendlich entfernten 
Puntten berühren, und daß diefe beiden Projectionsjtrahlen die s in 
gleider Entfernung auf beiden Seiten vom Punkt T, nämlich in dev 
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Entfermmg VOT (OT-OP) ſchneiden. Dieß findet jedoch nur ftatt, 
went OT > OP ft, fo lange aljo (s*s’) zwiſchen O und T liegt. 
Die beiden dann die Curve in unendlich entfernten Puntten berührenden 
Projectionsftrahlen, die mit x und x’ begeichnet werden mögen, Heifer 
dann Aſymptoten ber Curve. Da nach Lehrſatz 19. die den Bee 
rührungopunkten zweier Projectionsſtrahlen entſprechenden Punkte in 
ihrem Durchſchnittspunkte liegen (z. B. anf den Projectionsſtrahlen 
a,, by entfprach dem Berührungspunkt &, anf a, dev Punkt (b,+a,) 
auf b,, und dem Veriihrungspuntt vs, anf b, ber Punt (a, b,) 
auf a,), die Beriihrungspunfte aber hier im Unendlichen liegen, fo 
folgt, dag dann int Durchſchnittöpunkte (x x’) von x und x’ die 
Gegenpunfte ber auf x und x’ entſtehenden conformen Punktreihen 
vereinigt fein müſſen. Iſt aber OT <OP, fo wird dev Ausdruck 
fiir ben Werth von OX imaginary und e8 giebt daher in diefem Falle 
feinen Projectionsftrahl, deffen Berührungspunkt unendlich entfernt 
wire; die Curve hat alfo daun feinen unendlich entfernten Putt. 
Dagegen Faun, wie es ſcheint, ver Fall eintreten, daß fie mur 
einen eingigen unendlich entfernten Punkt befigt, wenn nämlich dev Aus— 
druck unter dem Wurzelzeichen den Werth O erhilt. Indeſſen, dieß 
ift nur ſcheinbar. Denn damit dev Radicand OT (OT—OP) =0 
werde, müßte entweder 1) OT = 0 fein; dann müßte in (s +s’) dev 
dem Punkt O eutſprechende O' ftatt TY mit P zuſammenfallen; O“' ift 
aber, ba O der Gegenpuntt der Punttreihe auf s ift, der unendlich 
entfernte Punkt der Reihe auf s’. Es müßte alfo dann s die s’ im 
unendlich entfernten Punkte ſchueiden, d. h. mit ihr parallel fein, gegen 
die Vorausfegung. Diefer Fall foll hernach noch befouders betrachtet 
werden, Hier mag nur noch erwähnt werden, dak dann alfo auch P 
mit O’ (vem früheren T’) vereinigt, in das Unendliche rückt, alfo ver 
unendlich entfernte Punkt der Reihe auf s, oder der dem Gegenpuntt 
Q’ dev Reihe s’ entiprechende Punkt Q wird. Es wird aber der 
Radicand OT (OT—OP) = 0, wenn 2) OT = OP iſt. Dies würde 
geſchehen, wenn a) O in die Mitte ver endlichen Stree PT fallen 
könnte; allein dieß ift unmöglich, weil dann O' zwiſchen P' und T’ 
liegen müßte, wagrend doch dieſer Punkt, da O dev Gegenpunkt iſt, 
im Unendlichen ſich befinden mug. Es koönnte dieß demnach nur ein— 
treten, wenn einer der beiden Punkte P’ oder I’ ſelbſt im Unendlichen 
Lage, dant hatte man aber wieder den Fall, dag s’ parallel s ware. 
Es bleibt daher nur noch iibrig, dag, wenn OT = OP fein foll, 
6) O in dag Unendliche rit. Qa aber O der Gegenpunkt dev Reihe 
s ift, fo liegt der ifm entſprechende Bunft auf s’ im Unendlichen, und 
ba dieß auch mit O der Fall wire, fo waren alſo die unendlich ent— 
fernten Punkte der Reihen s und s’ entfprechend, mithin die Reihen 
felbft proportional nach § 3. Lehrſatz 22., gegen die Voransfesung. 
Man fieht alfo, dag, wenn vie Punktveiyen s und s’ der über fie ge- 
machten Vorausfegung gemäß beſchaffen find, anf feine Weiſe die 
Gurve mir einen eingigen unendlich entfernten Punkt haben kann, fondern 
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daß fie deren entweder feinen oder zwei befisen muf. 8 fragt fidh 

num, wie der Beweis fich geftaltet, wenn s und s’ fo befdaffen find, 

bag der oben aufgeftellte Beweis nicht anwendbar ift. Es fei nun 
a) im Durchſchnittspunkte (s+ s’) der Gegenpuntt einer der beiden 

Reihen, 3. B. der Gegenpunkt O der Meihe s gelegen, fo tritt 

alfo O an die Stelle ves früheren P, alſo O’ an die des P’; 

O’ ift aber der unendlich entfernte Punkt der Reihe s’. Es liegt 

alfo dann eit unendlich entfernter Bunft der Curve auf s’ felbjt. 

Da aber vie Curve, wie oben gezeigt wurde, höchſtens zwei 

Punkte im Unendlichen Haben fann, fo folgt, daß es nothwendig 

irgend einen andern Projectionsftrahl geben mug, auf dem feiner 

diefer beiden Punkte liegt. Giner der unendlich vielen Strahlen 

(denn nur auf einem eingigen könnte nod, auger auf s’ der gweite 

unendlich entfernte Punkt fich befinden) heige num c, fo gelten 

von s und c diefelben Vorausfesungen, wie friiher vor s und s’. 

Man fieht alfo auch ann, dag es jedenfalls noch einen unendlich 

entfernten Bunft geben mug, indem man beim Auflöſen dev Glei- 

ching wie oben zwei Werthe fiir die Unbefannte (das friihere 

OX) erbilt, deren einer die Entfernung des Punfts (5* 8) vow 

(830) fein mug, außer welchem alfo nothwendig noc) ein anderer 

exijtiven mu, da tm Durchfchnittspunkt (s+ c) feiner der Gegen- 

punkte der Reihen s oder c liegen kann. Es feien 

im Durchſchnittspunkt (s*s") die beiden Gegenpuntte O, Q’, dev 

Reihen auf s und s’ vereinigt, fo gehen die Berührungspunkte 

T, PY, in Q, O, alfo in die unendlich entfernten Punfte dev 

Reihen s und s’ über. Es Liegen alfo dann die beiden möglicher 

Weiſe vorfommenden unendlich entfernten Punkte auf s und s%; 

und weiter find feine miglich. Sind die beiven Punktreihen s 

amd 8” 

c) parallel, fo rückt ber Durchſchnittspunkt (s+ s’) in das Unendlide 
und dev Unterfehied, der in Erklärung 1. zwiſchen einftimmig und 
entgegengefegt verlanfenden Punktreihen gemacht wurde, wird jest 
unbeftimmt, inden der Drehungspunkt in unendliche Ferne rückt. 
Da dann die friiheren Punkte P und T’ zuſammen im Unendlicher 
fiegen, alfo in die Punkte Q und O' iibergehen, fo miiffen die 
ihnen entiprecjenden O und Q’, alfo die Gegenpuntte auf s und 
s’ Berithrungspuntte ver Curve fein. Verläuft nun, Fig. 120a., 
bie Punktreihe s,OA oo CB von links nach rechts, die entfprechende 
8’, oA'Q'C'B’ von rechts nad) links, fo kann offenbar fein Pro— 
jectionsſtrahl die Verbindungsgerade (O- Q’), d. h. die friihere 
(T~ P’) auf der endlichen Stree OQ’ ſchneiden. Es find daher 
diefe Punktreihen als cin fpecieller Fall von einftimmig verlau— 
fender im Ginne von Erklärung 1. angufehen. Und in der 
That, ijt a ein beliebiger Projectionsſtrahl, ſo muß nach Lehr— 
fag 19. und 22., wenn dev Berührungspunkt anf a durch b bee 
jeichnet wird, fein: Punktreihe sOA CH a AAR. Es mug 


b 
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alfo der Berührungspunkt & auf der endlicjen Strecke AA’ fich 
befinden; ebenfo der Beriihrungspuntt vb ves Strahls b auf 
BBY, u. ſ. w.; eS kann demnach dann die Curve feinen unendlich 
entfernten Bunft befigen. Verlaufen aber die Punktreihen anf s 
und s’ nach derſelben Seite Fig. 120b., fo überzeugt man fich 
zunächſt, daß Hier fein Projectionsſtrahl vie (O-Q’) auf der 
Stree O oQ’ fehneiven kann, und daher fiir diefen Fall vaffelbe 
wie fiir entgegengefekt verlanfende im Ginne von Erklärung 1. 
gilt, day es alfo miglicher Weife nur zwei unendlich entfernte 
Punkte geben kann. Um mum einen folchen Strahl x, dev die Curve 
in einem unendlich entfernten Punkte berührt, kennen gu lernen, bee 
benfen wir, daß dann die Begiehung ftatt haben mug, nach Lehr 
fa 19. und 22.: Punttreihe s,OXA co A x,X o YX’, wenn Y 
den Durchſchnittspunkt von x mit irgend einem Projectionsftrahl a 
bezeichnet. Gs mug alfo fein: 

< On Xo 












Alſo mug fein: 


folglich 
Da aber O und Q’ Gegenpuntte find, fo iſt nach § 2. Lehrſatz 17. 
und § 3. Lehrſatz 9. 

OX -Q'X'= OA- Q’A, 








ober: (OA — AX) (QYA’ + A’X’) = OA- QA’ 

oder: 

OA - Q’A’— AX - Q’A’ + A’X'. OA — AX. AUK’ = OA-Q’A’; 
folglich AX’. (OA— AX) = AX-Q’AV’; 

oder: AX’. OX AX. 


alfo: 


Es muß alfo fein 





daher OX? = OA.-Q’A’ 

Gs ift aber, wenn G und H. diefelbe Bedeutung haben, wie in § 3. 
Lehrſatz 9.: OA- QA’ = OG? = OF?; 

alfo muß fein OX =OG; over OX = OH. 


Es giebt alfo auf zwei Projectionsftrahlen unendlich entfernte Puntte, 
und dieß find die Projectionsſtrahlen (G— G’) und (I— H), went 
G und H diefelbe Bedeutung haben, wie in § 3. Lehrſatz 9. 
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Man fieht alfo aus dem Bisherigen, daß vie Curve K’, ſtets 
entweder keinen oder zwei unendlich entferute Punkte befigt, umd dah 
fie nie deren bloß Ginen haben kann. 

Gehen wir nun über zur Betvachtung der Curve K’,, fo wiſſen 
wir, daß fie jedenfalls einen unendlich entfernten Punkt hat, nämlich rene 
jenigen, in welchem ihre unendlich entfernte Tangente (f. Lehrſatz 4.) 
fie berührt. Nach Lehrjag QT. find mm alle Projectionsftrahlen pro- 
portional getheilt, und ihre Gegenpuntte fiegen daher ich i 
Unendlichen. Beriihrte nun ein Strahl x (aman venfe ſich in d 
die Gegenpuntte O und Q’ im Unendlichen) die Curve in einem une 
endlich entfernten PBuntte, fo müßte fein: Punktreihe x,UXX’oo 
Ws YTPX. Da aber fammtliche Punktreihen proportional getheilt 
find, fo muß auch fein x, UX X’o Hs, YT Poo, alfo s,YTPX1s,YTPo. 
Es müßte alfo X in cc fiegen, over, cin Projectionsſtrahl, ver die 
Curve K’, in einem uneudlich entfernten Puntte berührt, müßte den 
Strahl s in unendlicher Ferne ſchneiden; ebenfo müßte ev auch die s’ 
im unendlich entferuten Punkte ſchneiden; es mug alfo x mit dev une 
endlich entfernten Tangente ver Curve K’, zuſammenfallen. 

Gs fann aljo die Curve K’, nur einen eingigen unendlich entfern- 
ten Punkt haben, nämlich den Berührungspunkt ver unendlich entfern- 
ten Tangente, 

Dae vie Curve K’, höchſtens zwei unendlich entfernte Punkte 
haben fan, ift ſchon oben Seite 295. auf geometriſchem Wege bee 
wiefen worden. Es iſt dager auch hier feine Beſchränkung, wenn wir 
zwei Punktreihen s und s’, Fig. 119. b., annehmen, im deren Durch— 
ſchnittspunkt (s+s’) Feiner dev Gegenpuntte O oder Q’ liegt. Iſt 
nun x ein Strahl, dev die Curve K’, in einem imendlich entfernten 
Punkt beriihrt, fo mug fein Punktreihe x, oXX’Y A s,X'TPoo oder: 
oX  «¥ XT Xo, 


Po? 































alfo: PT 


Wegen dev Aehnlichkeit der Dreiecke QYX’ und PXX verhält ſich 
aber auch: 


alſo iſt auch 

oder: 

folglich TX.TX'’=PT.QX; 

ober: = (OX — OT) (Q'IY— QX’) = (OP + OT) QX’; 

alſo OX. QT’ — OT. Q'IY— OX - QX’ + OT - Q’'X’ 
= OP. Q’X’+ OT 

ober; = OX. QTY — OT . Q'T’— OX - YX’ = OP. Q 








"X's 
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Nun ijt, da O und Q’ die Gegenpuntte find: 
OT - QT’ = OX. QX’ = 0G?, 





Da og? . 
alfo QxX' = ox? 
folglich OX. QT’ — 2042 = SF-08 5 
over: OX2. QT’ —2- 0G? -OX = OP 0G; 
OG? OG? 
ober: ox? ~208 .OX = OP. 2, 


2 
ober, da a = OT ijt: 

OX? —20T-OX = OP. OT; 
alfo: OX = OT + yOT (OT + OP). 

Der Ausdruc unter dem Wurzelzeichen fann nun nie negativ, 
alfo dev Werth fiir OX nie imaginary werden. uch kann ver Radicand 
fic) nie annufliren, fo lange OT von 9 verſchieden iſt. Iſt aber 
OT = 0, fo findet fich durch daffelbe Rafonnement, wie bei der Curve 
K’,, daß dann s parallel s’ fein müßte, und man hatte dann den fiir 
ſich befonders an Fig. 120 a. und 120. b. betvachteten Fall wieder, dev 
hier ausgeſchloſſen fein foll. 

Man überzeugt fic) alfo, dak die Curve K’, ftets zwei unendlich 
entfernte Buntte befigt. 

Wir gehen jest über gu der Unterfuchung, ob eine dev Curven k 
eine ober mehrere unendlic) entfernte Tangenten habe. Zunächſt ijt 
flar, dag die Ginien k, ud k,, da fie feinen Punft im Unendliden 
haben, auch feine unendlich entfernte Tangente befigen können; es fann 
alfo hier nur die Rede fein von ky, k,,k,. Was mum die Curve k, 
angeht, fo ijt ſogleich einlenchtend, dag, wenn fie eine unendlich ent— 
fernte Tangente haben foll, dieß nur die Tangente an einem der beiden 
unendlich entfernten Punkte fein könnte. Es migen jekt die unend- 
lich entfernten Curvenpuntte mit M,, Ny begeichnet werden. Auf einer 
von T, Fig. 121. (vgl. auch Fig. 112.) nad) M, gegogenen Graven, 
alſo auf einer durch T yu m ober m’ parallel gezogenen Geraden 
liegt nun nach Lehrſatz 3. jedenfalls ein gweiter Curvenpuntt M,, 
ebenfo auf einer durd) T gu n oder n’ parallel gezogenen Geraden 
ein gweiter Punft N,. Genfer wir uns in Dig. 105. b. m ftatt a,, 
n ftatt b,, m, ftatta,, n, ftatt b, geſetzt, fo folgt nad) Lehrſatz 12, 
bag die Bunkte 96,,.N,, M,, OW, auf einer durch T gehenden Gee 
vader legen miiffer. Oa nun m||m’, n|ln’ ijt, fo ift das Biered 
$9, SN, ein Parallelogramm, in welchem fic) alfo die Diagonalen 
halbiren. G8 mug demnach (N,—9G,) durch den Mittelpunft ver 
Stree SS’ gehen, und auf diefer Diagonale muß fic) alfo auch T 
befinden. Da nun auf derfelben der Strahl m, von n’, gefdnitten 
wird, fo faun ev nicht auch von m’, auf (N,—96,) getroffen werden, 
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es fant alfo M, nicht anf (N,— 9G,) liegen; ebenfo wenig kann N, 
auf ihr liegen. Es fehneivet demnach bie von T nach dem unendlich 
entfernten Punkt M, gezogene Gerade (M,—~M,) fowohl, als die von 
T nach N, gezogene Gerade (Ny~N,) die Stree SS’ in einem von 
dem Mittelpuntt I” verfehiedenen Puntt A’, B'. Nach Lehrjak 27. 
mug mun die Tangente an M, wd N, die (S—S’) in einem foldyen 
Punkt A, B treffen, daß Punktreihe (S—S’), Sa’S’a und (S— 8’) 
SB'S'B harmoniſch ijt. Da nun weder A’ noch B' die Strecke SS’ 
halbiren fann, fo folgt, daß A und B nicht in unendlicher Entfernung 
auf (S—S’) liegen können. Es muß demnach vie Tangente ſowohl 
an den uneudlich entfernten Punkt M, als an N, die (S—S’) in einem 
beftimmten, im Endlichen gelegenen Punkt ſchneiden; eine von beiven 
foun daher in unendlicher Entfernung fich befinden. 

Um in der Curve k,, Fig. 115. die unendlich entfernten Punkte 
ju erhalten, haben wir nur einen dev PBunfte A’, B’, in das Unend- 
liche zu verfegen. Nach Lehrfag 28. aber muß dann der Durchſchnitts— 
punft A, B ber Tangente mit (S—S’) in einen ſolchen Punkt rücken, 
dag Bunttreihe (SS), SA'SA harmioniſch iſt. Da mun A’ im Une 
endlichen Liegt, mug A in den Mittelpunft ver Strecke SS’ vitefen. 
Berfegen wir ebenfo den Durehfchnittspuntt vow (A,—A,) mit (S—S’) 
nach links in das Unendliche, fo erhalten wir gleichfalls den Mittel- 
punkt von SS’ als Durchſchnittspunkt der an den zweiten unendlich 
entfernten Bunkt der Curve gelegten Tangente. Es fann alfo auch k, 
feine unendlich ferne Tangente haben. Auf ganz gleiche Weife über— 
zeugt man fich, dag daffelbe bet der Curve k, ftatt hat. 

Gs bleibt mm noch vie Curve k, ju betrachten übrig. Es fei 
aljo vie Curve k, von zwei Strahlbüſcheln S und 8’, Fig. 122., er— 
geugt; die Tangenten an S und 8’ fehneiven fich in T; g, g’ feien die 
entfprechenden nach dem unendlich entfernten Punkt ver Curve gerich— 
teten Strahlen. Nach Lehrfag 4. ift Hier g || g’ (f. § 3. Lehrfag 9.). 
Offenbar liegt mun auf einem durch S ſenkrecht auf g gezogenen Strahl 
ein Curvenpuntt 8’; und wir können ims nach Lehrſatz 19. anc) die 
Strahlbüſchel S und 8’ als die erzeugenden vorſtellen. Der von S’ 
nad dem unendlich entfernten Punkt gerichtete, alfo mit g und g” 
parallel laufende Strahl 9’ mug dann [ebenfo wie g’ im Büſchel 8” 
die Befchajfenheit haben mupte, dak, wenn die entfprechenden Strahlen 
ver rechten Winkel in den Büſcheln S und 8’ bezüglich mit a, b; a’, b’, 
Bezeichnet werden, ag — /b’g’s “bg= / a'g’ ‘it, (f. 8. 3. 
Lehrſatz 9.) wo man fic) a und b ftatt s und t geſetzt dente] fo bee 
ſchaffen fein, dag, wenn die entiprechenden Strahlen der rechten Winkel 
in det conformen Strahlbüſcheln S und 8’ bezüglich mit a, 6; «’, 6, 
Hejeichnet werden, Sag= / 89, /bg= /a'g’ ijt Der dem 
Strahl (S—S’) oder p entfprechende heiße p’, der dem Strahl t an 8 
entfprecjende heife ; fo ijt alfo t die Tangente an 8, p’ die Tane 
gente an 8, Shr Durchſchnittspunkt (t+ p’) heife T (fo wie friiher 
(t*p’) mit T begeicjnet ward). Es ijt alfo Strahlbuͤſchel s,0%/e'p’ 
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— Sagbpt; und & und vw find Curvenpuntte, Nach Lehrſatz 12. geht 
mun die Gerade [(a* 6) — («+ 6)] oder (N,~ 9G,) durch T. Da nun 
= / bg, umd (S—8’) fenfredt auf g und g’ iſt, folgt, dag 
Z % it; und da /ab= / a's’ (= 90") ft, daß and) 
Zs = 7 op iſt. Da nun im Viere S9e,s'N, die Winkel N, Soe, 
und N,S'9G, rechte find, fo Lape fic) um daffelbe ein Kreis beſchreiben, 
deffen Centrum in dev Mitte von N,I, liegt, und es ift dann 
ZN,90,8' = /N,S88' oder = / ap, als Peripheriewinkel; ebenfo 
ijt 7 N,,S= /N,8S over = / bv’; da mn / bY = / ap 
war, fo ijt 7N,90,8’= /N,90,8, alfo ift A St,’ V/A SIt,1, 
wenn I’ der Durehfchnittspunft von (N,— 9b,) mit (S~8’) ijt; es 
halbirt alſo (N,— 96,) die Stree Ss’ und fteht auf ihr fentrecht. 
Da nun auch g und g’ fentvecht auf Ss’ ftehen, fo ift alfo (N,—Ic,) 
parallel zu g umd g’ und daher nach dem unendlid) entfernten Curven- 
punkt gerichtet, der G, Heifer mag. Nach Lehrſatz 28. muß mun die 
Tangente in G, die (S~S’) in einem ſolchen Punkt T fdyneiden, daß 
Punttreife (S— 8’), SI’ST harmoniſch iſt, es muß alfo, weil I” in 
ber Mitte von S8’ liegt, Fin unendlicher Ferne fic) befinden. Es 
Hat alſo die Tangente an G, zwei unendlich entfernte Puntte, den 
Verithrungspunft G, und den Durchſchnittspunkt Tr mit (S— 8’), fie 
liegt alſo gang im Unendlichen, Gine zweite unendlich entfernte Tau— 
gente kann es nicht geben, da alle übrigen die Curve in einem end— 
lichen Punfte berühren miiffen. 








Faſſen wir das Bisherige gufammen, fo ergiebt fic) das vem 
Lehrſatz 4. analoge Gefes: 


29. Lehrfak. Die Curve 
K’, hat entweder feinen 
oder gweiunendlich entfernte 
Punkte. 

Die Curve K’, hat ſtets 
zwei unendlic entfernte 
Punkte. 

Die Curve K’, hat ſtets 
nur einen unendlich entfern- 
ten Punkt, nämlich den Bee 
rührungspunkt der unend- 
lich entfernten Tangente. 

Die von zwei parallelen 
Punftreihen erzeugte Curve, 
hat, wenn diefelben beide 
von Links nad rechts, oder 
beide bon redts nad links 
verlaufen, ſtets zwei un- 
endlich entfernte Puntte, | 
nämlich die Beriihrungs- | 





29, Lehrfak. Die Curven 
k,, ks, ky, ky, k, haben feine 
unendlid) entfernte Tan— 
gente. 

Die Curve k, hat eine un- 
endlich entfernte Tangente, 
nämlich vie Tangente des 
unendlich entfernten Cur— 
venpunkts. 
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punftte ber Strahlen (G-G) 
und (H-H)) (f. § 3. ehrfag 9.); 
wenn eine von Links nad 
rechts, die andere von rechts 
nach links verläuft, keinen 
unendlich entfernten Punkt. 


Es mag hier noch für den letzterwähnten Fall parallel verlau— 
fender Punktreihen, mögen ſie einſtimmig oder entgegengeſetzt verlaufen, 
Dig. 120. a., Fig. 120. b. ein directer Beweis folgen, vag jede zwei 
Projectionsſtrahlen von den übrigen conform getheilt werden, daß alſo 
der Gag 19. beſteht. Oa nämuüch in dieſem Falle s und s’ parallel 
find, hat man offenbar, wenn D, D’ ein Paar entfprechender Punkte 
der Punktreihen s, s’ find: 

AV AD, AR AC, BW BD, 

AV AD? AR AC? BW BD? 7 

ba min Bunttreife s.ACBD V s‘,A’C'B'D’ ift, ift 
AC, AD __ AC’ AD’, 
RD? 
AC AC’ AD | A’D! 





BC 

















BC’ BD ™ BC 





oder: Be Be = Bp i Ep? 

AC BC AD, BD, 

ober: xo: = a0 Pp? 
. AC, _ BD 
ober: xo? type 


Setzt man hier fiir die Theilquotienten die obigen Werthe ein, fo er— 
Halt man: 
AR, AV BN BW, 
AR’ AV ~ BN’ BW? 
ober: Punttreife aARA’'V AH Punktreihe b,BNB'W, 
ober: Punbktreihe a(a+s) (a*c) (as’) (avd) 
Punttreihe b,(b- s) (b+) (b~ s’) (b- d). 
Iſt e ein fernerer Projectionsftrahl, fo ergiebt fic) ebenfo 
Punftveife a,(a*s) (asc) (as’) (ave) A 
Punttreige b,(b* s) (bs c) (b*s’) (b' e), 
alfo auch Punktreihe afa*s) (a+ c) (a's’) (at d) (a’e) 0 
Punktreihe b,(b+ s) (b+ c) (b* 8’) (b+ d) (be). 
Bezeichnet man den vem Punt (a+b) dev Reihe auf a entfprechenden 
Punkt auf a mit vw, den dem Punkt (b+ a) der Reihe auf b entfpre- 
chenden Punkt auf a mit , fo laffen fic) vie Sige 20., 21. und 22. 
ganz fo beweifen wie friiher. 
Dem Lehrfak 29. zufolge fiihren wir jest fiir die Curven K’ 
und k andere Begeichnungen ein. Es ift ndmlich offenbar, daß die 
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Curve K’, mit zwei unendlich entfernten Punkten nichts anderes fein kann, 
al8 die Curve K’,. Denn erftere foll nach Lehrſatz 4., Erflarung 5. von 
zwei Tangenten in unendlich entfernten Puntten berührt werden, die Tanz 
genten felbft aber im Endlichen liegen nach Lehrſatz 29. fie miiffen daher 
Afymptoten fein. Gie migen m, n, Fig. 123., heifen. Die unend- 
lich entfernten Punkte von m und n find alfo unendlich entfernte Curven- 
puntte. Oa fie fowohl auf dev einen, als auf der andern Seite von 
m und n angenommen werden finnen, befteht alfo die Curve aus 
zwei durch die unendlich entfernten Beriihrungspuntte von m und n 
getrennten oder, wenn man will, verbundenen Yeften. Gind nun s, s’, 
a, b, e, Tangenten " Curve, fo ift nach Lehrfatz 19., a1, 22. und 
23, eae s(s*s’) (s+a) T(s*b) (s+) A Punktreihe s/P’(s’: a) 
(s'+ 8) (s'*b) (s’* ce), ebenfo aber auch nach denfelben Sätzen Puntt- 
reife s,(s +s") (s*a) T(s*b) (s+) A Punktreihe b,(b* s’) (bs a) (b*s) 
W(bsc). Es ift aber in Lehrſatz 19. nicht ausgeſprochen worden, 
daß alle conformen Punttveifen auch einftimmig verliefen, wie es bet 
den die Curve K’, erzeugenden s und s’ der Fall gewefen war. Und 
in der That, man fieht fogleich, daß die Punktreihen auf s und b, 
welche nach Lehrſatz 19. conform find, der Erklärung 1. gufolge, ent— 
gegengeſetzt verlaufen und daß allgemein jede zwei Punftreihen, welche, 
wie s und s’, die Curve an demfelben Aſt beriihren, einftimmig, jede 
zwei Punktreihen, welche, wie s und b, fie an verfehiedenen Weften be— 
rühren, entgegengeſetzt verlaufen. Man fann fic) aber auch die Curve 
von den Punktreihen s und b ergengt denken. Oa dieje entgegengefest 
verlanfen, fo wäre alfo diefelbe Curve, die wir, infofern wir fie uns 
vor den einftimmigen Punktreihen s und s’ hervorgebracht anfehen, 
mit K’, begeichneten, auch mit K’, ju bezeichnen nach Erklärung 5. 
G8 find alfo unter dev bisherigen Bezeichnung K’, zwei ſpecifiſch ver- 
{chiedene Curvenarten enthalten, ſolche mit feinem unendlich entfernten 
Punkt und folche mit zwei unendlich entfernten Punkten. Jede der 
letzteren ift identiſch mit einer dev Curven K’, und umgefehrt mug, wie 
man fic) ſogleich itberzeugt, K’, identiſch fein mit derjenigen Unterart 
von K’,, die zwei unendlich entjernte Punkte hat. Es erflart fich 
demngch auch, wie die fiir die Curve K’, entwickelten Geſetze auch fiir 
x, ‘mit gelten muften. — Gbenfo mug die Curve k, identiſch ſein 
mit k,. Denn erſtere hat zwei Puntte im Unendlichen, wie k, nach 
Lehrfah 4. Erllarung 5. „die Durchſchnittspunkte der einſprechenden 
Strahlen m und m’; n “unb-n; und weder k, nod k, hat eine un— 
endlich entfernte Tangente nach Lehrſatz 29. Die Xangenten an den 
unendlich entfernten Punkten von k, und ky find alfo Aſymptoten, 
und jede, k, und k, befteht daher aus zwei durch dieſe Punkte ge- 
trennten, oder zuſammenhäugenden Aeſten (vgl. Fig. 112, oder 121., 
wo nur der eine Aſt vergeichnet iſt). Nach Lehrſatz 19. und 23. ift 
nun in k,, Sig. 124., Strahlbüſchel S,(S— 8’) (S—A) (S—B) (S—C)t 
WH Strahlbiifchel S,p'(8’— A) (8’— B) (S’- C) (S’— 8); aber auch, 
wenn 6 die Tangente vom Punkte B iff, nach Lehrſatz 19., 21., 22, 
Weißenborn, Projection. 20 
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Strahlbüſchel $,(S- 8) (S- A) (S—B) G-Ot WH Strahlbüſchel 
B(B~ 8) (B— A) 6(B-C) (BS). G8 ijt aber nicht gejagt, dag 
alle diefe conformen Strahlbüſchel einjtimmig verfaufen folfen. Und 
wirflich fieht man fogleich, dag die conformen Strahlbüſchel S und B 
entgegengefest verlaufen nach Erklärung 1. Man hätte fic) nun die 
Curve auch von S ind B ergeugt denfen können, und hatte fie dem- 
nach nach Erflirung 5. (vgl. Fig. 115.) durch ke, bezeichnen müſſen. 
Zugleich fieht man fofort, daß jede zwei conforme Strahlbüſchel, deren 
Scheitel, wie S und 8’ auf demſelben Curvenajt Liegen, einjtimmig, jede 
zwei Strahlbüſchel, deren Geheitel, wie S und Be auf verfehiedenen 
Curvendften liegen, entgegengefest verlaufen. Es ift alfo k, inentifeh 
mit k,, und nur die verſchiedene Auffaſſung, ob mar fic) die Curve 
von einftimmig, oder von entgegengejest verlaufenden Strahlbüſcheln 
erzeugt denft, würde eine verſchiedene Bezeichnung begriinden und recht— 
fertigen. Da nun auf eine ſolche, verſchiedene, Auffaſſung im Fol— 
genden nichts ankommt, ſo führen wir eine neue Bezeichnung ein, nämlich, 


wie folgt: 

30. Erklärung. Diejenige, | 
von einftimimig verfaufenden 
conformen Punttreihen er— 
zeugte Curve, welche feinen 
Punkt im Unendliden hat, 
foll im Folgenden durch E 
bezeichnet werden. 

Diejenige von einftimmig 
verlaufenden conformen 
Punktreihen erzeugte Curve, 
welche zwei Punfte im Une 
endlichen hat, fowie die von 
entgegengefestverfanfenden 
conformen Punttrethen er— 
geugte Curve foll im Fol- 
genden durch He begeichnet 
werden, 

Die von proportionalen |} 
Punttreihen erzeugte Curve | 





mit einer unendlich entfern— 
ten Zangente, und einem 
unendlich entfernten Punkt 
ſoll im Folgenden durch P 
bezeichnet werden. | 


30. Erklärung. Diejenige, 
von cinftimmig verlaufen- 
ben conformen Strahlbü— 
ſchelnerzeugte Curve, welche 
feinen Buntt im Unendlichen 
hat, follim Folgenden durch 
e bezeichnet werden. 

Diejenige, von cinftimmig 
verlaufenden conformen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve, welche zwei Punkte 
im Unendlichen hat, ſowie 
die von entgegengeſetzt ver— 
haufenden conformen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve foll im Folgenden 
durch h begeichnet werden. 

Die von einfttmmig ver- 
Caufenden conformen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve mit einem unenbdlich 
entfernten Bunfte und einer 
unendlich entfernten Tan— 
gente follim Folgenden durch 
p bezeichnet werden. 

Die von einftimmig vere 
Taufenden gleichen Strahl— 
büſcheln ergengte Curve foll 
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im Folgenden durch e’ be- 
zeichnet werden. 

Die won entgegengefest 
;verfaufenden gletdhen 
Strahlbifdheln erzengte 
Curve foll im Folgenden 
durch h’ begeichnet werden, 


Wegen der Sake 19. bis 24. gilt, was von den Tangenten s, s', 
1, , by, b, dev Curven E, H, P bewiefen war, von allen; was 
von den ‘Guvoenpuntten T, PY, by, &,, Wi, W, gilt, von allen; 
penn man Tann jedes beliebige Tangentenpaar ‘Als bie conformen Buntte 
veihen anſehen, welche die Curve erzeugt haben. Ebenſo gilt, was von 
den Punkten 8, 8, A,, A,, B,, B, dev Curven e, h, p, e, h’ be- 
wiefen war, vow allen; was von den Tangenten t pl &4, oy Bry 6, 
gilt, von allen. Nennen wir daher ein von 4 Tangenten einer Curve 
gebildetes vollſtändiges Vierſeit „umgeſchrieben“, ein von 4 Punkten 
einer Curve gebildetes vollſtändiges Viereck „eingeſchrieben“, ſo können 
wir den Lehrfatz 17. fo ausſprechen: 








31. Lehrſatz. Sind a,, a, 
b,, b, trgend vier Tangenten 
einer der Curven E, H, P 
und oby, b,, Wi, Wb, Die Bee 
vilpeumigspuntte BegiigliG 
von ay, a, by, by, fo fallen 
bie drei Diagonaten [(a," by) 
(en tide be Ge b 5 
[(ayta, b,)] des umge- 
Gue vollſtändigen 
Vierſeits a,b,a,b, mit den 
pret Geraden jgufammen, 
welche im eingefdriebenen 
volljtindigen Biered ,w, 
hw, die Durchſchnitt s— 
punfte at etc 
[(, rap 4 =u, Is [ey 
=) — (we —%,) 
+(e, es mit —X vee, 
binden; und die drei Durch— 
ſchnittspunkte der Diago— 
naten — [(a,*b,)~ (a, by )]5 
[lay Pe) — Ga" by)ls Llay" ae) 
~(by*b,)] des umgefdrie- 
benen vollftdndigen Bier- 
feits fallen mit den drei 
Durchſchnittspunkten [(%, 









31. Lehrſatz. Gind A, A,, 
B,, B, irgend vier Puntte 
einer der Curven e,h, p, eh’ 
und «,, «, 6, &, die Tans 
genten bezüglich an A,, A,, 
B,, B,, fo fallen die drei 
Dud iduitespuntte (CA, 
ADB Aa Balt A,~B,) 

Bob AA) BiB) 
oe "Geli titer “Sek einge⸗ 
ſchriebenen vollſtändigen 
Vierecks A,B,A,B, mit den 
drei vunkten üſammen, 
in denen ſich die a oa 
[es — 
= (ay * by 2° 
tim nnagefebuiebenen voll. 
ſtändigen Bierfeit «8,« 6, 
ſchneiden; und bie drei Ge- 
raden, welde die bret Durch— 
iguidtsnuntte ((A, ~B, 

A,-B,)} (Ay Ba) (As-Byh 

a2 ~A,)*(B,~B,)] der Ges 

genfjeiten bes eingeſchrie— 

benen vollftindigen Viereds 

verbinbden, fallen gufammen 

mit ben drei Diagonalen 
20* 
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vee: (8 = %y)]; [ey —%8,) | (re) ~ (8,8; 
“(yay i [Cer —J 8) — wa 8 J) 
—v>,)]; der Gegenfeiten bes d bes. “untgeferiebenen voll- 
eingefdriebenen vollſtändi⸗— | ſtändigen Bierfeits. Fig. 
gen Biereds gufammen. Fig. '107.d. 

107.a. 1 

Man fieht, dak beide Sake identiſch find, und daß alfo die Curven 
e, h, p, eh’, die hier ausgefprocjene Eigeuſchaft mit P, If, P ge- 
mein haben. 


Nach Lehrſatz 6. iſt mm Strahlbüſchel (a,+a,), a,g’ayr, und 
(b,*b,), b,f'b.7, alfo anc Punktreihe av, (s+ 8!) cb, ) amd 
Bb, (8° sub, (r° 8) harmonifeh, Denken wir uns mm in Fig. 107. a. 
ober’ Big. 125; a. durch benfelben Punkt (s+s’) noch eine Secante 
(C,-S,) gezogen, und ſuchen den dem Punkt, aS 8’) gugeordneten 
Havmouifigen der Reihe (C,~S,),O,(s*s')S,. Hu dem vollſtändigen 
Viereck &, SC, ift mm (8° 8’) ber eine Durehfehnittspuntt der 
Gegenfeiten. Gu dent Durchſchnittspunkt [(&,—-S,) + (&,—S.,)] ent= 
fteht mm nach 8 3. Lehrfak 17. ett Harmonifeher Strahlbüſchel, in 
weldjem (se SP ,) und (se, ~S,) das eine Paar gugeordueter Strablen 
find, und in welchem die Berbindungsgevaden mit den anderen beiden 
Durchſchnittspunkten dev Gegenfeiten pas andere Paar jugeordneter 
Strahlen iſt. Der eine diefer Strahlen mug alfo durch (5*8) geber. 
Da nun ver dem (s+s’) zugeordnete harmoniſche PBunft auf a der 
Punlt (c+ a) iſt, fo muß der Strahl, der den Punkt [(ob —S,) 
*(%,—S,)] mit [(,~S,) + (2, )] vevbinbet, durch (7 +2) gehen 
Edenſo muß im voll indigent Bieveré vs oy dev den Punkt 
[(%,—2,) + Qb,~ J mit [(vb,-@,) ©@,)]_ verbindende 
Steagl dure) (re ) gehen; und beive Strablen niuſſen ſich auf 
(S,;~Sy) in dem dem Punkt (8*8) zugeordneten harmoniſchen ſchneiden. 
Rath Lehrfas 31. aber mug, wenn man ¢, und c, die in ©, und 

berührenden Tangenten nent, die Diagonale [(a,*a,) — (c,c,)] 
mit dev Verbindungsgeraden von [(sb,-S,)° (&,-2,)] und [(& ,-S,) 
(%,—S,)] gufammenfatlen, indem a,cya,c, das dem Viereck 
te, SphoS, umgefdriebene Bierfeit ijt. Ebenſo aa [Oh b.) 
—(ey*e,)] mit der Verbindungsgevaden von [(vd,-S,) + ( 2 
und fas’ —@,)+(vb,~S,)] gujammenfatlen. Es muß (1 *e,) 
ſowohl auf ver Verbindungsgeraden von [(sb,—S,) + (&,—S,)] mit 
[(%, 72)" (%&,—-&,)] als auf der Berbindungsgeraden von [(v,—S,) 
— )] mit [(b,-2,) "(tbe S,)] fliegen. Demnach mug ent 
weber (c,*c,) auf der Geraden (C,—S,) innerhalb der Curve liegen, 
in dem Durchſchnittspunkte dieſer beiden Geraden, oder dieſe felbft 
müſſen gufammenfallen. Erſteres ijt unmöglich, da c, und cy Lane 
genten find, mithin müſſen die genannten beiden Geraden zuſammen— 
fallen. Da mum die eine derſelben durch (7* 4), die andere durch 
(0* 6) gehen mug, fo müſſen fie mit dev Geraden (—* 4) — (r°B)], 
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ober [(a,*a,)—(b,"by)] oder 7, gufammenfatten. Es liegt alfo 
(cy"¢,) auf 7; und joigtie ift nach Lehrſatz 6. + der Strahl, welder 
det bem Strahl [(c, cy) ~(s*s/)] gugeorduete harmoniſche iſt. Es 
fiegt alfo per dem Butt ( 8*8 auf , —S,) gugeordnete harmoniſche 
der Punttreihe (C,—S,),C,(s*s')Cq im Düurchſchnitte mit +r. Ein 
Gleiches (apt ſich ebenfo von jeder anderen durch (s*s’) gehenden 
Seeante zeigen. Ebenſo ijt nach Lehrſatz 6. Punktreihe CA,—A,), 

AAA T, (B,~B,),B,BB,T, alſo auch Strahlbüſchel — 8) 
«,(T- 4); BS, (S— “SNe, (v =B) harmoniſch. Denfen wir uns nun 
in Gig. 107. b. oder Fig. 125. b. von derfelben Gecante (8-8) 
aus noch zwei Tangenten c,, c, gegogen und ſuchen den dem Strahl 
(8- 8) zugeordneten harmoniſchen des Strahlbüſchels (c,- — ry 
(S~S)eog. Gu vollſtändigen Vierſeit «pcyx,e, iſt (S— 8) eine 
Dingorales jede der anderen beiben Diagonalen, 3. B. {1 te) 

—(wy*e,)] wird nun nach § 3. Lehrſatz 17. harmoniſch getheilt, und 
zwar find («,*c,) umd (w,*c,) das eine Paar gugeordneter Puntte, 
die Durchſchnittspunkte mit den anderen beiven Diagonalen das andere 
Paar. Der eine diefer Punfte liegt alfo auf (S—S’). Da mm der 
dem Strahl (S—S’) gugeordnete harmoniſche im Büſchel A die Gee 
rade (a~ 7) ift, fo muf der Durchſchnittspunkt von [(@ "6, )—(wy* eg)] 
mit (0,769) (wg °1)] auf (A~T) liegen. Ebenſo mug der Durehe 
cpnittapuntt von [(6,* 04) ~ yr e,)] mit [(6,*¢,)~(6,*°,)) auf 
(B—T) fiegen. Beide Butte muͤſſen mum auf dem dem Strahl (S—S’) 
des Buͤſchels (c,* ey) zugeordneten harmoniſchen Strahl legen. eg 
Lehrfag 31. aber mug im vofftinvigcn Viereck A,C,A,C, der 
Durehfehnittspuntt ((A,—A,) + (C,—C,)] mit dem Durehfehuittepuntt 
vont [(@ 4°01) ~(w2"eq)] und [(@4* * Be nan und 
ebenfo mug im vollftindigen Vlere B,C und volgaeig 
Vierſeit b,c b,c, dev Duvehfehuittspuntt (3B, —B,)* (C,-C,)] mit 
dem Duvehfdnittspunlt von [(6,°¢,) — 6," ey]) und [(6,° ey) — 6," ¢,)] 
jufammenfallen, Alſo mug (C,-€,) entweder der vievte bem Strahl 

—S’) jugeordnete harmoniſche im Büſchel (c,+c,) fein, oder es 
we beide auf diejem Strahl liegende Durchſchnittspunkte, nämlich 

~(og" 9)) mit [(e,"e4) ~ (@y"e,)} td [6,"e,)~ B,"ea)} 
mit (bs ©) (b2" e4)] 3ufamntenfalten. Letzteres ift allein möglich, 
ba (GC, —C,) eine Gecante fein foll, und gwar müſſen, da fowohl 
(A> Ty als (BT) dur die genannten zwei Durchſchnittspunkte 
gehen ſoll, dicfelben am Punkt [(A—'T)- Be TY) d. h in T gue 
fammenfatlen, Es geht alfo bev dem Strahl (S-S8) sugeorbucte 
harmoniſche des Strahlbüſchels (c,°¢,)c,(S—S’)c, dur T. Gin 
Gleiches apt fic) von jedem anderen S tuagloiifeher 3eigen. Man 
kanu daber fagen: 

32. Lehrfag. Wenn mat | 32. Lehrfab. Wenn man 
in den Curven E, H, P von} in den Curven e, h, p, e, h’ 
irgend einem Durchſchnitts- auf irgend einer Berbin- 
punfte (s's’) gweier Tanz | dungsgeraden (S—S) gweier 
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genten s, s' verfdiedene, die 
Curve in zwei Punften &,, 
Boy5 Uy, Wbe; Oy, Sop ven fet = 
dende Gerade a, 6, zieht 
und in ben auf a, B.... ent— 
ftehenden Punktreihen apb, 
(3: 8)by5 Bibi (sata; 
ben bem Punkt (s's’) gue 
geordneten hHarmontfden 
fucht, fo liegt derſelbe fitr 
alle Geradea, B... auf einer 
und derfelben Geraden 7, 
nämlich auf der Berbin- 
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' Curvenpuntte 8, & verſchie— 
dene Durchſchnittspunkte 
A, B,w. je zweier Tangenten 

+e bes 
1 Bye 

entftehenden Strahlbüſcheln 

Aw, (SS); BS, (S81) by. 

—8 Strahl S_8) gue 

geordneten harmonifden 


yy Hay By, Bay Cy) O35 
ftimmt und tn den an 





alle Punkte A, B,.... durch 
einen und denfelben Punkt 
T, nämlich durch den Durch— 


bungsgeraden der Bexüh— 


| 

i 

judt, fo geht verfelbe fitr 
ſchnittspunkt der an die Cure 
| 
| 


rungspuntte T, PY ber Tan-| venpuntte S, S gelegten 
genten s,s. Gig. 107a.,125a. | Tangenten t, p. Fig. 107b., 
125b. 


Mit Hilfe des Lehrſatzes 31. läßt fich nun noch ein dem Lehrſatz 32. 
analoger beweifen, Gu Fig. 107.a. haber wir uns die Putte ev, 
und Ub, auf dem einen, cb, und Vd, auf dem anderen Aſte einer 
Curve H ju denken (vgl. Fig. 115.). Was aber von einem Curven— 
punkte gilt, gilt von allen; es bleiben alfo die an Gig. 107. a. nach 
gewieſenen Verhältniſſe und Geſetze auch vichtig, wenn wir alle vier 
Punkte auf einem und demfelben Aſte ver Curve H, oder an einer 
Curve E over P annehmen. Es feien alfo -b,, %,, oy, W, fo gee 
wahlt, dak der Durchſchnittspunkt der Gevaden (ob ,—vd,), (&,—%%,), 
alfo der Punkt (c+ y) (nach Lehrſatz 17.) innerhalb der Curve EH oder 
H ober P fallt. Vom Durchfchnittspunkte ver Geraden (ob ,— &,), 
(Wb ,—%,), alfo vom Punkte (r+ y’) (nach Lehrſatz 17) feien zwei 
Tangenten +1, 2 an die Curve gelegt, ihre Berührungspunkte heifer 
©, £,, Fig. 126. a. Die Gegenjeiten a, 6 des cingefdriebenen 
Vierecks ſchneiden fic) alfo im Punkt (s+s’), durch welchen die Tan— 
genten s’, s der Punkte P’ und T gehen. Was nun in Fig. 107. a. 
und Lehrfag 32. von einem Durchſchnittspunkte (s+ s’) gweier Tan- 
genten gilt, bleibt fiir den Durchſchnittspunkt (7+ x.) richtig. Es 
wird alfo nach Lehrjag 32. die Gerade > in den Punften P’, T, 
(e+ y) oder (w,* r_) und demjenigen Puntte, in welchem die (@,—&,) 
bie zr trifft, harmonifd getheilt. Mach Lehrfag 11. ift aber Strabl- 
büſchel (s +s"), sys’y’, alfo Punktreihe , T(2. y) P(r * y’) harmoniſch; es 
mug alſo (@,—@,) durch (+ y) gehen (vgl. Big. 108.a.). Ferner 
fallen nach Lehrſatz 31. die drei Durchſchnittspunkte ver Diagonalen 
[(s'7)- (8 7)]; (seas) 
umgefdriebenen vollftindigen Bierfeits ss’x,7, mit den bret Durch— 
{ohnittepmtien (CT ~@,)-(P’—@,)]; ((T—2,) (P= 2}; (CEP) 
(E ~&,)] de8 eingeſchriebenen vollftindigen Vierecks TPL, L, zu— 
fammen; e3 mug alfo (P,-&,) durch (8* 8) gehen. Da demnach 
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die Gerade (K.— L,) fowohl durch (s+s’) als durch (ry) gehen 
mug, fo fällt fie mit y zuſammen. Wir ziehen mun durch den Buntt 
(+7) eine beliebige neue Secante, welche die Curve in Lb’, und ww’, 
ſchneidet, fie heiffe +; und fuchen den in dev Punftreihe tb” Ar" yy us" 
dem Punkt (c+ y) zugeordneten harmoniſchen zu beſtimmen Vezelehnen 
wir die Tangenten an -b’, und vd’, bezüglich mit a’, und b’,, und 
denken uns in Lehrſatz 31. Bierfeit sa’,s’b’, ftatt a,b,agby, und 
Viereck Tee’, Ps’, ftatt ob, Vd, Vd, gefetzt, fo fehen wir, daß die— 
fem Lehrfage gufolge, Fig. 126.a’. ſich der —J—— [(e',-P’) 
“(Tw I, im DOnrebfehnittspuntte von [(a’, +s) (b’,*8’)] und 
[@’."8) ‘(b’ 1'8)], und da fic) ebenfo dev —— — — (a, ) 
We, PM im Surchſchnittspunlte von [(s+s’)~(a’.: b’,)] umd [(a’s!) 
— — +s)] befindet. Die zwei letztgenannten Glraden 6 (6 wh 
[(a’," 8) — (b's)] migen bezüglich »” und — heifien. Nun muß offen- 
bar y” dure) den Punkt (25) (, Fig. 126.0.) gehen. Denn es 
entſteht bet (-y”) im Bierfeit sa’.s’b’, ein härmoniſcher Strahl. 
büſchel nad § 3. Lehrſatz 17. Drei feiner Strahlen treffen die Ge— 
rade (I~ P’) ober z je in T, (r*y), B. Da mm (75) der dem 
Punkt (+ + y) gugeordnete harmoniſche ijt, fo muß der dem Strahl des 
Büſchels (7+ y”) zugeordnete harmoniſche y” durch (7° 7”), gehen. Es 
geht aber andy y” durch (* 8)ʒ; folglich haben y” und y die Punkte 
(8* 8) und — gemein, und daher mug y” mit »/ zuſammenfallen. 
Es liegt demnach der dem Punkt (7+ y) gugeordnete harmoniſche der 
Punktreihe tb’y(r+y)w", auf y. Cin Gleidhes läßt ſich von jeder 
durch den Punkt (r*y) gehenden Secante zeigen. Zieht man alfo 
durch einen und denfelben unerhalb der Curve gelegenen Punkt (zy) 
beliebige Secauten +, y, by, bo, t und uct auf jeer denjenigen 
Punt, dev im den Punktreihen r/T(r°y)P’; yh (ey) Cas by se (ry) 95 
bya (ry 43 bab’, (z* yuo", u. fe w. dev dett Punkte (r+ y) gue 
georduete harmoniſchẽ iſt, fo liegen alle dieſe zugeordneten Punlte anf 
einer und derſelben Geraden y’, Fig. 126. a., Fig. 126.a', denn von 
den Punkten auf t,, &, folgt dieß immittelbar nach) § 3. deheſah 17. 
wenn man in auf das vollſtändige Vierſeit t,t,t,', (vgl. Fig. 108.a.) 
anwendet, Alle vollſtändigen Vierecke alfo, &, Vb, 0d,; Pd’, b’, Th 
u. ſ. w., in welchen dev eine Duveyychuittspuntt, jveier gegentiberlie- 
gender Seiten nach demfelben Punkt (r+) fallt, haben diefelbe außer— 
halb der Curve liegende Gerade zur Berbindungsgeraden der ane 
deren beiden Durchſchnittspunkte gegeniiberliegender Geiten. Folglich 
liegen auch nach Lehrfatz 31. die Durchſchnittspunkte jeder gwet Tan— 
genter, welche die Curve in zwei ſolchen Punkten b,, Vd.; h., Vd45 
PT; %,, W', u. ſ. w. herühren, deven Verbindungsgerade (&,—v,) ; 
By b,)p (BT); CW, AW,) uw. f ww. buch (e*y) geht, af 
diefer Geraden . — G8 feien ferner in einer der Curven e, h, p, 
e, bY, Gig. 126. b. TH, und II, (vgl. Fig. 107. b.) die beiden auf 
der Geraden (TF ~ i’) befindlichen Curvenpuntte, und die die Curve in 
IE, , TL, bevithrenden Tangenten p,,p, gezogen. Die Gegenecten A, B des 
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umgeſchriebenen volljtindigen Bierfeits «6,06, liegen nun auf (S—S’). 
Was aber im Lehrſatz 32. von ver Verbinoungsgeraven (S— 8) aus- 
gefagt war, gilt auc) von (I1,—IT,). G8 ift alfo nad) Lehrjag 32. 
der Strahlbüſchel, welcher entfteht, wenn man vom Punt T die Gee 
raven p’,t,(T—T’) oder (II,II,) und die Verbindungsgerade von T 
mit dem Durchſchnittspunkte (p,*p.) sieht, harmoniſch, denn man 
braucht, um dies ecingufehen, im Lehrfatz 32. nur T an die Stelle vow 
A, und (II, ~IT,) an die Stelle von (S~ 8’); p, t an die Stelle 
von @,, , gu fetzen. Nach Lehrſatz 11. ijt aber Punktreihe (S—S%), 
S8181T*, alfo auch Strahlbüſchel T,t(1P- IT)p' (T —I’) harmoniſch. 
Es muß alſo der Durchſchnittspunkt (p,-p,) auf (FT) liegen. Ferner 
ift im volljtindigen Bierfeit tp’p,p, nach § 3. Vehrfag 17. die auf 
ver Diagonale [(t-p’)—(p,*p2)] von dem Durchſchnitte ver Diago- 
nale [(p'*p.) ~(t*p,)], dem Punkte (t+ p’), dem Durchſchnitte dev 
Diagonale (lt ps) py), vem Punkte (p,*p2) gebildete Punkt- 
reihe harmoniſch. Zugleich ift nach demſelben Lehrfag im vollſtändigen 
Viereck SU, SIM, der an IY entjtehende Strahlbüſchel, deſſen Strahlen 
gebifdet werden von dev BVerbindungsgeraven des Punfts I’ mit dem 
Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten ((11,— 8’) (I. S)], vow ver Bere 
bindimgsgeraden dev Gegenecen I1,, W,, (II, 11,), dev Verbindungs- 
gevaden von I’ mit dem Durchſchnittspunkt ver Gegenfeiten III, 8) 
(11,~ 8)], von der Verbindungsgeraven (S — S’) dev Gegenecken 8, 8’, 
harmoniſch. Letzterer Strahlbüſchel ſchneidet alſo auch die Gerade vow 
(G1, — 8) * OS)] nach ((IA S) (I.- 8)] harmoniſch. Dieſe 
aber iſt nach Lehrſatz 31. identiſch mit der Diagonalen ((t p’) — (p,p.)| 
und nach demſelben Gage wird fie von den Geraden, die von TL’ nad 
(1,8) -,~ 8)], [GL S) +, 89] geben, bezüglich in dem 
Suvehfehaitte von [(prps)— (tp iud [(t-pa) ~ plea )] aut (Cte p’) 
(Pro p2)] getvoffen, umd nach dev Annahme liegt (t+ p’) und dev 
Duͤrchſchnittspunkt vow (M1,- ,) mit [(t-p’)— (pyp.)] gugleicsh in T; 
e8 mug alfo auch (pytp,) mit dem Durchſchnitt von [(t-p’) — (p,“p.)] 
und (S~S’) gufammenfallen. Es mug alfo (p,*p,) auf (S—S’) liegen. 
Da (pr'pz) demnach fowohl anf (TTL), al8 auf (S - 8% fic) bee 
finden mug, fonn es nur in TP fiegen. Wir jiehen num von irgend 
einem Punfte G dev (F—T) zwei nene Tangenten «’, und 6’, an die 
Curve, und fuchen den im Strahlbüſchel Sa’, (T — I)b', dem Strahl 
(TL) jugeordneten harmoniſchen zu beftimmen. Bezeichnen wir mm 
die Beriihrungspunfte von «’, und 6’, bezüglich mit A’, und BY, und 
denfen uns in Lehrſatz 31. Viereck SA’,S'B’, ftatt A,B,A,B, und 
Vierſeit to’ pe’, ftatt «6,06, gefest, fo fehen wir, dag diefem 
Lehrſatze zufolge die Diagonale [(«’,: p’)— (t+ 6’,)] mit dev Berbine 
dungsgeraden von [(S— 8’) -(A’,~ B’,)] amp [(A’,— 8): (BY,- 89], 
dag ebenſo dte Diagonale [(t*«’,)] — (6, p’)] mit dev Verbindungs- 
geraden von [((S—8’)- (A’,~B’,)] und [((A’,— 8’) : (BY, -S)] und dag 
die Diagonale [(a’,°6’,)— (t+ p’)] mit der BVerbindungsgeraven von 
(S~B,) GAM und [(S> A’): (S'> BY] gufammenfatte. 
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Die zwei Punkte (S- 8+ (A’,- B’,)} [(A27 8): (BY, S)] mögen 
nun bezüglich mit I” und TY bejeichnet werden. Mun mug jedenfalls 
TV” auf (T-L’) liegen. Denn nach § 3. Lehrſatz 17. wird im Bierfeit 
ta’yp'8’, die Diagonale [(p’-8’,) — (t+ «”,)] oder die Gerade (T’-1”) 
harmonifc) getheilt in den Punkten (t+«’,), TY, (p''8,), 1" Da 
nun durch die erſtgenannten Punkte die Strahlen t, (TL), p’ des 
harmoniſchen Strahlbiifehels T.(T—-L) p(T 1”) gehen, fo mug dev 
vievte Strahl (T—T’) diefes Büſchels vurch I” gehen. Es mug alfo 1” 
auf (T~I”) liegen. Der Definition nach liegt es aber auc) auf (S—S’), 
es mug alfo mit I’ zuſammenfallen. Es geht demnach der dem Strahl 
(T-T), oder (E-L) jgugeordnete harmoniſche des Büſchels Sa’, 
(T—L)6, dure) D. Ein Gleiches läßt fich von jedem Strahlbüſchel 
zeigen, deffen Scheitel auf (T—T) liegt. Wahrend wir alfo in Lehre 
fos 31. fahen, vag, wenn wir den Scheitel eines harmoniſchen Strahl 
büſchels auf einer die Curve ſchneidenden Geraden (S—S’) in A oder 
B amehmen, der eine Strahl immer dure) denfelben Punkt T außer— 
halb der Curve geht, fo fehen wir jest, dak, wenn wir ven Scheitel eines 
harmoniſchen Strahlbüſchels auf einer gang außerhalb ver Curve lie— 
genden Geraden (TF — T) annehmen, ver eine Strahl immer durch den- 
felben Punkt 1” innerhalh der Curve geht. Nimmt man alfo den 
Scheitel beliebig in T, T, F,, G,, G an, und fucht in den Strahl- 
biifeheln T(T-L)p’s Pp (T-L)py5 By, (T-L)6,; Gy,«4(T TB; 
Ge (T—T)’, wu. f. w. den dem Strahl (F—L) gugeordneten har- 
monifden, fo gehen alle dieſe gugeorducten Strahlen durch einen und 
denſeiben Punkt I”. Alle vollftdndigen Bierfeite alfo «6,06, pS ,«’,t 
u. f. w., welche diefelbe Gerade (IT) zur Diagonale haben, haben 
venfelben Punkt I” zum Durchſchnittspunkt der anderen beiven Diago- 
nalen. Folglich gehen nach Lehrſatz 32. die Verbindungsgeraden jeder 
zwei Beriihrungspuntte, in denen die Curve von zwei ſolchen Geraden 
& 1, 6; &, 8; p’, ty oy, 6, uf. w. berührt wird, deve Durch— 
fcynittspuntte («1° 6, ); (~,°,); (p's t); (@’9' 8.) u. ſ. w. auf (T-L) 
liegen, durch diefen Punkt 1’. Wir erhalten alfo ven Gay: 


33. Lehrfag. a Wenn 
man in einer der Gurven 


33. Lehrſatz. «a Wenn 
man an eine der Curven 


E, H, P burd einen und dene 
felben innerhalb liegenden 
Puntt (ry) beliebige ver- 
ſchiedene Gecanten, r, y, by, 
t,, b gteht, und auf den fo 
entftehenden Punktreiher 
HT y)P's wher y) Pay ty 
Si (r 27) 5 bape (a7), 5 
tdblo(7 sy )Ue 5... Den dem 
Puntte (r*y) gugeordneten 
harmonifden fucht, fo liegen 


e, h, p, e, hb’, von verfdjie- 
denen Punkten T, T, ,,6,,6 
einer und derſelben außer— 
halb liegenden Geraden 
(T-T) aus an dieſelbe 
Tangentenpaare legt, und 
in den ſo entſtehenden 
Strahlbüſcheln TACT-L)p’; 
Lp (L-V)pys Bye (TT); 
Gy eg(T- LPB; Ga’ 9(T 1) jm 
den bem Strahl (T-L) gue 
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alle diefe gugeordneten 
Punfte anf einer und dere 
felben außerhalb ber Curve 
Tiegenden Weraden y. 

B Zugleich Tiegen die 
Durdhfhnittspuntte (s-s'), 
(ry enayy (athe (ages 
(a’g* bY, ene jeder zwei folder 
Tangenten, deren Berüh— 
rungsſehne durch denfelben 
Punkt (r-y) geht, alle auf 
verfelben Geraden y. Fig. 
126, a., 126, a’. 
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geordneten harmoniſchen 
fucht, ſo gehen alle dieſe zu— 
geordneten Strahlen durch 
einen und denſelben inner— 
halb der Curve liegenden 
Punkt I. 

B Zugleich gehen die Ver— 





bindungsgeraden (S— 8’); 
(iy Th); Asa) a 3 
~ jeder gwet 
—* Beriiprungspuntte, 
deren Tangenten fid) auf 
perfelben Geraden (TT) 
ſchneiden, durch denjelben 
Punkt I Fig. 126.b. 


In etwas andever Form ftellt man vie Sige 31. umd 33. auch 


fo dar: 

34, Lehrſatz. a Bieht 
man durch cinen und denfel- 
ben feftliegenden, außerhalb 
dev Curven E, H, P befind- 
lichen Punkt (8 +s’) beliebige 
Gerade a, 6, ...., welche die 
Curve fdneiden, und ſucht 
auf jeder den dem feftlie- 
genden Puntte (s+s’) zuge— 
orpueten harmoniſchen, ine 
bem man allemal die zwei 
Durchſchnittspunkte als vas 
andere Paar gugeordneter 
harmoniſcher Punkte ane 
nimmt, ſo liegen alle dieſe 
dem Punkt (8*8) zugeord— 
neten harmoniſchen Punkte 
auf einer und derſelben 
feſten Geraden y, welche die 
Curve ſchneidet. Sie iſt alle— 
mal die Verbindungsgerade 
ver Berührungspunkte T, P’ 
der von dem Punkte (s*s’) 
an die Curve gelegten Lane | 
genuten s,s. Sig. 107. a. 

8 Bieht man durd einen | 
und denfelben, feftliegenden, | 
innerhalb dev Curven E, H, P 





| die 


34, Lehrſatz. a Nimmt 
man auf einer und derfelben, 
feftliegenden, die Curven 
e, h, p, e, h' ſchneidenden Ge- 
raden (S-8) beliebige Buntte 
A, B,.... al8 Scheitel von 
Strahlbüſcheln an, und ſucht 
in jedem den dem feftliegen- 
den Strahl (S—S’) gugeord- 
neten harmonifden, indem 
man allemal die zwei Tane 
genten als das andere Paar 
zugeordneter harmonifder 
Strahlenannimmt, fo gehen 
alle diefe dem Strahl (8-9) 
gugeordneten harmonifden 
Strahlen durch einen und 
denfelben außerhalb dev Curve 
liegenden fejten Punft T. 
Dieſer ift allemal der Durch— 
ſchnittspunkt der in den 
Durchſchnittspunkten S, 8’ 


| dev (828) an die Curve ge— 


fegten Tangenten p’ 
| Ftg. 107. b. 

6B Nimmt man auf einer 
und derfelben, feftliegenden, 
Curven e, h, p, e, hb’ 


t, 


§ 11. Entwieefan, 
befindliden Punkt (rt ty) bee 
Tiebige Gerade z, yy byy bos tyes 
welche alfo bie Curve ſchnei— 
den, und ſucht auf jeder ben 
dem feftliegenden Punkt 
(<*y) gugeordneten harmo- 
nifden, indem man allemal 
die zwei Durdhfdnittspuntte | 
als das andere Paar zuge— 
orbueter harmonifder 
Punkte annimmt, fo liegen 
alle diefe bem Punkt (7*9) 
gugeordneten Harmonifden | 
Punkte auf einer und derfel- 
ben feften Geraden y, welde 
die Curve nicht ſchneidet. Auf 
ihr liegen allemal aud die 
Durdhfdnittspuntte jeder! 
zwei Tangenten, welche die 
Curve in folchen Puntten 
berühren, daß die Verbin— 
dungsgerade ber Beriih- 
rung spuntte durd den Punkt 
(xy) geht. Fig. 126. a., 126. a’, 
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nicht ſchneidenden Geraden 
(T-TL) beliebige Puntte T, Tr, 
&,, G,, G,.... als Scheitel 
von Strahlbifdeln an, und 
ſucht in jedem den dem feft- 
Tiegenden Strahl (T-L) gue 
geordneten harmonifden, 
}indem man allemal die zwei 
Tangenten als das andere 
Paar zugeordneter harmo— 
| nifdher Strahlen annimmt, 
fo gehen allemal diefe dem 
Strahl (T-L) zugeordneten 
harmonifden Strahlen durch 
einen und denſelben feſten 
Punkt Teinnerhalb der Curve. 
Durch ihn gehen allemal auch 
die Verbindungsgeraden je— 
der zwei Curvenpunkte, de— 
ren Tangenten ſich auf der 
Geraden (T-L) ſchneiden. 
Big. 126.b. 





Es ift übrigens leicht gu fehen, daß die hier für die Curven e, h, p, e’, h’ 
ausgefprodenen Sige auch fiir E, H, P, und dag die für letztere 
Curven ausgefprodenen aud) fiir e, h, p, e’, h’ gelten. Deun nach 
Lehrſatz 6. ift, wenn s, 8’ zwei Tangenten an eine Curve HE, H, P, 
und (IP) oder + ihre Berührungsſehne, a,, 4,3 b,, by; 74, 7 ete. 
irgend ein Baar auf x fic) ſchneidender Tangenten find, Strahlbüſchel 
(aya), &,a'a,73 (by"by), by BM b973 —— 
108. a.) harmoöniſch; es geht alfo der dem Strahl + gugeordnete jtets 
durch (8*8). Ebenſo iſt nach Lehrſatz 6,. wenn A,, A,; B,, By; 
Il,, TI,, .... irgend zwei Curvenpuntte einer der Linien e, h, p,e’, h’ 
find, welche je auf einer Geraden fiegen, die durch den Durehfehnitts- 
puntt T ober (t+ p’) der Tangenten t, p’ an den Punften 8, 8’ gehen, 


die Punlktreihe (A,—A,), A, A’A,T; (B,~B,), B,B'B,T; (1,—,), 
W0,T . + barmoniid (f. Big. 107. b., 108. db); 08 iegt alfo 
bet pet Bunt ‘T jgugeorduete harmoniſche itets auf (S— 8’). Man 


fieht alfo, daß der Gag 34. a. rechts, wenn man r over (I—P’) ftatt 
(S—S') und (s+s’) ftatt T ober (t+ p’) fest, auch fiir die Curven 
E, H, P giiltig ift; und dag dev Gag 34. a. links, wenn man T oder 
(t'p’) ftatt (s-s’) und (S—S’) ftatt + ober (T-P’) fetst, auch fiir die 
Curven e, h, p, e, h’ gilt. Ferner hat offenbar dev Lehrſatz 33. 6. eine 
Umkehrung. Denn ift eine augerhalb ver Curve E, H, P verlaufende 
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Gerade, Fig. 126. a., 126. a’, fo müſſen alle auf ihr ſich ſchneidenden 
Tangentenpaare s, s’; 1p Fa} a’, by, «+. die Curve in ſolchen 
Punkten beriifren, vag die Herůhrungeſehnen durch denſelben Punkt 
(*y) geben, denn man kann, indem man eine Secante ſich ſtetig um 
den feſten Punkt (r+ y) drehen läßt umd an ihre Durchſchnittspunkte 
Tangenten legt, alle beliebigen Punkte der in ſtetiger Folge erhalten. 
Außer den Leiden Tangenten aber, deren Berührungsſehne durch (r* y) 
geht, kann es von feinem Punkte der y’ noch eine Tangente geben, 
nad Lehrſatz 25. Bieht man alfo von einem Punkt (8* 8) der 7 
aus amaenten, an die Curve, die in T, P’ berühren, und ebenfo von 
(ag*b,) auf aus ein Baar in L’,, vs"; von (x, x.) aus ein 
Paar in’, L, beriihrende u. ſ. w., fo gehen nach dem eben Gefagter 
die Geraden (JY — P’), (oe! 05',), (Py- Py) u. ſ. w. durch denfel- 
ben Punkt ce yx). Nach Rebrfag 31. aber fallen in dem vollftindigen 
Vierfeit ss’a’,b’, die Durchſchnittspunkte der Diagonalen mit den 
Duvehjchnittspuntten der Gegenfeiten des Vierecks Tr’, Pow’, uſan 
men. G8 liegt alſo der Durchſchnittspunkt von [(s +a’, 2) — (sb) 
mit [(s*b’,) ~ (a'r a’a)] in (e+ y) amd gugleich fallt nath gehts 3. 
bie Diagonate y bes Vierfeits gufammen mit der Verbindiungsgeraden 
von [(T—9',) + (',— P)] mit (To &’,)- (Py. Da nun 
nach § 3, Lehrſatz Wi bie Diagonale IG a’,)~(s'*b’,)] in (s*a’,), 
im Durchſchnittspunkt mit y’, in (s'* b’,), (e+ y) harmonifc getheltt 
wird, fo muß der dem Strahl y gugeordnete harmoniſche des Strahl 
büſchels (a’,*b’,), a’gy’b’, durch (rv y) gehen. Sbenfo überzeugt 
man ſich mit pie des Bierfeits ss’x,7,, daß auch im Strahlbüſchel 
(1°), (Ty7%, dev y gugeordnete harmoniſche Strahl durch (7 - y) 
geben mup, und ebenfo bleibt der Beweis fie jedes andere Vierſeit 
ss'.., deſſen dritte und vierte Seite irgend ein Paar auf ſich ſchnei— 
dende Tangenten find. Es gilt alſo der Lehrſatz 34. 6. rechts aud) 
für E, H, P. Deßgleichen uͤberzeugt man ſich leicht, daß der Lehre 
ſatz 33.8. rechts eine Umkehrung hat. Denn gehen, Fig. 126. b., die 
Verbindungsgeraden (S~S’), (1,—U,), (Ag B’,) u. ſ. w. jeder 
zwei folder Berührungspunkte, deren Cangenten fic) anf derfelben 
Geraden (TL) ſchneiden, durch I”, fo mug alfo der Durchſchnitts— 
puntt der Tangenten jeder zwei Curvenpuntte S, 8’; 1,, M,; A’s, 
BY, aw. ſ. w., deven Berbindungsgerade durch I” geht, auf derſelben 
Geraden (TT) ſich befinden. Legt man durch einen Punkt Iinner⸗ 
halb einer Curve e, h, p, ec, h’ eine Secante (S—S’), eine andere 
(A> BY), (H,~TT,)...., und an ihre Durchſchnittspunkte Tan- 
genten, die ſich nach der Umfeprung, von Lehrſatz 33.6. auf (T- TL) 
ſchneiden, fo fallen nach Lehrſatz 31. im pelln andign Viereck SS'A’,B’, 
Bie Verbindungsgeraden von [(S— A’ 2) (S—B’,)] mit [S7 B,) 

— A’,)] mach (TTL), und zugleich fällt im Sieve dex Durch⸗ 
itp TY’ mit dem Durchſchnittspunkt von [(teb) («,° py] 
mit I(t: eat ’)] zuſammen. Da mum nach § 3B. Lehrſatz Vn 
im shite {ena’, y: (S—B’,)} als Scheitel cin harmoniſcher Strahl 
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büſchel entfteht mit ven Strahlen (S’—A’,), der Verbindungsgeraden 
mit 1’, mit (S—B’,), (T-L), fo mug der dem Punkt LT” zugeord- 
nete harmoniſche dex Bunttreihe ( A’, — BY,),A’,1’B’, auf (T-T) 
liegen. Deßgleichen beweift fic) mit Hiilfe des Vierecks SST, T,, 
daß auch in der Punktreihe (1,—11,),11,P'TL, der dem I” gugeord- 
nete Punkt auf (FT) liegen mug, und ganz ebenfo bleibt der 
Veweis wenn zur dvitten und vierten Ede des vollftindigen Bierfeits 
SS’... irgend zwei Curvenpuntte genommen werden, deren Tangenten 
fih auf (T—-L) ſchneiden. Es gilt aljo der Sag 34. 6. links auch 
für e, h, p, e, bY. Man fieht demnach: 

35. Lehrſatz. Die in Lehre 35. Lehrſatz. Die in Lehre 
fas 34.0. und B. liber die|fag 34a. und 6. über die 
Curven e, h, p, e, h’ aufge- | Curven E, H, P anfgeftellten 
ftel(ten Lehrſätze gelten Lehrſätze gelten anc fiir 
auch fiir die Curven E, H, P. die Curven e, h, p, e h'. 


Bugleich fieht man, dag beive Sige daſſelbe ausfagen.. Dent 
wir fahen (Lehrſatz 34. a. Links,), wenn man, Fig. 108. a., eine Gee 
cante fic) um den Puukt (s+ s’) drehen läßt, fo liegt ftets dev dem 
(s‘s’) gugeordnete harmoniſche Bunkt anf r; und nach Lehrſatz 35. geht, 
wenn man den Scheitel eines harmoniſchen Strahlbüſchels fic) auf 7 hine 
bewegen (apt, der dem + gugeorducte harmoniſche Strahl durch (s*s’); 
Laffen wir (Lehrſatz 34. 6. links), Fig. 126. a., 126.0%, eine Secante 
fic) um den Bunt (r+) drehen, fo liegt der dem (r*y) zugeordnete 
harmonifce anf y’, und laſſen wir den Seheitel eines harmoniſchen 
Strahlbüſchels auf y hinrücken, fo geht nach Lehrſatz 35. der dem 
Strahl y’ gugeordnete harmoniſche ftets durch (x+y). Ganz Analoges 
gilt von Big. 108. b. 126.b.; mr haben wir hier die grofen 
Buchſtaben mit feinen, „Durchſchnittspunkt“ mit ,,Verbindungsgerade”, 
„Scheitel eines Strahlbüſchels“ mit ,Secante”, „Secante“ mit „Scheitel 
eines Strahlbüſchels“, „drehen“ mit „fortrücken“, „fortrücken“ mit 
„drehen“ zu vertauſchen. Man ſieht demnach: 


36. Lehrſatz. Gilt in Bezug auf eine der Curven 
E, H, P; e, h, p, e, h’ von einem Puntte (8*5) und einer 
Geraden + (Fig. 108. a.) oder von einem Puukte T und 
einer Geraden (S—S’) (Fig. 108.b.) der Gag 34.0. links, 
fo gilt von demfelben Punft und derfelben Geraden auch 
der Sag 34.0. rechts, und umgefehrt; und 

Gilt in Bezug auf eine der Curven E, H, P; e, h, p, 
eh’ von einem Punfte (r*y) und einer Geraden ¥ (Fig. 
126.a., 126.a’.) oder von einem Punkt I” und einer Geraden 
(T-TL) (Fig. 126. b.) der Sak 34.6. links, fo gilt von dem- 
felben Punkt und derfelben Geraden auch der Gag 34.6. 
rechts; und umgekehrt. 


Wir ſtellen daher die Erklärung auf: 


318 § 11, Entwickelung ber Kegelſchnitte. 


37. Erklärung. Haben in einer der Curven EH, H, P; 
e, h, p, e h’ ein Punkt T und eine Gerade +r eine folche 
Lage, dak, wenn man eine Gerade o um den feftliegenden 
Punkt T ſich drehen läßt, und die Durchſchnittspunkte 
mit dev Curve durch A,, A, bezeichnet, der dem Punkt T 
zugeordnete harmoniſche Buntt © dev Punktreihe o/TA,TA, 
fic auf der feftliegenden Geraden + forthewegt; oder 
dag, wenn man den Scheitel Y eines Strahlbüſchels anf 
dev fefiliegenden Geraden + fortriiden (aft, und die von 
Yan die Curve gelegten Tangenten mit a,, a, bezeichnet, 
bev dem Strahle + gugeordnete harmonifcde Strahl y des 
Strahlbüſchels Yra,ya, durch den feftliegenden Puntt T geht; 
fo foll die Gerade rz die Polare des Punkts T, der Puntt V 
der Pol der Geraden + genannt werden. Liegt T aufer-, 
gum Theil innerhalb der Curve, Fig 127. a, fo foll T der 
diuferve, 7 die innere Bolare, liegt T innerhalb der Curve, 
zt ganj außerhalb derſelben, Fig. 127b, fo foll T der 
inneve Pol, 7 die dufere Polare genannt werden. 


Es erhellt fofort aus vem Vorigen, daß es gu jedem Punft T 
nur eine eingige Polare, und gu jeder Gevaden + nur einen eingigen 
Pol geben fann. Denn gabe es gu einem Puntte T, Fig. 127. noch 
eine Polare x’, fo müßte jeder durch T gelende Strahl o ſowohl in 
A,(r*c),A,/T, als in A,r’ c),A,,T harmoniſch getheilt werden, 
was unmöglich iſt. Ebenſo iibergengt man fic) von dev Behauptung, 
daß es fiir eine Gerade nur einen Pol geben kann. Denn gibe es 
noch einen Pol 'T’, fo miifte, wenn man die Gerade (T—T’) ober 
o zöge, fowohl Puuktreihe c,A,(r*c)A,T, al oA,(r*c)A,T’ hare 
moniſch fein, was unmiglich iſt. 

Wir fahen mum in Lehrfag 32., dag, wenn + die Berührungsſehne 
ber Tangenten s, s' an einer der Curven E, H, P ift, anf jeder be- 
liebigen Geraden, a, 6, Fig. 107.a. oder 126.a., die durch (s*s’) 
geht, die Bunftreije ab ,(s-s')b (a'r), Bvd,(s*s')tb,(6*r) hare 
moniſch iſt. Conſtruirt man mm dag vollſtändige Viereck bv, %,vb,, 
jo entfteht nad § 3. Lehrſatz 17. im Durchſchnittspunkt ver Gegen- 
feiten [(s,—vb,)* (sb, vd,)] ein harmoniſcher Strahlbüſchel, deffen 
eines Baar sugeorbneter Sirahlen (so, ,), (se, —v,) find, deſſen 
anderes Baar die Berbindungsgeraden mit ben anderen beiden Durch⸗ 
ſchnittspunkten der Gegenſeiten, ay mit [(b, sb.) * (Wb, —%b,)] oder 
(s.s’) und [(&, ae (%,—%4)] ijt. ‘Da mun (# cb.) ober a 
und (vb,—%,) oder 6 in (a*z) und (B~7z) ihren vierten Hatinonifehen 
Puntt Haben, fo muß alfo dev Strahl, welder [(%,—V>,) * (se, —W,) 
mit [(&,~v,)*(%,—%,) verbindet, durch (a * 2 un durch (6+ 7 
gehen, alfo mit + jufammtenfalten. Es Liegen alfo zwei Durchſchnitts⸗ 
puulte der Gegenfeiten auf der Polaren und der dritte im Pol; 
folglich miiffen hier auch nach Lehrfatz 31, die Durchſchnittspunkte dev 
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Diagonaten im umgefehriebenen vollftindigen Vierſeit fic) befinden. 
Und umgekehrt foun man auch, wenn man weiß, dag (s*s’) ein 
Durchſchnittspunkt dex Gegenfeiten im eingeſchriebenen Viereck sb, vd, 
ob, und r die Berbindungsgerade der anderen beiden ift, und 
wenn man zugleich weif, dag (s +s’) außerhalb der Curve liegt, ſchließen, 
daß die von (8*8) an diefelbe gelegten Tangenten fie in den Durch— 
ſchnittspunkten mit + berithren müſſen. Denn trafen die Tangenten 
in zwei anderen Punkten, deren Berührungsſehne zo’ heife, fo Liege 
fich ebenfo, wie im Früheren bis zu Lehrſatz 32., darthun, daß 7’ die 
Polare von (s*s’) wire, und daß der dem (s*s’) zugeordnete har- 
moniſche Bunft auf a in (a'7’), dev auf B in (6° 7’) Lige, was 
gegen die Serausfeginig fivitte, daß diefelben auf der Berbindungs- 
gevaden von [(s,— Gea W,)] mit [(, —ab,) +(e, —V,)] 
liegen, fo Longe nicht 7’ i Bugleich fieht man, 
daß Fig. 126. a. dev —— [Ge ,—¥,) * oy U,)] der 
inneve Bol der äußeren Geraden ift, welche bie beiden uderen Burh⸗ 
ſchnittspunkte der Gegenſeiten verbindet; denn man kann ebenſo, wie 
zur Aufſtellung des Lehrſatz 33. geſchah, zeigen, daß jede andere durch 
dieſen Punkt gehende Gerade auf » ihren zugeordneten Punkt hat. 
Conſtruirt man ein dev Curve E, H, P umgeſchriebenes vollſtändiges 
Vierſeit a,b,a,b,, fo hat man ans Lehrſatz 10., 32. und 33. ame 
mittelbar den Beweis, dak die Durchſchnitte der Diagonalen, einer 
im Pole, die anderen beiden auf der Polaren liegen, und man fan 
rückwärts ſchließen, dag die Xangenten, welche vie Curve in den 
Durchſchnittspunkten von [(a,.a,)— (by b.M berühren, durch den 
Durchſchnittspunkt dev beiden Diagonalen gehen miiffen. Denn ſchnitten 
fie fich in einem anderen Puntte, jo wiirde, wenn man fie mit f, (” begeichnet, 
fich flix (7° () ebenfo, wie fiir (8* 8) der Lehrſatz 10. beweiſen laſſen, 
daß hier der Durchſchnittspunkt von. [(a,*b,)~(a,*b,)] und 
[@,°b,)— (@,"b,)] Liege, was gegen die Vorausfesung were. — 
Conſtruirt man um eine der Curven e, h, p, e, h’ ein umgeſchrie— 
Benes Vierſeit «,6,«.6,, Fig. 107. b., 126. b., fo entfteht nad) § 3, 
Lehrfag 17. auf ber Diagonale [(«,*6,) —(@,"6,)] eine harmonifehe 
Punttreife, deren eines Paar zugeordneter Punkte (a, 6,) und (w,*6,) 
find, und deren anderes Baar die Durchſchnittspunkte mit den ierlges 
beiden Diagonalen [(«,*«,)— (6 ,°8,)] oder (S—S') umd [(a,°6 

—(w,"6,)) if. Oa mn im Strap ebiifehet A md B die Seat, 
(A~T) und (BT) die dem Strahl (S—S’) zugeordneten harmo— 
niſchen find, fo muß der Durchſchnittspunkt von [(y* 8.) = @a°8,)] 
mit [(@,°8,)~ (wy"8,)] in T liegen. Es gehen alfo zwei Diagonalen 
durch den Pot, die dritte fallt mit dev Polaren zuſammen; folglich 
mug dieß aud) nach Lehrjag 31. mit den Berbindungsgeraden dev 
Durchſchnittspunkte dex Gegenfeiten im eingeſchriebenen Viereck A,B, 
A,B, dev Fall fein. Umgekehrt folgt hieraus auch, wenn man wei, 
daß 8 8) die Curve ſchneidet, daß die Tangenten an 8 und 8’ 
durch T gehen müſſen, weil ſonſt ebenſo, wie im Vorigen folgen würde, 








320 § 11, Entwickelung ber Kegelſchnitte. 
dag noch ein anderer Punkt T’ fo gelegen wire, daß Strahlbüſchel 
Aw, (S~S))e.(A~T’) umd B6,(8—S'6,(B—T’) harmonifeh waren, 
gegen die Vorausſetzung. Deßdleihen folgt, dak, Big. 126. b., [(~,*8,) 


2°5,)] die äußere Polare de 
belted Diagonaten ift; 


s Durchſchnittspunkts der antberen 


denn man fann ebenfo, wie zum Beweiſe ver 


Lehrfay 33. gefchehen war, beweifen, daß der dem Strahl [(«,°6,) 


—— 


dem der Curve eingeſchriebenen 
aus, fo geben die Sage 10., 32., 


6,)] gugeordnete harmoniſche jeres mit feinem Scheitel auf 
pemfelben Liegenden Strahlbüſchels durch I’ gebt. 


Geht man vor 
vollftindigen Viereck A,B,A,B, 
33. ummittelbar den Beweis, daß 





von den BVerbindungsgeraden der Durchſchnittspunkte ver Gegenfeiten 


eine die Polare, ver Durchſchnitts— 
ift. Man hat alfo bei ren Ciro 
wie bei E, H, P, nämlich: 

38. Lehrſatz. Iſt in einer 
ber Curven E, H, P, e, h, p, 
eh’: E, dev Pol von oy, oder 
E, der Pol von o,, over z, 
der Pol von o, und ift a) der 
Pol der Durchſchnittspunkt 
zweier Diagonalen irgend 
eines umgeſchriebenen voll— 
ſtäudigen Vierſeits a,b,a,b,, 
ſo fällt die dritte Diagonale 
mit der Polaren dieſes Pols 
zuſammen. 6) Iſt die Bolare 
vieeine Diagonale eines um— 
geſchriebenen vollſtändigen 
Bierfeits, fo fällt ver Pol 
piefer Bolaren mit dem 
Durchſchnittspunkt ver an- 
peren beiden Diagonalen 
gufammen. Dieß gilt, mag 
per Pol ein äußerer, feine 
Polare eine innere, oder der 
Pol ein innerer, feine Po— 
fave eine äußere fein 
128, 


Es feien mm F,, Bz zwei dn 
ive Polaven, alfo innere, fo fann d 
ZY, derſelben entweder innerhalb, 


Sig. | 


unkt dev beiden anderen der Pol 
ene, h, p, e, h’ denfelben Sab, 


38. Lehrſatz. Iſt in einer 
ber Curven E, H, P; e, h, p 
eh’: c, die Polare von &,, 
oder co die Polare von &,, 
oder o, die Polare von Y,, 
und ijt a) die Polare die 
Verbindungsgerade zweier 
Durchſchnittspunkte der 
Gegenfeiten irgend eines eine 
geidriebenen volljtindigen 
BViereds A,B A,B,, fo fallt 
der dritte Durchſchnittspunkt 
der Gegenſeiten mit dem 
Poldiefer Polaren zuſammen. 
B) Iſt ver Pol der eine 
Durchſchnittspunkt ver Gee 
genfeiten eines eingeſchrie— 
benen vollftindigen BViereds, 
fo fallt die Polare dieſes 
Pols mit der Verbindungs- 
geraden ber anderen beiden 
Durchſchnittspunkte der Gee 
genfeiten zuſammen. Dieß 
gilt, mag die Polare eine 
innere, ihr Pol ein äußerer, 
oder die Polare eine äußere, 
ify Pol cin innerer fein, 
Big. 128. 


Bere Pole einer dev Curve, o,, 7, 
ev Durchſchnittspunkt (c, +04) oder 
oder außerhalb der Curve liegen. 
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Liegt er innerhalb, Fig. 129. a., oder auferhalb, Fig. 129.b., fo ift 
in beiden Gallen EY, ein Durchſchnittspunkt er Gegenfeiten im eingee 
ſchriebenen Biered A,B, A,B; nach Lehrſatz 38.6) fällt mum die 
Verbindungsgerade der anderen beiven Durchſchnittspunkte ver Gegen— 
feiten mit der Polaren des Punkts SF, gufammen. Nach Lehrfak 31. 
fallt aber auch die Berbindungsgerade ver Durchſchnittspunkte (A, -Ba) 
*(A,—B,)] umd [((A,~B,)*(A,~B,)] mit dev Diagonale [(a,°a,) 
-(b;*b, | des umgeſchriebenen Vierfeits a,b,a,b, gufammen. Diefe 
ijt aber (2,—Z,); es ift alfo @,—,) die Polare o, des Pols Sy. 
Sind Fig. 129.c. FE, Y, zwei innere Pole gweier äußeren Polaren 
oy, T, einer der Curven, fo ift F, ein Durchſchnittspunkt ver Gegen= 
feiten (S—8’), (A, ~A,) des eingeſchriebenen Biereds SA,S'A,, 
deffen andere zwei Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten nach Lehrſatz 38.8) 
auf o, liegen. Mach Lehrfag 31, fällt aber hierhin zugleich die Dia— 
gonale [(a,*a,) ~(s*s')] des umgefchricbenen Bierfeits sa,s’a,; ebenfo 
fällt mit oc. dte Diagonale [(b,* bs) —(s‘s’)] des umgeſchriebenen 
Bierfeits sb,s’b, zuſammen. Es mug alfo (s+s’) fowohl auf o,, 
als auf cy liegen, folglic) mug dieſer Punt (s+ 8”) im Durchſchnittoͤ— 
puntt (c," cy), d. h. in E, liegen. Es ift alfo nach Lehrſatz 34. a, 
and Lehrſatz 35, (8* 8) oder E, der Pol von (22s ) ober (2,—Z,) 


ift die Polare c, des Pols E,. Man fieht alfo: 
39. Lehrſatz. Der Durch— 39. Lehrſatz. Die Ver— 
ſchnittspunkt der Polaren| bindungsgerade der Pole 


oy, 7, zweier duferen Pole 
D1, Xo, einer ber Curven E, 
H, P; e, h, p, e, h’ faun ent 
weber innerhalb (Fig. 129.a.) 
oder außerhalb (Gig. 129. b.) 
perfelben liegen. Der Durch— 
ſchnittspunkt zweier dugeren 
Polaren muß immer außer— 
halb (Fig. 129.c.) derſelben 
liegen. 

In allen Fällen iſt der 
Durchſchnittspunkt (,+c,) 
der beidben Polaren der 
Pol der Verbindungsgeraden 
(2,~,) der beiden Pole, 





=,, EB, zweier inneren Pola— 
ven oy, co, einer dev Curven 
E, H, P; e, h, p, e, h’ fann 
entweder gang außerhalb 
(Gig. 129.a.) oder zum Theil 
innerhalb (Gig. 129. b.) dere 
felben fliegen. Die Verbin— 
dungsgerade gweier inneren 
Pole mug immer zum Theil 
innerhalb (Fig. 129.c.) dere 
felben Liegen. 

Su allen Fallen ift die 
Verbindungsgerade (2,->,) 
der beiden Pole die Poe 
lave des Durchſchnittspunkts 
(o4'7,) ber beiden Polaren. 


Da nach Lehrſatz 19. jede zwei Tangenten von jeden beliebigen 


vier anderen conform getheilt werden, in den Curven E, H, P, fo 
ſchneiden fic) die Berbindungégeraden g, h, k der erſten und vierten, 
jweiten und fiinften, dritten und fechften Ecke eines der Curve EB, H, 
P, umgeſchriebenen Sechsſeits abcdef, Fig. 130. a., nach § 5. Lehrſatz 6. 
in einem und demfelben Punkte X. Bieht man die Sehnen (ob -ab) 
Weißenborn, Projection. 21 
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oder a, (1b— O) oder b, (S—O) ober c, .... (F—sbe) oder f, fo 
ift nach Lehrſatz 31. A der Pol von «, B der von 6, u. ſ. w. Nach 
Lehrſatz 39. ijt aljo (2) oder G ver Pol von (AD) over g, (6+e) 
oder 9% ber Pol von (B—E) ober h, (ef) oder HX der Pol von 
(C—F) over k. Mach Lehrjay 39. liegt nun der Pol von (G— 9) 
im Durchſchnittspunkt (g +h), ver Pol von (96 — H) im Durchſchnitts- 
punkt (h*k). Es ſchneiden fic) aber g, h, k, in einem und demfel- 
ben Punfte X; es mug demnach X fowohl ver Pol von (Ga) als 
von (96 — 2) fein, oder, e8 muß fowohl (G— 96) als (96 — dX) die 
Polave von X fein. Da nun der Natur der Sache nach ei Punkt mr 
eine einzige Polare Haben fann (denn es müßte fonft auf einer durch X 
gehenden Secante zwei dem X zugeordnete harmoniſche Puntte geben), 
und diefe eine gerade Linie ijt, fo miiffen G, 9, HC in devfelben Gee 
raden x fiegen. Es müſſen alfo im eingefehriebenen Sechse LvsCOlF 
nach § 5. Lehrſatz 7. die Strahlbüſchel (fie follen hier wieder fo be- 
zeichnet werden, dag inter den Seheitel vie Punkte gefest werden, 
nad denen die einzelnen Strahlen govichtet find) &,wkeOF amd 
EACOF conform fein. Denke wiv uns ferner das eingeſchriebene 
vollſtändige Viereck CAVLO conftrnirt, fo liegt nach Lehrſatz 31. dev 
Durchſchnittspunkt (ea) oder V von e und a auf der Verbindungs- 
gevaden der Punkte (C-G) We—v)] und [(C—w) + G&-®)]. 
Letzterer (der in der Figur nicht vergeichnet ijt), heiße &, erſterer iſt 
der Punkt G der Figur. Die Verbindungsgerave (CL) fehueide nun 
die (L—G) in einem Punkte, der Q heige; fo entfteht eine Punktreihe 


ev 8G 2 gf 
(2-G), EVIG. Nun ijt offenbar ay i &. . oder Punkt⸗ 
reihe (P—G), PVG AH Punktreihe (D—9), GAVE (vgl. die in § 1. auf. 
geftellte Labelle VI. 4.), folglich ijt Strahlbiifeel v,LVQGA Strahl- 
büſchel C,GIVE oder: Strahlbüfchel &,vhal® A Strahlbüſchel Ere, 
Betrachtet man ebenfo das eingeſchriebene vollftindige Viereck Cre, 
fo ergiebt fic) ganz anf diefelbe Weife auch: Strahlbüſchel &wwace 
K Strahlbitfdel CrdveS. Wus diefer und der vovigen Conformitatsglei- 
chung folgt aber: Strahlbüſchel L,avsOOE A Strablbiijchel €,rwEO@e 
mtd aus dieſer umd dev obigen Conformitätsgleichung bcos 
TH EMmeOF ergiebt ſich fogleich: Strahlbüſchel tavseOes H Strahl 
büſchel CWUSHeF. Gin Gleiches Lift fich ebenfo beweifen, wenn 
man irgend ein Paar andere Pinfte, als & und € 3u Seheiteln nimmt, 
amd nach irgend weldjen anderen Punkten als vs, ©, ©, F Strahlen 
sieht. Man fieht alfo, dak die Curven E, H, P dieſelbe Eigenſchaft 
haben, welche die Linien e, h, p, e', h’ chavafterifirt; daß alfo jede dev 
evfteren mit einer der letzteren identifc) fein muf. Da ferner, wenn 
man in einem Sechseck, weldjes einer der Curven e, h, p, e, h’ einges 
ſchrieben ijt, 3. B. in ABCDEF, Gig. 130. b. von je zwei Ecken 
nach den vier itbrigen Gerade gieht, die Strahlbiifcel, vie entſtehen, nach 
Lehrſatz 19. conform find, fo müſſen nad) § 5. Lehrſatz 6. die Durch— 
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ſchnittspunkte der erſten und vierten, zweiten und fiinften, dvitten und 
ſechſten Ecke, G, H, K anf derfelben Geraden x liegen. Zieht man 
nun an die Curvenpunfte A, B,....F die Tangenten a, b,.... f, 
und beftimmt ihre Durchſchnittspunkte (@+6) oder &, (B+ c) oder 
W, .... (Pt x) oder F; fo ift nach Lehrſatz 34.a die Polare von -&, 
b die von w% uf. w. Mach Lehrfag 39. iſt alfo (6-0) over g 
die Polare von (a+ d) oder G, (WC) oder 6 die vow (b’c) oder H, 
(2-8) over kh die von (e*f) oder K. Mach Lehrfag 39. fallt ferner 
die Polave von (9°) mit der Berbindungsgeraven (G—H), die 
Polave von (ek) mit der BVerbindungsgeradven CH—-K) zuſammen. 
Da mn (G-H) und (HK) eine und diefelbe Gerade x find, fo 
mug, weil cine Gerade nuv einen Pol haben fann, (9°) mit (+k) 
zuſammenfallen. Es ſchneiden ſich alfo in dem umgefehriebenen Sechsfeit 
abode? die Diagonalen der erften und vierten, gweiten und fiinften, 
dritten und fechften Ecke in einem und demfelben Punkt X. Folglich 
find nad) § 5. Lehrfas 7. die Punktrethe «(a +b) (@ +c) (w~*d) (w*f) 
und (+6) (ec) (0d) @*f) conform. Qn dem umgeſchriebenen voll- 
ſtändigen Vierſeit eabd geht nun nach Lehrjak 31. vie Verbindungs- 
gerade (E~ A) oder v durch den Durehfehnittspuntt der Geraden [(e +d) 
(w+ 8)] oder g umd [(e+b)— (w+ d)] oder p. Die Verbindungsgerade 
von (ee) mit (p*g) heife mm 4g. Dann entfteht ein Strahlbüſchel 
(pg), pavg- Da nun offenbar (p+ 9), pavg A (P*g), avap iit, fo ift 
unc Puuktreihe +p) (4) (*¥) (wg) A oe" 9) (e+ ¥) @*4) 
(e*p) over Punktreihe «(a .d) (ws e)A(w*b) A Punftreife (0° dE 
(ere) ( 6). Ebenſo beweiſt ſich auch: Punktreihe «,(a *c) (w+ e)A(a* 6) 
“N Punttreije e(e*c)E(e+a) (76). Es iſt alfo anc) Punttreige 
a, A(w*6) (w*c) (w*d) (ws e) A Punttreihe e,(e + «) (0° 8) (e+e) (0° YE; 
amd da wir vorhin fahen, daß auch w,(a +6) (a * 0) (w*d) (wf) A o(o°8 
(ee) (02) (o*f) ift, fo folgt: Punttreihe «,A(a*8) (wc) (wd) (are 
(«*f) Punktreihe e,(e*«) (°+8) (ere) (o d) Ef). E8 hat alſo jede 
ver Curven e, h, p, e, h’ auch die Eigenſchaft, welche die Curven 
E, H, P chavatterijivte. Jede dev Linien e, h, p, e’ h’ muß demnach 
zugleich eine der Linien EH, P fein. Sugleich ijt aus Erklärung 30. 
fav, dag E mv mit e oder e, H nuv mit h over h’, P nur mit p 
identiſch fein fann, weil E, e, e’ feinen, H, h, h’ 3wei, P, p einen 
unendlich entfernten Punkt haben. Man fieht daher zunächſt im All— 
gemeinen: 


40. Gehrfak. Die Curven| 40. Lehrfak. Die Curven 
E,H,P, deren chavatteviftifde |e, h, p, e, hi, deren charak— 
Eigenſchaft es ift, dak fie teriſtiſche Eigenſchaft es tft, 
von den Projectionsftrahlen | daß ihre Punkte von den 
projectivifd Liegender con-| Projectionspuntten projece 
former Punktreihen berührt tiviſch liegender conformer 
werden, haben zugleich die Strahlbüſchel gebildet wer- 
Eigenſchaft, daß man, wenn; den, Haben gugleidh vie 
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man irgend zwei ihrer Cur— 
venpuntte mit beliebigen 
anderen durch Gerabde vere 
bindet, ftets zwei projecti- 
vif) liegende  conforme 
Strahlbüſchel erhalt. Und 
gwar find die Tangenten a, e, 
ver beiben Scheitel A, €, 
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Cigenfdhaft, daf man, wenn 
man irgend zwei ihrer Tan— 
genten durch beliebigeandere 
ſchneidet, ftets zwei projec- 
tiviſch liegende conforme 
Punktreihen erhält. Und 
gwar find die Berührungs— 
puntte A, E, der beiden Tan- 


allemal die der Verbin— 
dungsgeraden (&—C) der 
Scheitel entfpredhhenden| Tangenten entfprechenden 
Strahlen. Fig. 130.a. Punkte. Fig. 130b. 


Man bemertt fogleidh, daß jeder diefer beiven Sige die Umkeh— 
rung des anbdern iſt. Ferner ergiebt fic) alfo: 

Al. Lehrſatz. Die Curve E ijt identifd mit e oder ec’; 
die Curve H ift identifc& mit h oder h’; die Curve P ijt 
identifd mit p. 

Hievaus folgt weiter: 

42. Lehrſatz. Bon jeder der Curven E, H, P over e, 
h, p, e, bh’, gelten ſowohl die Borigen Links, als die rechts 
aufgeftellten Gage zugleich. 

Ferner fahen wir an Fig. 130.a. und 180. b.: 

43. Lehrſatz. Wird einer| 43. Lehrſatz. Wird einer 
ber Curven E, H, P, oder e,| der Curven E, H, P, oder e, 
h, p, e, h’ irgend ein Sechs- h, p, eh’ ivgend ein Sechseck 
jeit abcdefumgefdrieben, fo | ABCDEF ecingefdrieben, jo 
ſchneiden fic) die Diagona-liegen die Durchſchnitts— 
fen g, h, k dev erften und puntte G, H, K bev erfien 
vierten, gweiten und fitnften, | und bierten, zweiten und 
dritten und ſechſten Ede in fiinften, dvitten und ſechſten 
einem und demfelben| Geite auf einer und derfel- 
Punkte X. Fig. 130. a. | ben Geraden x. Fig. 130. b. 

Es fei mm o die Polare eines Punkts E, fet ev cin äußerer, wie 
in Sig. 131. a, oder ein innerer, wie in Fig. 131. b. Taf. XVIII. 
Durch S feieu die Secanten (A, A,), (B,— B,), (Cy~ Cy) gelegt 
und die eingeſchriebenen vollftindigen Vierecke A,B, A,B, A,G,A4,C,, 
B,C,B,C, conſtruirt. Gn jedem ſchneidet fich alfo eit Baar Gegen- 
feiten (A,—A,) und (B,~B,); (A,~A,) umd (C,~C,); (B,-B,) 
und (C,~ Cy) im Pole E. Es Liegen aljo die anderen beiden Durch— 
ſchnittspunkte der Gegenfeiten nach Lehrjag 38.6) rechts (vgl. Lehre 
fag 10. rechts) auf der Polaren o. Zugleich faͤllt nach Lehrſatz 31. 
auth eine Diagonale ((a,*a,)~ (b,°b,)]3 [(ay" a) ~(e"e,)}5 [(b,"b.) 
— (e,'ey)] dev umgeſchriebenen volljtindigen Bierjeite a,b,a,b,, 


genten «, e, allemal die dem 
Durchſchnittspunkte (ae) der 
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4,¢,2,¢4, bye, bc, mit o zuſammen, die ander beiden Diagonalen 
jedes Bierfeits gehen bezüglich durch I’, T, Z; A’, A, B; EE, = 
Nun ift nach § 3. Lehrfag 17. harmoniſch: 
im Vierſeit a,b,a,b, Punktreihe c,ATBI’; 
ww A CyAQly 7 AAOA'; 
nn Byeybyey cBEOE’. 
Ferner ijt, weil nach § 3. Lehrfag 17. in den vollftindigen Vierecken 
harmoniſche Strahlbüſchel an S entftehen, im Viereck A,B,A,B, 
Strahlbüſchel E(Z-T) (Z— A’) (Z-T’) (UV-B), im Biereck A,C, AC, 
Strahlbüſchel F,(2—-A) (Z—A’) C-0) (Z— 0), im Biered B,C, B,C, 
Strahlbiijhel ¥,(2-E) (B—B’) (B—E/) (P—O) harmonifeh. Es iſt alfo 
auch harmoniſch: 
im Viereck A,B,A,B, Punktreihe oA’ TBT’; 
vn» A,C,A,C, » oN AO'A'; 
» on» B,C,B,C;  , co B'EO'E’, 
Es ijt alfo, da die Theilung fowohl in dem Vierſeit als in dem 
Viereck harmoniſch ift: 
Punktreihe ,ATBT A Punkttreihe o,ATBI’; 
—— c AAOA’, *) 
” oBIRO'E WK »  o,BEOE’. 
Nach Lehrſatz 19. und 22. iff nun 
Strahlbüſchel A,a,B,C,C,B,A, 7 
Strahlbüſchel A,,A,B,C,C,B,a,, 





alfo auch 

Punttreihe co ATAA'T’A’ A Punttveife c,A'T’A’ATA. — F) 
Nach *) aber ift, wenn wir die rechte Eeite zur linken nehmen, Punkt— 
reife co ABI” A c AT’BT. Qu den Legten beiden Conformititeglei- 
chungen find nun diefelben drei Punkte A, A’; T, 1%; I”, L, entfpree 
chende, es müſſen alfo auc) B und BY entſprechende Bunfte in +) fein; 
alſo ijt auch: 

Punktreihe c, ATBAATT’A’ AK Punttveihe o,AI’B'A/AT A. 
Bugleich ift nach *) Punktreihe o TAT’B’ AK oIVATB. Qu diefer Puntt- 
reife und in +) find mm ebenfalls D, 1’; a’, A; I’, T, entfprechende 
Punkte; eS müſſen alfo auch B’ und B entfprecjende Puntte in dev 
Conformitätsgleichung +) fein. Who iſt auch 

Punktreihe c,ATBAA'BT’A’ WH Punbktreihe c/AT’B/A/ABLA. 
Nach *) ift ferner, wenn wir die rechte Seite gur linken nehmen, 
Punttreihe co AAOA’ VK c,A’A'O'A. EE find alfo auch © und ©’ ent. 
fprechende Punkte diefer Conformitätsgleichung. Zugleich ijt nach *) 
Punktreihe AA’A’O’ Kc, AAA. Es find alfo auch ©’ und © ente 
ſprechende Punkte; folglich hat man: 
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Punktreihe oc, ATBAGO’A'BT’A’ A ++) 
Punktreihe c,A'T’B’A’O'CABTA, — 
Ferner iſt nach Lehrſatz 19. und 22. Strahlbüſchel B,,A,b,C,C,B, A, 
7K B,A,B,C,C,b.A,, alfo auch 
Punttreibe oTBEE'BT’ F Punktreihe oI’B’E/EBY. 
Diefe Reihe hat mit vev in ++) vie Punkte L,I’; B, B’; BB; 1, T, 
als entiprechende gemein. G8 ift alfo anc): 
Punktreife c ATBAEOO'E/A'BIT'A! 
Punktreige o,A'T’B'A'E’O'OEABLA. 
Iſt o eine innere Polave, Sig, 131. a. fo ift A’ dev Pol von 
(A,~A,), B_ dev von (B,~B,), © dev von (C,—C,), alfo ift 
Punttreige co ASA'S'; c,BSB' 8 2,080" ‘Ss’ Harmeontfeh, alfo nach § 4, 
Lehrſatz 17., Puunttreige c, ABOSO'BIA’S! involutorife) mit den Haupt. 
puntten 8, 8. Die Punkte auger S umd 8’ find aber nichts anderes 
als die Punkte ver Lester Gleichung. Es find alſo S und 8’ die 
Hauptpuntte der in derſelben augeführten Involution, die offenbar 
nichts anderes enthält, als das ſchon in Lehrſatz 15. aufgeſtellte Geſetz. 
af aber o eine äußere Polare, Fig. «b., fo verlaufen auf ihr die 
die Guvolution erzeugenden Puntte iftimmnig, ind diefelbe hat feinen 
Hauptpunkt. Denkt man fic) vor S die Strahlen nach ven Punkten dev 
Involution c gezogen und begeichuet fie mit venfelben Buchftaben, wie 
ihre Durchſchnittspunkte mit c, nur mit kleinen Buchſtaben, fo fieht 
man fogleich, daß in Fig. 131.0. an S ein Strahlbüſchel mit ent 
Gegengefegter Guvolution, deffen Hauptſtrahlen bie Tangenten s und s’ 
an S und 8’ find, und dag in Fig. 131. b. an DS ein einftimmig ine 
volutoriſcher Strahlbüſchel entſteht; was fid) auch ebenfo direct hatte 
zeigen laſſen. Man hat alſo für einen außerhalb liegenden Pol, 
Fig. 131.a.: 
Punktreihe oc SATBAEOSO'L'A'BT'A’ 7 
Punttreife o,S'A’T’B’A'E 
Strahlbüſchel Y,s’ayps 
Strahlbüſchel Z,s'a’y’p'e" 
für einen innerhalb Liegenden Pol, Fig. 131. b.: 
Punttrethe c,ALO'TABA’E/OL’A'B! 
Punktreihe c,A’E/OL’A'B/AEO'TAB; 
Strahlbüſchel Dae9’ydBale’sy'e's" -J— 
Strahlbüſchel Y,o%e'Sy/e"BlasydB. 
Verbindet man nun die Punkte A, A, mit den Bunften dev involu— 
toriſchen Reihe auf o, auger mit E, FE, aid B/, 0, 0”, und bedentt, 
daß (Ar 1) nah By, (A> 4) nach Cy, u. ſ. w. geht, umd dag 
A,—A) die Tangente a,, (ay A) die Langente a, ift, fo ift zu— 
nachſt in Fig. 130 a.: 
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Strahlbüſchel A, SATASAT'A’ F 
Strahlbüfchel A, SATASA'TA' 
ober: 
«a ", Xx) 
Strahlbüſchel A, S’a,B,C,SC,B,A,; 
und in Sig. 131. b. iſt 
Strahlbüſchel A, ATAAT’A’ K Strahlbüſchel A,,ATAAT’A’, 
oder: 


Strahlbüſchel A,,S'a,B,C,SC,B,A, 7 


Strahlbüſchel A,a,B,C,A,B,C, 7 x 
Strahlbüſchel A,,a,B,C,A,B,C,. { ) 
Ebenſo hat man, wenn man vie Tangenten a,, a. mit den Strahlen 
des involutoriſchen Strahlbüſchels an Z, aufer mit ¢ ¢, 6, Bo ¥ 
ſchneidet, und bedenft, daß der Punkt (a,+a’) dex Berührungspunkt 
Ay, (a,' a’) dev Punkt A, ijt, in Fig. 131.a. 
Punktreihe a,,A,(a,*b,) (a, *¢,) (a,*8) (a,* ay) (ay*be) 
areas) (xx) 
Punktreihe a,,A,(a.* by) (ag * Cy) (a8) (ay a,) (A_° by) 
ae) (a's 
und in ig. 136. b. 
Buntoege a yA (@,“Bs) By" 4) (84° @s) (04a) @s" 62) F] gy 
Punktreihe a,,A,(a,* by) (@2* Cx) (ay a4) (Ag"b,) (ag*ey)- 

Man Fann fich demnach die Curve als in zwei collineaven Syſte— 
men liegend vorftelfer, deren eines von dem Strahloiifdel A, und >, 
deren anderes von dem Strahlbüſchel A, und S evzeugt wird, und 
die alſo perſpectiviſch liegen, weil fie einen Strahlbuͤſchel S gemein 
haben, und weil A, und A, fiir ¢ als Projectionsaze perſpectiviſch 
liegen (ſ. § 7. Lehrſatz 26., 27., Erklärung 38.). Over man fann 
fich das eine Syſtem von den Punftreihen a, und co, das andere von 
a, und o erzeugt denken, und bemerft, dba a, und a, fiir das Pros 
jectionscentrum > perfpectivifa) liegen, nach denfelben fritheren Lehr— 
fätzen und Erklärungen, dag beide Syſteme fich in perfpectivifdber Sage 
befinden. Man hatte natürlich ebenfo gut ftatt A,, Ay; a,, a, auch 
B,, B,; by, by; Cy, C3 ey, ey ete. nehmen können. G8 folgt ine 
peffen ans dem obigen noch mehr. Begeichnen wir das Shftem, wel- 
ches vom Strahlbüſchel A, und ¥ erzeugt wird, als Spftem 1, das 
von A, und EY erzeugte als Shftem IL, fo ift offenbar homolog 

dent Punkt des erjten Syſtems B,; C,; C,; B,; 

der Punkt des gweiten Syſtems B,; C,; C,; By; 
denn bem Strahl (A,—B,) entfpricht mach der Conformititsglei- 
chung X) fowohl in Fig. 131. a. als in Fig. 131. b. der Strahl 
(A,~B,), dem Strahl (A,~B,) der Strahl (A,~B,) u. f. w. 
Es iſt alfo bem Punkt B, des Syftems I. der Puntt By des 
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Syſtems IL, dem Punt B, ves Syftems I. dev Punt B, bes 
Syſtems IL, u. f. w. homolog. Ebenſo ift offenbar homolog 


der Geraden des erften Syſtems b,; ¢,; c,; b,3 
die Gerade des gweiten Syftems b.; c,; c,; b,. 


Es ijt alfo der Geraden by bes Shftems J., die b, des Syftems IL; 
der b, des Syftems J., die b, des Syſtems IT. u. ſ. w. homolog. 
Man fieht alfo nach § 9. Erklärung 15. dag beide Syfteme nicht 
Blof perfpectivifeh, fondern auch involutoriſch fiegen. Es ijt alfo une 
fere Curve eine fich felbjt homologe Linie zweier involutoriſchen Sy— 
fteme I. und IL; denn jedem Punkt, 3. B. B, dev Curve in dem 
einen Shftem ift ein anderer Punft B, derfelben Curve in dem ane 
deren Syſtem homolog. Liegt ferner, wie in Fig. 130. a. das Invo— 
lutiongcentrum S auferhalb ver Curve, fo ſchneidet dieſelbe die In— 
volutionsaxe o in zwei Punfter S, 8’; und jeder derfelben ift alfo ein 
fich felbft homologer Punkt beider Syfteme. Man erhält alfo den 

44, Lehrſatz. Gede der Curven E, H, P, oder e, h, p, 
e’, h’ ift eine fic) felbft hHomologe Curve gweier involutos 
riſchen SyHfteme Das Fnvolutionscentrum ift ivgend ein 
beliebiger, nidt auf der Peripherie der Curve Liegender 
Punkt SF, Fig. 131.a, 131. b, vie Gnvolutionsaze feine 
Polare o. ft das YFuvolutionscentrum YF ein äußerer 
Pol, und alfo vie Involutigsaxe o cine innere Polare, 
Sig. 131. a. fo bilden die Gnvolutionspuntte (f. 8. 9. Ere 
klärung 17.) eine entgegengefegte Involution mit den 
Durchſchnitispunkten der Involutionsaxe und der Curve, 
als Hauptpuntten, und die Suvolutionsftrahlen (ſ. § 9 
Erflirung 17.) bilden ebenfalls eine entgegengefegte In— 
volution mit den Tangenten vom Gnvolutionscentrum an 
die Curve, als Hauptitrahlen. Iſt das Guvolutionscen- 
trum J ein innerer Pol, und alfo vie Gnvolutionsare c 
eine äußere Bolare, Fig. 131. b., fo bilden die Involu— 
tionspuutte und die Gnvolutionsjtrahlen eine einftim- 
mige Gnvolution ohne Hauptpunfte und ohne Haupt: 
ftrahlen. Die entfprecenden Punkte A, A’; VT, I’; B, BY; 
E, E’, ete. der Ynvolution auf o find immer fo befdaffen, 
bag der eine auf der Polaren des anderen liegt. Die ente 
ſprechenden Strahlen a, a3 y, 3 B By & < ete. Der In— 
volution an Zfind fo beſchaffen, daß immer dev eine durch 
den Pol des anderen geht. 


Die letztere Bemerkung ergiebt fic fofort aus Lehrſatz 31. und 
38. Es war nun Strahlbüſchel A,,S'B,C,SC,B, oder A, STASAT’ 
involutoriſch, weil die Punktreihe auf 7 diefe Cigenfchaft hatte. Ber- 
binden wir mm ivgend einen Curvenpuntt, er heiße TH, mit ben Punk— 
ten 8’, B,, C,, 8, C,, Ba, fo ift nach Lehrſatz 19. Strahlbüſchel 
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1,8B,C,SC,B, 1 A,SB,C,SC,B,. Da mun der legtere invo- 
lutoriſch ift, fo mug dieß auch mit dem erfteren der Fall fein, und gwar 
miiffen (1—S) und (IT—S’) die Hauptftrahlen fein in Fig. 130. a., 
während im Galle 131.b. der involutorifde Strahlbüſchel M deren 
ebenfo wenig Hat, als A,. Denn nach Lehrſatz 19. mug TSB,C, 
SC,B, 7 A,SB,C,SC,B, m> 18B,C,S0,B, 7 A, SB,C, 
SC,B, fein. Iſt mn A,S'B,C,SC,B, 7 A,SB,C,8C,B,, fo 
mug anh 1,9’B,C,8C,B, 0 IS'B,C,8C,B, fein. Serner war 
Punktreihe a,,(a,*s’) (a, by) (a;*¢,) (a,°8) (a,*¢,) (a,"b,) oder 
a, ,(a,7 8") (a,° 7) (a,° 8) (a,°8) (ay" 8") (ayy) involutorifey, weil dev 
Strahlbüſchel TX diefe Cigenfchaft beſitzt. Ziehen wir nun irgend eine 
andere Tangente 7, fo ift nach Lehrſatz 19. punktreihe x(x * 8’) (x b,) 
(*¢,) (w"8) (w* Ca) (w* ba) AW a404"8') (ay by) (@y* &4) (@,"8) 
(a,*¢y)(aytby). Da mun legtere involutoriſch iſt, mug daffelbe and 
bet evfterer ftatt haben; giebt es zwei angenten s, s’, die auf der 
letzteren a, Hauptpuntte bifren, fo müſſen diefelben Tangenten auch 
auf x Hauptpuntte bilder. Mar fieht alfo: 

45. Lehrſatz. Entſteht ein 45. Lehrſatz. CEntfteht eine 
involutorifdher Strahlbi-|involutorvifhe Punktreihe, 
{hel, wenn man eine Auzahl wenn man eine Anzahl vow 
von Bunften, B,,C,,C,,B,,.. | Tangenten, by, Cy, Cy, by, ae 
einer dev Gurven E, H, P, einer der Curven E, H, P, 
odere, h, p, e, h’, miteinem | oder e, h, p, e, hi, mit einer 
anderen Gurvenpuntte A, | anderen Zangente a, ſchnei— 
verbinbet, fo entfteht auch det, fo entfteht auch allemal 
allemal ein involutorifder| eine involutoriſche Punkt— 
Strahlbifdhel, menn man] reihe, wenn man diefelben 
piefelben Punkte mit einem | Tangenten mit einer belies 
beliebigen anderen Gurven-| bigen anderen Tangente a 
puntte I verbindet. Iſt die ſchneidet. Iſt die Involu— 
Involution des Büſchels A, | tion der Reihe a, einftimmig 
einftimmig ober entgegen- | oder entgegengefegtgewefen 
gefebt gewefen (Fig. 131.b.,| (Fig. 131. b, Fig. 131. a.); 
Sig. 131. a.); fo ift e8 auch | fo ift es aud) die der Reihe m 
die des VilfhelS Ml. Dieſel- Diefelben Tangenten s, s, 
ben Punkte 8, 8, die durch | die durch ihren Durchſchnitt 
ihre Verbindung mit A, die | mit a, die Hauptpuntte der 
Hauptitrahlen des Büſchels Reihe a, bilden, bilden aud 
A, bilben, bilden auch durch durch ihren Durchſchnitt mit 
ihre Berbindung mit M die ;z= die Hauptpuntte der 
Hauptftrahlen des Bü- | Reihe x 
foels 1. | 


Es fei nun Taf. XVIL Fig. 132. a. eine der Curven e oder e“ 
gegeben, & der Durchfehnittspuntt zweier an viefelbe gelegten Tangenten, 
o die Berührungsſehne, alfo die Polare von E, und durch = fei eine 
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die Sehne SS’ halbirende Secante gezogen, welche die Curve in sb, vb, 
ſchneidet. Biehen wir nun die Tangenten an &, vs, fo ſchneiden 
fich diefelben nach Lehrſatz 28. rechts, (indem wir & fiir A,, v fiir 
A,, = fiir T fegen) in einem Punft >’ ver c, und es ift Punktreihe 
oX/SNS’ harmonifd. Da aber N die Mitte von SS’ ijt, fo müſſen 
die Tangenten an -& und vd parallel c fein. Biehen wir mun eine 
Secante (se! vs’) oder o” parallel o, weldhe die Sehne vd in M 
halbirt, und legen in ’ und vs’ Tangenten an die Curve, fo fommt 
(’—Vb") von dem unendlich entfernten Puntt Z’ per Secante o, es 
ift alfo nach Lehrſatz 32. Punktreihe o/,D/b’Mvs’ harmoniſch, und, da 
>’ im Unendlichen liegt, fo muß M in der Mitte von ’vd’ fich befinden. 
Da mun M auch die Mitte von wus ift, fo ift das einfache Viereck 
Av'dvh’ ein Pavallelogvamm, oder im vollftindigen Viereck Lab/vd’ 
liegt dev eine Durchſchnittspunkt ver Gegenfeiten in M, die anderen 
beiden Durchſchnittspunkte ver Gegenfeiten (—b’) und (vb—a’); 
(So—W") und (sb’— Vd) im Unendlichen, Es ift alfo nach Lehrſatz 38. 6) 
rechts die Polare des Puntts M unendlich entfernt. Bieht man alfo 
irgend eine Gecante durch M, fo wird dasjenige Stück derfelben, welches 
Sehne ift, von M halbirt, denn der dem Punkt M entfprechende har- 
moniſche fiegt nach Lehrſatz 34.8) auf der Polaren, und da diefe un— 
endlich entfernt ift, liegt M in der Mitte der Sehne. Es wird alfo 
jede Sehne in M halbirt. Es fei ferner Fig. 132. b. eine der Curven h 
oder h’ gegeben. Diefelbe hat zwei unendlich entfernte Punkte, aber nach 
Lehrſatz 29. feine unendlich entfernte Tangente. Sie hat alfo zwei 
Afymptoten, wenn man unter Aſymptote eine angebbare Tangente 
verfteht, deren Beriihrungspuntt fich im Unendlichen befindet. Es ſeien 
rund q die beiden Mfymptoten, und durch ihren Durchſchnittspunkt 
(r+ q) ober M eine beliebige Sehne over Secante o” gezogen, welche 
die Curve in ob, Ub fehneivet. Da die Berührungsſehne der beiden 
unendlich entfernten Curvenpunfte, in denen r, q bevithren, im Un— 
endlicjen liegt, alfo nad) Lehrſatz 32. M ver Bol einer unendlich ent- 
fernten Polare ijt, fo liegt der Durchſchnittspunkt N von (vv) 
mit derfelben ebenfalls im Unendlichen. Es ift mm nach Lehrſatz 32. 
Punktreihe o” MANY harmoniſch, und da N im Unenbdlichen liegt, 
mug M die Strede Aab halbiren. Gin Gleiches läßt fic) von jeder 
durch M gehenden Sehne ebenfo zeigen. Dagegen ift fogleich zu fehen, 
dag in der Curve P over p ein angebbarer Punkt von gleicher Bee 
ſchaffenheit wie M in e und e’, h und h’, nicht exiſtiren kann. Denn 
gibe es einen Punkt M, der alle durch ihn gehende Sehnen hatbirte, 
fo müßte jedenfalls derſelbe innerhalb des von der Curve LSS 
Pig. 122. abgegrengzten Theils der Chene liegen, es müßte alſo eine 
durch ihn parallel mit g oder g’ gezogene Gerade nach dem unendlich 
entfernten Punkt der Curve gehen, und zugleich miifte diefelbe die 
Curve zum zweiten Male in einem endlichen Punkte ſchneiden. Ware 
nun M fo befchaffen, daß alle durch ihn gehenden Sehnen halbirt witrden, 
fo miipte auch diejenige Sehne halbirt werden, deren einen Durch— 
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ſchnittspunkt mit dev Curve p der unendlich entfernte Punkt bildete. 
Da aber die Linge diefer Sehne unendlich ijt, fo müßte M felbjt in 
unendlicher, alfo nicht angebbarer, Entferming fic) befinden. Man 
fieht alfo, wenn man definivt: 


46, Erklärung. DOerjenige Punkt M Fig, 132. a, Fig. 
132.b. einer Curve, ber jede durch ifn gehende Sehne 
halbirt, heift: Mittelpunft der Curve. 

Sede durch den Mittelpuntt M gehende Sehne heift: 
ein Durchmeſſer der Curve. 
daß pas Geſetz gilt: 

AT. Lehrfak. Die Curven e und e’ haben einen inner— 
halb liegenden Mittelpuntt, Fig. 132.a. Die Curvenh und 
L haben einen auferhalb liegenden Mittelpuntt, nämlich 
pen Durchſchnittspunkt der beiden Afymptoten, Fig. 132. b. 
Die Curven e, e’, h, h’ haben ungahlig viele Ourdmeffer. 
Die Curve p hat einen in unendliher Ferne liegenden 
Mittelpunkt und feinenin vollftindiger Größe angebbaren 
Durchmeſſer. 

Da alſo dev Mittelpunkt M jeden Durchmeſſer halbirt, fo muß 
ſeine Polare im Unendlichen liegen. Nach Lehrſatz 34. 6. müſſen ſich 
aber auf der Polaren von M die Tangenten jeder Sehne ſchneiden, 
die durch M geht. Es müſſen demnach, da diefe Polare im Unendlichen 
liegt, jede zwei Tangenten, deren Beriihrungspuntte die Endpuntte 
eines Durchmeſſers find, parallel fein. Es können aber auch nur folde 
wet Tangenten parallel fein. Denn wären vie Tangenten «,,6, an 
zwei Punkten & ,, Wi, deven Berührungsſehne nicht durch den Mittelpuntt 
geht, parallel, fo brauchte man von sb, nur eine Gerade durch den Mittel= 
punft gu ziehen, und den anderen Endpunft vs, dieſes Durchmeſſers 
zu ſuchen, fo mitfte, wie eben gezeigt wurde, auc) die Tangente 6, in 
Uy parallel «, fein. Es müßte alfo a, || 8, |] 8, fein, ober es muͤßte 
vom unendlich entfernten Puntte in der Richtung «, drei Tangenten 
an die Curve geben, was gegen Lehrja 25. iſt. Bon der Curve p 
kann natürlich cin ſolches nicht behauptet werden, denn fie hat feinen 
Mittelpuntt. Auch iſt fogleich gu fehen, daß iiberhaupt an ihr feine 
zwei in endlicher Entfernung fiegende Tangenten parallel fein fSnnen. 
Denn nach Lehrjay 27. find jede zwei Tangenten proportional getheilt, 
d. h. es find die unendlich entfernten Buntte entfprecjend. Lägen nun 
ein Baar Tangenten parallel, fo fielen alfo in ihrem (unendlich entfernten) 
Durchſchnittspunkt ein Paar entfprechende Punkte zuſammen, fie lagen alfo 
perfpectivifeh, und alle ihre Projectionsftrahlen ſchnitten fic) in einem 
und demfelben Bunfte (was fic) auch durch eine planimetriſche Betrach- 
tung leicht beweifen (apt), gegen Lehrſatz 19. Man erhält alfo den 


48. Lehrſatz. In den Curven e, e, h, h’ find jede zwei 
an die Endpuntte eines Ourdhmeffers gelegten Tangenten 
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parallel, aber aud) nur diefee In der Curve p fiunen 
feine gwei in endlicer Entfernung liegende Tangenten 
einanbder parallel fein. 

Nach Lehrſatz 44. entfteht un im Mittelpunft M Fig. 132. a. 
der Curven _e, e cin involutoriſcher Strahlbüſchel, in welchem, da M 
eben dev Mittelpuntt ift, auf allen Strahlen, mithin auch anf jeden 
zwei entiprechenden Strahlen ver Guvolution (3. B. auf y, y’ vergl. 
Sig. 131. b.) Durchmeſſer entftehen. Nach vemfelben Lehrſatz aber 
find jede zwei ſolche Strahlen ver Guvolution entſprechend, von denen 
einer durch den Pol ves anderen geht. Es ift alfo vem Strahl o’ 
derjenige durch M gehende Strahl jugeorduet, der durch den Pol von 
o” geht. Diefer Pol von o” liegt aber, da nach Lehrſatz 48. die 
Tangenten an sb’ und vd’ parallel find, im Unendliden. Es muß 
alfo der dem Strahl o’ entfprechende Strahl o” der Involution 
parallel den Tangenten in cb’ und vw’ fein. Da nun der Pol von of 
im Unenbdlichen liegt, fo muß jede zu diefen Tangenten «', 6 parallele 
Sehne durch vie Sehne LW’ Halbirt werden. Zugleich mug, da o” 
und o” entfprecende Strahlen er Guvolution find, o’ durch ven Pol 
vor o” gehen. Der Pol von o” liegt aber im Unendlicyen, da nach 
Lehrſatz 48. die Tangenten an & und vd parallel find; es ift alfo o’ 
parallel «, 6, und demnach mug jede parallel gu o’ gezogene Sehne 
von Us halbivt werden. Da in den Curven h, h’ der Punkt M 
außen fiegt, und nach Lehrſatz 44. die Aſhmptoten xr, q Fig. 132. b. die 
Hauptſtrahlen des involutorifdhen Büſchels find, jede zwei entfprechenden 
Strahlen aber von den Hauptftrahlen harmoniſch getheilt werden, nach 
§ 4. Lehrſatz 15., fo mug, wenn der eine Strahl in dem fpigen 
Winkel rq liegt, der entſprechende Strahl der Gnvolution in dem 
ftumpfen Winkel 180° —rq ſich befinden. Es haben alfo pie Curven 
h, h’ die Gigenthiimlichfeit, daß dev jedem Durchmeſſer o” entfpree 
chende Strahl c’ des involutorifchen Büſchels M die Curve gar nicht 
trifft, da diefelbe fic) nur innerhalb der von den WAfymptoten begrenzten 
Winkelfläche befindet. Der Pol eines jeden folchen durch M gehenden 
Strahls, ver die Curve nicht ſchneidet, muß im Unendlichen liegen. 
Denn, um den Pol von co’ 3. B. zu finden, Haben wir nach Lehrſatz 
34.6. rechts, oder 38. Links von zwei Punften der o’ Tangenten an 
die Curve ju legen, fo ſchneiden fich ihre Berührungsſehnen im Pole 
von o% Biehen wir mim von irgend einem Punkte 8 der o” zwei 
Tangenten «”, 6", welche vie Curve in v”, vb!” berühren, fo ift die 
cine Berührungsſehne ("vw"). Gin anderes Paar Tangenten find 
bei jeder durch M gehenden Geraden die Afymptoten x, q, even Be— 
rührungsſehne im Unenbdlichen liegt. Es ift alfo ver Durehfchnitts- 
punft dieſer unendlich entfernten Berührungsſehne mit (b’”—vs"”) der 
Pol von c’, oder der Pol von o’ liegt in der Richtung (v'"— vs") 
in unendlier Ferne. Zieht man nun durch M eine Selne (ob —v) 
ober o” parallel (’”—b’"), fo geht dtefelbe durch den Pol von o’ 
und es ift leicht gu fehen, daß Strahlbüſchel M,o’ro”q harmoniſch, alfo 
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o” der dem Strahl entſprechende der Gnvolution fein mug. Denn 
nad Lehrſatz 19. und 22. it ,Punbktreihe 1,MR’o 8’ 7 q, RAS; 
alſo ME MS, alſo auch ME — MS; alſo ijt (RS) || R-8), 
Nach demfelben Lehrſatze ift aud) Punktreihe «SRR 7 6”,o’'"S8S'; 














-. Sh 8K Ws MS! SR bR Ss’ ws" 
alſo ogg t me :5 oder ae a J 3s — 
Da nun (R/S) || (R- S) iit, fo it = z = = ; ; alſo haben wir —— 

ars’ 
= oe Es muß alfo auch ("— Ww”) || (R’-S) || (R~S’) fein. 
i 


Es verhält fic) alfo XR’: XS = YA": Yoo", Weil aber ("vv") 
durch den unendlich entfernten Bol vor o’ geht, fo wird die Strede sb” 
we” in Y hatbirt, es ijt alfo Yr" — Ys", alfo auc) XR’ = XS; 
aljo auch YV= YW. G8 halbirt alfo o’ nicht nur die Strecke 
Ay, fondern auc) VW; und da ( — W) oder o” parallel zu 
(se — ay") oder (V- W) gegogen war, ijt Strahlbüſchel Myc’ro”q 
harmoniſch nach § 1. Lehrſatz 28. Es find alfo of und o” entipre- 
chende Strahlen der Involution. Bieht man in -& und vd die Dane 
genten «, 6, fo find fie parallel o’ Denn nach Lehrfak 19. und 22, 
ift, wenn wir ten Durchſchnittspunkt (qs «) mit P, (q+) mit Q, 
(ra) mit PY, (v°8) mit Q’ begeichnen, Punttreihe q MP oo Q Ar, 
PMQ’. Ufo MP: MQ = MQ’: MP’, oder MP: MQ’ = MQ: MP’. 
Es ijt alfo (P-Q’) || P’-Q) (P- Q’) und (P'— Q) find in der 
Figur nicht gezogen]. Nach Lehrfak 48. ijt nun Tangente « parallel 6, 
ihr Durchſchnittspunkt unendlich entferut; alfo ijt nach Lehrſatz 19. 
and 22. auch Punktreihe «Poo P’ A 6, eQvdQ’; folglich &P: &P’ 
= Q’v: Qub. Es mug alfo and (6 — vw) |] (P~ ®) ll @ — a fein; 
alfo ijt Biered LwOQP" cin Parallelogramm; alfo P’'Q 

nun (dL ~ vd) |] (RY — 8) war, fo ift auc) (P’- Q) || ie 8), “ato wie 
auc P’Q von co’ halbirt in Z; es ift demnach P’'Z = &M, alfo auch 
Viereck LMZP’ cin Pavallelogramm und a |] o’; ebenfo & || o’; es geht 
alfo of durch den unendlich entfernten Durchſchnittspunkt ver Tangene 
ten a und 6, d. h. durch den Bol von o” Man fann demnach anc) 
in diefem fpeciellen Fall fagen: Bon zwei entfprecjenden Strahlen of 
und o” der Gnvolution im Büſchel M geht jeder durch den Pol des 
anderen, ieht man min Sehnen parallel zu a’, 3. B. Alub', fo were 
den fie von o” halbirt, da dev Pol von s” im Unendlichen liegt; sieht 
man Gecanten parallel ju a", z. B. hd’, fo werden fie von o” 
halbirt, da der Bol von oc’ auch im Unendlichen fich befindet. Die 
Curve p hat nach Lehrfag 47. weber einen ‘Mittelpuntt noc) einen 
Durchmieſſer. Es läßt fich jedoch ein ähnlicher Sak, wie von h, h’ 
zeigen. Es fei, Big. 132.¢, LY der Durchſchnittspunkt ivgend zweier 
Tangenten, «, 6, (sb — vb) sper o” bie Verithrungsfehne; diefelbe fei 
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bon E aus durch) die Gerade o’ halbirt, und im Durchſchnittspunkt be’ 
von o’ mit der Curve die Tangente a” gezogen, fo muß diefelbe nach 
Lehrſatz 28. parallel zu o” fein, Nehmen wir an, die o’ fehnitte die 
Curve zum zweiten Male in einem endlich beftimmten Punkt, deffen 
Tangente alſo auch angebbar ware, und mit 6’ bezeichuet werde, fo 
miipten fic) nach Lehrfag 28. o und 6’ auf o” in dem dem Mittel- 
puntt N vow Aib gugeordneten harmonifdjen Punkt ſchneiden, d. h. es 
miiften « und 6 parallel gu o” fein, da der dem N jugeordnete Puntt 
im Unendlichen liegt. Nach Lehrfag 48. aber faun ver Tangente « 
Teine angebbare Tangente parallel fein, es kann alſo nur die unendlich 
entfernte al8 mit ihr auf o” fich fepueidend angenommen werden. Es 
mug alfo o” nach dem unendlich entfernten Punkt ver Curve gehen, 
denn nur diefer hat eine unendlich entfernte Tangente. Es ift dem— 
nach dev in dev Richtung von o” unendlich entfernt liegende Punkt der 
Pol von o’, und alfo wird jede parallel zu o” gezogene Sehne von o” 
halbirt. Wird umgefehrt irgend eine Sehne -bvd in N_ halbirt, 
und durch N eine Gerave o’ nach dem unendlich entfernten Punkt ge- 
zogen, fo müſſen fid) die Tangenten «, 6 anf co’ fehneiden. Denn Lige 
(w*) nicht auf o’, fo miifte, wie eben gezeigt wurde, die Verbindungs- 
gerade vow («*6) mit N durch den unendlich entfernten Punkt gegen. 
Es müßte alfo zwei durch N nach dem unendlic) entfernten Punkt 
gehende Gerade geben, was nicht miglich iſt. Da Y der Pol von o” 
ft, fo geht alfo o” durch ben Pol von o”, und zieht man durch > 
eine Parallele o gu o”, fo geht diefe durch den Pol von o’ Zugleich 
ift auch Strahlbüſchel S,cac’b harmoniſch, alfo find auch hier o undo’, 
ba « und 6 die Hauptſtrahlen des bei S entfiehenden involutoriſchen 
Büſchels find, entfprechende Strahlen ver Gnvolution. Stellen wir 
alfo die Erklärung auf: 


49. Erklärung. Golde Gerade (sb — rb), b/w’) tn 
ben Gurven e, ce h, bh’, deren Richtungen o”, of ent{pre- 
chende Strahlen des am Mittelpuntt M gebildeten invo- 
Iutovifden Strahlbüſchels find, heißen conjugirte Durch— 
meffer, und der eine Durdmeffer heift: ,dem anderen 
conjugirt.” 
fo fehen wir nach dem Vorigen ſogleich, da die Curve p feinen Mittel- 
puntt hat, alfo auch der Definition gufolge teinen conjugirten Durch— 
meſſer haben fann: 

50. Lehrſatz. Die Curven e, e, h, h’ haben unzählig 
viele conjugirte Ourdmeffer. 

Bon jeden gwei conjugirten Durchmeſſern geht jeder 
durd dev Pol des ihm conjugirten Ourdmeffers. 

a) In den Curven e, ef ſchneiden von jerem Paar conju- 
girter Durdmeffer beide die Curve wirklid. Gede 

zu dem einen von zwei conjugtrten Durdmejferno’, o” 
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parallel gezogene Sehne wird von dem ihm conjus 
gitten Durdhmeffer o”, o halbirt. Die Tangenten «, 
O; a, & in denjenigen Curvenpuntten, in denen je 
swei conjugirte Durdmeffer o, o” die Curve ſchnei— 
ven, find parallel dem anderen conjugirten Durch— 
meffer o”, o. Sig. 132.0, 

6) Gn den Curven h, h’ fcbneivet von jedem Paar conjue 
girter Durchmeſſer nur der eine die Curve wirklid, 
der andere liegt ganz auferhalb derfelben. Jede gu 
dem einen von zwei conjugirten Ourdmeffern oo” 
parallel gezogene Sehne wird von dem ihm conju— 
givten ODurdmeffer o”, « halbirt. Die von dem wirk⸗ 
Lichen Durdmeffer o” halbirten Sehnen ws’ verbin— 
den Punkte deffelben Curvenaftes, die von dem andern 
Durdmeffer o’ halbirten Sehnen 46 verbinden Punfte 
ver beiden verſchiedenen Curvenäſte. Die Tangenten 
a, 6 in denfenigen Curvenpunkten, in denen der die 
Curve wirklic ſchneidende Durchmeſſer diefelbe trifft, 
find parallel dem conjugirten Durchmeſſer o. ede 
zwei conjugirten Durdmeffer o’, o” find zugeordnete 
harmonifhe Strahlen eines Strahlbifdels M, veffen 
anderes Paar gugeordneter Harmonifmer Strahlen 
pie Aſymptoten xr, q ber Curve find. Fig. 132. b. 

y) Werden an der Curve p irgend zwei Tangenten a, b, 
und von ihrem Ourdfdnittspuntte S cine Gerave o! 
nach bem unendlich entfernten Curvenpuntte gezogen, 
welde die p gum gwetten Male im endlicen Punkt v’ 
trifft, fo tit bie Tangente «” im Puntt L’ parallel der 
Sehne (&—%), und die o” Halbirt alle Gehnen, die 
ber Tangente « im Durchſchnittspunkte LM yon o” mit 
der Curve parallel find. Werden umgekehrt irgend zwei 
endliche Tangenten «, b, an die Curve p gelegt, die in 
& und w% berithren, fo liegt der Ourchfdnittspunft = 
von aundé allemal auf einer durch den Mittelpuntt N 
der Sehne Lv nach dem unendlich entfernten Puntte 
gehenden Geraden o’, Wird durd den Punkt = eine 
Gerabe c parallel der Tangente « gezogen, fo find o 
und of 3ugeordnete harmonifde Strahlen eines 
Strahlbifdmels dS, deffen anderes Paar gugeordneter 
harmonifder Strahlen die Tangenten a, 6 find. 
Big. 132. 


Nach Lehrfak 44. ift bet den Curven e, e’ der am Mittelpunft M 
entitehende involutoriſche Strahlbüſchel ein einftimmig verlaufender. 
Nach § 4. Lehrſatz 8. ftehen nun in jedem einftimmigen involutorifden 
Strahlbüſchel entweder jede gwet entfprechende Strahlen auf einander 
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fenfvedjt, unt die Qnvolution ijt dann nach § 4, Erklärung 9. eine 
rechtwintlige, oder e8 ftehen zwei entfpredende Strahlen der Gnvolution 
auf einander fenfrecht, nicht mehr und nicht weniger. Im erfteven 
ſowohl, wie im letzten Falle miiffen dann dieſe beiden Strablen, da 
fie nach Erklarung 49. ein Paar conjugivte Ourchmeffer find, nach 
Lehrſatz 50. a) die Curve, jeder in zwei Puntten ſchneiden, Fig. 133. a., 
wodurch ein Baar ſeukrecht auf einander ftehende Durchmeſſer AB, 
AB’, die im Allgemeinen von ungleicher Linge jein werden, entfteher; 
ba nach demfelben Gage die Tangenten in A und B, alfo a umd b 
parallel (A’—B’) find, fo ſtehen fie alfo ſenkrecht auf (AB), ebenfo 
die Tangenten a’, b’ an A’, B’ fenfrecht auf (A’~B’). Iſt die Ju— 
volution bes Strahlbüſchels M im fpecielfen Falle vechtwinklig, ſo 
kann man zu jedem beliebigen Durchmeſſer den conjugirten fuchen, und 
ba diefer dann auf im fenfrecht fteht, und die Tangenten in den DQureh- 
ſchnittspunkten bes erſteren dem letzteren parallel fein miiffen, fo fieht 
man, daß die an dent Endpunkten eines jeden beliebigen Durchmeſſers 
gezogenen Tangenten in diefem Falle auf dem Durchmeſſer fentrecht 
ftehen miiffen. Bet den Curven h, h’ verläuft die Quvolution des 
Strahlbüſchels M, da diefer auferhalb dev Curve liegt, uach Lehrſatz 44, 
entgegengefegt; es kann daher, aber es muß and) ftets ei Paar ente 
fprechender Strahlen geben, die auf einander fenfrecht ftehen; es find 
dieß nämlich die Normalſtrahlen ver Guoolution, nach § 4. Lehrſatz 8., 
Erklärung 5. Fig. 133. b. Da diefe nach Erklärung 49. zugleich 
conjugivte Durchmeffer find, fo fann nach Lehrſatz 50.6) nur einer 
vont ihnen die Curve wirklich in A und B ſchneiden. Zugleich find 
nach demſelben Gage die Tangenten a, b in A, B dem conjugivten 
Durchmeſſer parallel, folglich, da dieſer ſenkrecht auf (A—B) fteht, fo 
fteht auch a und b fenfrecht auf (AB). Da ferner nach Lehrſatz 44. 
die Tangenten an den unendlich entfernten Punkten, alfo die Aſymp— 
toten xr, q die Hauptftvahlen ves involutoriſchen Strahlbüſchels M 
find, und nach § 4. Lehrfatz 7. die beiden Hauptftrahlen von jedem 
Normalſtrahl gleichweit abjtehen, oder mit ihm gleiche Winkel bilden, 
fo ijt alſo /rs= qs; Zrt= Zqt In ver Curve p muß 
es, wie auch ſchon an Sig. 122. gegeigt wurde, cine Richtung der 
Sehnen geben, die ſenkrecht auf dev Verbindungsgeraden ivgend cines 
Curvenpunkts mit dem unendlich entfernten fteht, und gwar kann es 
mir eine eingige foldje Richtung geben. Bit Fig. 133. c. A’ irgend 
cit Curvenpunkt, co” die von ihm nach dem unendlich entfernten gee 
zogene Gerade und man zieht irgend eine Gerade fentrecht zu o’, fo 
exalt man eine foldje Sehne. Nach Lehrſatz 50. y) ſchneiden fic) nun 
die Tangenten a, 6 in einem Punkte der durch den Halbirungspuntt N 
ver Sehne Lvs nach dem unendlichen entfernten Curvenpuntt gegogenen 
Gevaden s, und zugleich werden nach demfelben Sage alle gu (Lvs) pa- 
rallelen Sehnen von s halbirt, die Tangenten an den Endpuntten jeder 
derſelben ſchneiden fic) auf s, nach Lehrfatz 50.7); und die Tangente a 
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im Durchſchnittspunkt ver s mit ver Curve fteht fentredjt anf s. Man 
erhiilt aljo den 


51. Lehrfak. a) Gu den Curven e, e ift entwebder ber 
im Mittelpuntt M entjtehende involutoriſche Strahlbüſchel 
rechtwinklig. In diefem Falle ftehen die Tangenten an 
den Endpunkten jedes Durchmeſſers auf demfelben ſenkrecht. 
Oder es giebt in dem involutorifdhen Strahlbüſchel ein 
cingiges Paar conjugirter OQurdmeffer, s, t, deren einer 
auf dem anderen fenfredt fteht. Die Tangenten an den 
Enbdpunften eines jeden viefer beiden Durchmeſſer AB, 
AB' ftehen auf ihm fenfredt. Fig. 133. a. 

B) Gu den Curven hb, bh’ giebt es in dem im Mittel- 
puntte M entftehenden involutoriſchen Strahlbüſchel ftets 
uur ein eingiges Baur conjugivter Durchmeſſer s, t, deren 
ciner auf dem anderen fenfredt fteht. Es find dieß die 
Normalftrahlen ves involutoriſchen Strahlbüſchels M, 
deſſen Hauptſtrahlen die Afymptoten r, q find. Der eine, 
s, Der auf einander fenfredt ftehenden conjugirten Durch— 
meffer halbirt jtets den Afymptotenwintel rg, der andere, 
t, beffen Nebenwinkel. Der eine, s, ſchneidet vie Curve 
in gwet Puntten A, B, deren Tangenten a, b, fenkredt 
auf s ftehen, der andere, t, trifft die Curve nirgends, 
Big. 133. b. 

y) Sn der Curve p giebt es ftets eine einzige Gerade s, 
die einen im Endlichen liegenden Punkt mit bem im Unend— 
lichen liegenden der Curve verbindet, und welche zugleich 
alle auf fie ſenkrecht gezogenen Sehnen vd halbirt. 
Auf ihr ſchneiden ſich zugleich die Tangenten von den End— 
punkten jeder von ihr halbirten Sehne. Die Tangente a 
in bem auf s liegenden endlichen Curvenpunkt A fteht 
ſenkrecht auf s. Gig. 133. 6. 


52. Erflarung. a) Gu den Curven e, e’ heifen die 
beiden Durchmeſſer AB, AB, deren Ridtungen s, t die 
beiden auf einanbder fentredten conjugivten Ourdmeffer 
(f. Lehrſatz 51.0) bilden, die größere die große, die fleinere 
pie fleine Wyre der Curve, ihre Halften AM oder BM, AM 
oder BM, je nad) dem fie auf der grogen over fleinen Are 
liegen, die große oder kleine Halbare der Curve; die End- 
punfte der grofen Axe heifen die Scheitel der Curve, vie vie 
Curve ind und B berithrenden Tangenten a, b, heifen die 
Seheiteltangenten dev Curve. Fig. 133. a. 

6) Gn den Curven h, h’ Heift derjenige Durdmeffer 
AB, deffen Ridtung s fentredt fteht auf der des ihm con— 
jugirten ODurdmeffers t, (ſ.Lehrſatz 51. 6)) die große Axe 
der Curve; ſeine Endpunkte A, Bheißen die Scheitel der Curve; 
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pie die Curve in A und B berührenden Tangenten a, b 
heißen die Seheiteltangenten dev Curve, das auf ciner Schei— 
teltangente durch die beiden Afymptotenabgegrengte ends 
liche Stück CD heißt vie fleine Axe der Curve; die Halfte 
AM over BM; CB oder DB dev Axen heift, je nachdem fie 
auf der grogen over kleinen Axe Liegt, die grofe oder 
kleine Halbare der Curve. Fig. 133, b. 

y) In der Curve p heißt diejenige, einen endlichen mit 
dem unendlid entfernten Curvenpunft verbindende Sehne 
s, welche alle gu ihr ſenkrechten halbirt (ſ. Lehrſatz 51.y)), 
die Axe der Curve, ify im Endlichen liegender Endpuntt A 
heißt ber Scheitel der Curve, die die Curve in A berührende 
Tangente a heift vie Sdheiteltangente der Curve. Fig. 133. 6. 


Vetrachten wir zunächſt eine der beiven Curven, die durch gleiche 
Strahlbüſchel erzeugt werden, 3. B. die durch einſtimmig verlaufende 
gleiche Strahlbüſchel, gebildete Curve ec’ Un mm die Natur von e” 
zu erforſchen, bedenfen wir, dag vie Scheitel A, B, dev großen Axe 
AB Gig. 134. zugleich die Scheitel conformer Strahlbüſchel find, und 
daß nach Lehrſatz 22. dem Strahl s ves Büſchels A vie Tangente b 
des Büſchels B, dem Strahl s des Büſchels B vie Tangente a des 
Büſchels A entjpricht. (Man denke fich 3. B. in Fig. 105.b. A 
ftatt 8, B ftatt 8, a ftatt p’, b ftatt t gefegt und T im Unendlicen.) 
Gin Paar entiprechender Strahlen c, ec’ ſchneiden fich in P, fo ift alfo 
P ein Curvenpunkt. Da zugleich die Endpuntte A’, B' ber kleinen 
Halbaxe Curvenpuntte find, fo find auch (B-A’), (A—A’) ober 
d, d’ entfprechende Strahlen. Es ijt alfo Strahlbüſchel B,beds F 
Strahlbüſchel Asc’d’a. Nach Erklärung 52. a) und Lehrſatz 51. 4) 
ift mm /bs = /as = 1R, da ferner in der Curve e’ nach Lehrſatz 27. 
jede zwei Strahlbüſchel, deren Strahlen durch diefelben Curvenpunkte 
gehen, nicht nur conform, ſondern auch gleich find, fo ijt /“ be = / sec’, 
Lbd=/sd’, /sd=fadl, /sc—=/ ac, Sed =/ed. GS it 
aber auch, = A’, 7 BMA’ = / AMA’=1R 
ijt, ABMA'SS A AMA’, alfo /MBA’= 7 MAA’ over /sd = /sd, 
Da mn / sd’ + Z ad’ =1R ift, und fowohl sd’ als ad’ = / sd 
ift, fo ift 7 2-sd=1R, alſo 7 sd=4R, alfo anh / bd = 4R, 
ebenjo Z sd’ = 4R, / ad’ =4R. Es iſt alfo 7 se = 4R + / cd; 

se’ = 4R— / ed’ oder, ta / cd’ = /cd ift, / sc’ =4R 
— Led. G8 folgt hieraus se / sc’ = 1R. Es muß daber 
in dem Dreied APB aud) / APB = 1R fein. Fallen wir alfo 
von P ein Goth auf die Axe AB, und bezeichnen die Stree MN 
durch x, das Loth NP durch y, die Halbaye MA = MB durch a, 
(welder Buchftabe Hier nicht, gu verwechſeln ijt mit dem die eine 
Sepeiteltangente begeichnenden) fo verhält fich in den ähnlichen Dreiecken 
ANP wid PNB: a + x: y = y:a—x; wovans folgt a2— x?= y2, 
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ober x? + y? =a? ober Gy + (zy =1 
Gs iſt aber x2 + y? = MP2, alfo iff MP? = a2, 
folglich MP =a. 


Man fieht alfo, ein jeder beliebige Punkt P der Curve hat dens 
felben Ubjtand a vom Mittelpuntt M. Ge ijt alſo die Curve e’ ein 
Kreis mit dem Halbmeffer a. Qugleich fieht man fogleich, daß beim 
Kreife im Mittelpunkte M eine rechtwinflige Qnvolution entſteht. 
Denn conftrnirt man ein Viereck APBQ, deffen eines Paar Diago- 
nalen fich in M ſchneiden, fo erhält man ein Paar entſprechende 
Strahlen y, 9/ der Gnvolution, wenn man den Punkt M mit den 
Durchſchniitspunkten vor AP umd BQ, und von BP und AQ ver- 
Bindet (vergl. Fig. 131. b. das Viereck A,B,A,B, und die entipree 
chenden Strahlen y, y’). Da aber AP || BQ ijt, fo ift y |] AP || BQ, 
und da BP |] AQ ijt, fo ijt || BP |] AQ. Nun ift aber 7 APB 
= 1R, alfo AP _| BP, alfo auch yt. Da ferner auch s und t 
ein Baar entfprechende Strahlen der Guvolution find, und auch ſenk— 
recht auf einander ftehen, fo mug dies nach § 4. Lehrſatz 8. mit jedem 
Paar entfprechender Strahlen der Fall fein. Daß umgefehrt in jedem 
Kreife ein Paar gleiche, einftimmig verlaufende Strahlbüſchel erhalten 
werden, wenn man irgend zwei Punkte ver Peripherie mit beliebigen 
anderen verbindet, ergiebt fic) fogleic) aus der von der Planimetrie 
bekannten Eigenſchaft des Kreiſes, dak die Peripheriewinkel auf dem— 
felben Bogen gleich find, und daß eine Tangente mit einer Gehne 
cinen Winkel einſchließt gleicd) dem iiber diefer Sehne ftehenden Peri— 
pheriewinfel. Gind nämlich A, B, A’, P, Q beliebige Punkte des 
Kreisumfanges (fie brauchen nicht fo gu liegen, daß AB, PQ Durch- 
meffer find), fo it Zcd= / cd’, / be = sc’, bd= / sd, / sd 
= fad, /de= / We’, wenn man § 1. Erklärung 22. fefthalt, 
alſo Strahibüſchel Bysdcbe gleich, alfo auch conform Strahlbüſchel 
Aad’c’se’; und zugleich fieht man fofort, daß diefelben einftimmig 
verlaufen. Aus Lehrſatz 40. rechts folgt zugleich, daß daher auch 
jedes Baar Xangenten am Kreife von den iibrigen conform getheilt 
wird; was fich übrigens auch leicht hätte direkt beweifen Laffen. Man 
fann alfo fagen: 

53. Lehrſatz. Die Curve oe’ ift ein Kreis. Wm Mittel— 
puntt entfteht eine rechtwinklige Involution. Umgekehrt: 

In jedem Kreiſe entitehen zwei einftimmig verlaufende 
gleiche Strahlbüſchel, wenn man irgend zwei Punfte des 
Umfangs mit beliebigen anderen verbindet, und zwei ein— 
ftimmige, conform getheilte Punttreihen, wenn man irgend 
zwei Tangenten durch belichige andere fanetdet. 

Um die Natur der Curve e ju erfennen, bedenfen wir, daß nach 
Lehrſatz 44. fowohl dieſe als der Kreis als eine fich felbft homologe 

22" 
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Linie in zwei involutoriſchen Syftemen angeſehen werden faut. Es fet 
nun die Grife der grofen Halbaye der noch unbefaunten Curve e 
gleich a, alfo MA=MB=a. Big. 135. Ueber der grofen Bre 
AB beſchreiben wir einen Kreis mit dem Halbmeffer a. Nach Erklärung 
52.a) und Lehrſatz 51. a) ftehen mm fowohl beim Kreiſe, als bei ver 
Gurve e die Xangenten in ven Scheiteln A, B anf dev Are AB 
fenfrecht. Es hat alfo die Curve e mit dem Kreiſe die Tangenten a 
und b gemein. Nun ift nach Lehrſatz 44. (man dente fich in Fig. 131. a. 
oo, ſtatt A,, &, ftatt A,, vb, ftatt B,, vb, ftatt B,, a ſtatt s’, 
b ftatt s, A ftatt S, B jtatt S gefest) die Curve e fiir den unendlich 
entfernten Durchſchnittspunkt von a und b fich felbjt collinear; ebenfo 
ber Kreis. Man giehe mun irgend einen Strahl vom Guvolutions- 
centrum aus, fo mug derfelbe, da fich dieſes im unendlich entfernten 
Durchſchnittspunkt von a und b befindet, parallel a und b, mithin 
fentrecht auf (A~B) fein. Zwei ſolche Strahlen feien a” und 65 und 
anf ignen die Punkte &,, sb, Ub,, V, der Curve ec gelegen, fo 
ſchneiden fic) nach § 9. Lehrſatz 24., fowie auch dem Wefen dev ine 
volutoriſchen Colfineation gufolge die Geraden (se ,— vs, ) und (-b,—%,), 
ſowie (,—vb,) und (sb, —U,) auf der Guvolutionsaye, in T und TY, 
Es ſchneidet nun der Gnvolutionsftrahl a! den Kreis in L’, und ’, 
der Strahl B’ denfelben in vs’, und v’,, und es ijt leicht gu feben, 
nach Lehrſatz 44. und nach § 9. Lehrſatz 24., daß fich auch (b’,—vd’,) 
amd (ob), —ve’,) in Ty (sb’y- vb’) und (ob’,~we’,) in I” ſchneiden. 
Es laͤßt fich dieß auch fo beweifen: Ziehen wir durch I” eine Sehne, 
welche die Curve e in ©,, O, fehneidet, und legen an diefe die Tan— 
genten cy, cy, fo miiffen nach Lehrſatz 28. diefelben fic) anf s, umd 
zwar in einem ſolchen Puntte ſchneiden, daß ev der dem Punkt I” zuge— 
ordnete harmoniſche der Punktreihe s,AIB ijt, Nach Lehrjak 11 
und Erklärung 10. ift aber s,AT’BY harmoniſch; es Liegt alfo (c,° 
inT. Gind mm, und ©’, die auf 7/ liegenden Punkte des Kreiſes, 
c', c, ihre Tangenten, fo miiffen fic) nach demfelben Lehrfag 28., 
ber auch fiir e’, d. h. fiir ben Kreis, gilt, o',, c', ebenfalls in dem 
dem Punft I” zugeordneten harmoniſchen der Reihe s, Al'B ſchneiden, 
es mug alfo auc) (c,"c',) in FP fiegen. Ebenſo mug auch («,+a’,) 
mit («,"«,), (8,765) mit (6,°6,), ete. zuſammenfallen. Diefer 
Umjtand laͤßt ſchon die Richtigkeit der obigen Behauptung fiir wahr— 
fcheinlich erfennen. Zur Gewifheit wird fie, wen wir uns erinnern, 
dak nach Lehrſatz 44. ſowohl die Curve ec, als der Kreis, fede fiir 
den Durchfeynittspunft der Tangenten a, b (in Fig. 131. a. s und s’) 
als Gnvolutiongcentrum fic) felbft involutoriſch collinear fein mug. 
Da nun (a+b) im Unendlichen liegt, fo müſſen die Involutionsſtrahlen 
a’, y, @ parallel fein, alfo fenfrecht gus, Es miiffen daher die mit 
dem Strahlbüſchel am Guvolutionscentrum die Guvolution bildenden 
Strahlbüſchel &, und by, ob’, und L’, (A, und A, in Fig. 131. a.) 
auf einem gus fenfrechten Strahle fliegen. Zieht man mut vor einem 
folchen Punkte &’, des Kreiſes nach einem beliebigen Punkte I” der 
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Mee s, die Gerade (',—T’), von sb’, die Gevade (&’,—I”’), beftimmt 
auf s einen folchen Bunt T, dag Punktreihe s,AIBL harmonifch ijt, 
und zieht (e’,—-T) umd (&',- T), fo erhalt man nach Lehrſatz 44., 
als Durchſchnitt von (| -L) mit (&’,-1) einen Punkt vs’, des 
Kreiſes, und als Durchſchnitt von (LY mit (s’,-T’) den ihm 
homologen Curvenpuntt vs’, der Snvolution. Zugleich mug (vs’,—r",), 
ba man cin fic) felbft involutorifehes Syſtem als einen fpeciellen Fall 
zweier perfpectivifeh Liegender collineaver anfehen kann (j. § 9. Erklä— 
rung 15.) nach § 9. Lehrfag 16. und § 8. Lehrſatz 4. durch bas 
Gnvolutionscentrum (a+b) gehen, d. h. es muh (v’,—v',) ſenkrecht 
auf s ftehen. Schneidet mun a’ die Curve e in My und &,, und 
gieht man (ob, ~IY), Gb, 1’), (e,-T), (&,-T), fo erhält man als 
Durchſchnitt von (ob, — 1”) und (%& TL) einen Punkt v,, als Durchſchnitt 
von (ob TY) und (ob, —-T) den homologen Curvenpunft vs, der In— 
volution auf der Curve e; und es mug (v,—v,) aus denfelben 
Griinden wie (v’,—V4’,) anf s fenfrecht ſtehen. Es muß aber aud 
(%,—%,) mit (W',-w’,) jufammenfallen. Denn vie Bierede 
ob!" Ub", und & byt, Vb, Haben der Conftruction zufolge ie 
Punkte A’, I’, LP gemein, und der Durchſchnittspunkt von (v’,— vd", ) 
fowie der von (1b— W,) muß in betden dev dem Punkt A’ zugeordnete 
harmoniſche dev Punftrethe s ATT fein. Da es num bloß einen ein 
gigen folcjen Punft B’ geben faun, und ſowohl (w’,—v’,) als 
(ub, %,) auf s fentredt ftehen, fo miiffen fie zuſammenfallen. Es ift 
alfo bie Curve e mit dem Kreiſe e” perfpectivifd) collinear, da Strahl- 
büſchel L, perfpectivifeh, folglic) auch conform Strahlbüſchel L’, iſt, 
indem man fich erftere als von dem Strahlbüſchel &, und dem unendlich 
entfernten Strahlbüſchel (a+b), o’, y’, ’...., Legteren als von dem 
Strahlbüſchel &’, und (a+b), a6" erzeugt vorſtellen kann. Statt 
ab, und &’, kann man auch &, und &’,, oder &, und Ab’, oder 
og und cb’, oder Vd, und b’;, etc. wihlen. Es find alfo der Kreis 
und die Curve e homologe Linien in zwei collinearen Syſtemen, die 
einen Strahlbüſchel (a+b), a’y’6'.... gemein haben. Dieſe Syſteme 
find alfo nach § 7. Evélirung 38. in perfpectivifeher Lage, und da 
pas Collineationscentrum (a+b) im Unendlicjen liegt, find beide Sy— 
fteme, wie an Gig. 87. a. umd 87. b. gezeigt wurde, affin, in pers 
ſpectiviſcher Lage flix die Affinitätsaxe s. Es ift alfo nach § 8. Lehre 
fag 28. das Verhältniß 
A’, SO, BI, 
Wa Sl, Bw 

conftant. Bezeichnen wir nun die Lange der kleinen Halbaye MA’ 
= MB’ (ſ. Erklaͤrung 52. a)) dev Curve e mit b, und bedenten, daß 
MA’ = MB” = MA = MB =a ijt (wobei a und b alfo eine an- 
dere Bedeutung haben, als die Tangenten von A und B gu bezeichnen), 
fo ift demnach: 
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Ado re, Bib, b 

Aw Pel Bay a 
Für jeden Punkt des Kveifes, alfo auch fiir vd, gilt mm, wenn wir 
MB’ mit x, Bs’, mit y bezeichnen, as Geſetz, dag x? + y? = a2, 
alſo y = Ya? — x? iſt. Nennen wir alfo die halbe Sehne der Curve e, 
die ebenfalls um die Stree x von M abjteht, alſo BY, Y, fo ift 

















b + > 
+ = 77 folglich y => -y, 
— 
oder y= Ve 
x)? yy)? 
ober G+) =1 


Man fieht ans der Gleichung y’ = bya —x*, dag die Curve e 


fiir die grofe Ure AB, wie fiir die Heine Axe AB' ſymmetriſch liegt. 
Legen wir mim an das eine Ende der fleinen Axe, 3. B. an A’ eine 
Tangente, giehen von ihren Durchſchnittspunkten mit dem Mreife 
Parallele zur fleinen Axe, und beseicynen ihre Durchſchnittspunkte mit 
der grofen Axe durch F,, F,, Sig. 136., fo ijt ſogleich gu fehen, 
dag MF, = MF, jein mug. Gs werde mm MF, und MEF, durch e 
(hier nicht gu verwechfeln mit der bisherigen Bezeichnung der noch 
unbefannten Curve e) bezeichnet, und wir fuchen den Durchſchnitt D, 
der Polaren des Punftes F, und ren Durchſchnitt D, ver Polaren des 
Punttes F, mit der Richtung ver großen Aye. Daß viefe Polare d, 
fenfrecjt zur grofen Axe ſtehen mug, ijt fogleic) einzuſehen, da der 
Durchſchnittspunkt ver in Fy fentrecyt auf AB jtehenden Sehne F,F, 
der dem Punkt F, zugeordnete harmoniſche fein mug, dieſe Sehne aber 
nach Lehrſatz 51. 4) in Fy halbirt wird, alfo ihr Durchſchnitt mit der 
Polaven im Unendlichen fich befinden mug. Gin Gleiches gilt von d,. 
Um nun den Punft D, zu finden, kann man entweder davon ansgehert, 
daf Hier die Tangenten an F, und F,, zugleich aber auch die Kreis— 
tangenten an J’, und F, ſich ſchneiden müſſen. Da nun beim Kreiſe 
die Taugenten fentrecht zum Halbmeſſer ſtehen, fo läßt ſich aus den ähn— 
lichen Dreiecken MF, 9, und §,F,D,, die Strecke F,D, und alſo 
aud BD, finden; oder man fest, da d, die Polare von F,, alfo 
Punktreihe s.AF, BD, harmoniſch ijt, vie Broportion an: 
AF,:BF,=AD,:BD, 
d. §., da alfo MA = MB =a, MF, =e jt: 
a--e:a—e=2a-+ BD,:BD,, 
oder 2e:a—e=—2a :BD,, 
alfo, ba offenbar AD, = BD, fein mug, weil AF,= BF, ift, 


AD, = BD, == (a—e). 
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Biehen wir wun durch irgend einen Punkt T, ver Polaren d, eine 
Parallele zu s, welche die Curve in zwei Bunkten, P und Q fdneivet, 
giehen durch einen derfelben, 3. B. durch P eine Senkrechte anf AB, 
und verbinden ifn mit F, und F, durch die Geraden F,P und FP 
oder p, und gy, fo ijt: 

F,P?=F,N? + NP? 
ober, da NP = 2 Va? — MN? = a Va? —(e + FN)? ift, 


og =FNe +b! — 2 e+ FNP 








FN? + b? —% -(e? + 2eF,N + FN?) 








oaM pe — 2h ok NE ESS be 
Nun ijt 
a? — b? = M2 — MA? = A'#? = MF? = e?2, und daher 
a? — e2 =b?, alfo 
of =f F N22" eF.N 4S 
eon b?\? 
= (ry—ty, 


2 FN —b? 
alfo o =t(2-FN-E) at S8—*, 























derner iſt T,P= BD, + NB=*.(a—e) + (a—e)—F,N 


(ate) (a—e) 
e 
beer FN 


b? 














FWN=" ¢_9w F,N 
! 3 1 1 


e 


Da nun TP pofitiv fein mug, fo fieht man ans dieſer letzten Glei— 
chung, daß b?—eF,N pofitiv ift; es ift alfo, da auch p, pofitiv 
jein mug, in dem Wusdrude fiir p, bas — Zeichen zu nehmen. Daher 
hat man die Gleichungen: 


b?—e- FN b?— 
Py vo TPS 














“FAN, 
— 
alfo pe, : T,P=era, 


oder: p, : T\P= 





Da nun e = Va? —b%, alfo <a iſt, fo ift — ein ächter Brad, alſo 
py~<T,P. Es iſt ebenfo aud 
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p2 =F,N?+ NP? 
=PNe+ 5 fe — ON — 9] 





= F,N? 42 [a2 e? + 2eF,N— FN] 
oe 

7 

: im 

=SF,N 425 -eF, N+ 5 

— + oN) 

=(etery; 


bbe rN, 


folglich p, = Pte Tes: 








FN? 4 20, -eF,N + 2 (202 
2 wi ehyN+S 











alfo p,: T,P=era 
ober Pat T,P=<: 1. 
Bir haben alfo: 
ey = STP; ep = STP; 
alfo: py -+ p,=—(T,P + T,P); 
= + (AB + 2BD,) = © (20+ 2 (a—o)) 





Es iſt alfo Pit Po = 2a 

Gs ift alfo, ba Qa eine conftante Größe ift, die Summe der von 
ben beiden Puntten F,, F,, ausgehenden Leitſtrahlen conftant, und 
zwar gleich der grogen Axe. Dieß ift aber die Gigenfchaft der unter 
dem Namen „Ellipſe“ befannten Curve. Umgefehrt fann man auf 
befauntem Wege ans der Eigenſchaft, daß die Summe der Leitftrahlen 
vit Po conftant, = 2a, fein foll, das Geſetz ableiten, daß für jeden 
Punkt B der durch diefe Bedingung beftimmten Curve, wenn man 
FF, durch 2e, Ya2— e? mit b, MN mit x, NP mit y’ bezeichnet, 
die Gleichung beftehen mug y=ty —x2, Man fieht alfo, daß, 


wenn man über ber grofen Axe der Ellipje als Durchmeſſer einen 
Kreis beſchreibt, 








x 


A’, TO, Bab, b 
Wa, Pe, Bw — 
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Gig. 135. fein mug. Bieht man mm im Kreiſe irgend eine Sehne 
iw’, welche die s in I” ſchneidet, und von &, dev Ellipſe die 
Sehne &,W,, wenn &, und ew, folche Ellipſenpunkte find, die mit 
A’, und vb’, auf derfelben Genfrechten zur großen Axe ftehen, und 
bejtimmt ihren Durchſchnittspunkt mit s, fo lage fich fogleich zeigen, 
daß der Ourehfchnittspuntt von &,%, mit dev grofen Axe AB mit 
TL’ jujammenfallen mug. Denn man hat im Sreife A TA’, 
ATR’, alfo verhält fic) IA’: IB’ = A’b’, : Blvd’. Nennen 
wir det noch unbetannten Durchſchnittspunkt von %, vs, mit AB: 1”, 
fo mug, da in dev Ellipſe ATA, ~AT’B%D, ift, fich verhalten 














Nh, db Bib 
WAN T"R! ox Alte: BY, Moy ob Bib 
TANT TNB! = Ale, BUS, Da aber Tigh = gy und auch Bape 
cry Aide, _ Ask 
~ it, fo folgt rg! = Be fy bet NGG BN, NA: BNW 
2 


man hat alfo auch DA’: PB' = TVA’: PB’, folglich PA’: YA’ + TB 
== TVA: PA’ + PB! oder IVA’: A’B! = TA’: AB’, alfo PA’ = IVA’, 
Gs muß demnach P“ mit I” gufammenfallen; ebenfo läßt fic) von den 
Sehnen cL’, vs’, und b&, Vd, zeigen, daß fie die Axe in demfelber 
Puntte L fehneidven, Es entitehen alfo bei &, und &’, zwei per- 
ſpectiviſche, alfo auch conforme, Strahlbüſchel. Man erkennt daher 
ſogleich, daß der mit dem Radius a beſchriebene Kreis ver Ellipfe 
mit der großen Halbaxe a perfpectivifeh collinear fiir ein unendlich ente 
ferntes Gollineationscentrum, alfo perfpectivifeh affin iff, Oa nun 
im Kreiſe jede zwei Strahlbüſchel, die entftehen, wenn man zwei 
Punkte dev Peripherie mit beliebigen anderen verbindet, gleich, alfo 
auch conform find, fo folgt nach § 7. Lehrſatz 9., dag aud) in dev 
Gllipfe die Homologen Strahlbiifehel, wenn auch nicht gleich, doch im 
Allgemeinen conform find. Es ift z. B. im Kreiſe, wenn man ſich 
etwa nach Sehne &’,C’,, und W'S’, gezogen denft, 7 Ack’ sd’? 
=f de! Vo! se’, DA (A—ob’,) die Tangente, / ob’, rb’, &’, eit Pe— 
ripheriewinkel über der Sefne sb", b’, ijt, ob’, b’ OC’, == / ab’, Vb’, O',, 
LF k' Wo, = 7 So! Wo’, al8 Peripheriewinkel, / vs’ ,cb’ vo’, 
= / w',05',B uf. w., alfo Strahlbüſchel b’, Ask’, O’, vb! vb", — 
Strahlbüſchel vd’, ob’, ’,O’,’,B; aljo dem angezogenen Lehrſatz zu— 
folge, in dev Ellipſe Strahlbiifdel v, ,Av,C,vb,%, A Strahlbiifchel 
VW plo he, S,,B ete. Ebenſo läßt fic) dieß von jedem anderen Paar 
Strahlbüſchel zeigen. Da nun nach § 10. Lehrſatz 3. auch vie Tanz 
genten an jedem Baar homologer Curvenpunfte ein Paar homologer 
Linien dev collinearen oder affinen Syſteme find, und nach Lehrfak 53. 
im Sreife 3. B. auf den Tangenten «’, und 6’, die conformen Punkt— 
reihen a! oh! (ays a’) (ay seg) Co, *8,) 2,84) A BB y* a") 
(8,7 2) (8, 7679) (6, ° 8", Ud, entftehen, jo mug auch an dev Ellipſe 
Punkltrelhe a oy (wy "ag) (#4 "%9) (oy*B,) (%1°B 4) 81 By"#4) (8,2) 
(8,' ey) G76, )ub, fein, und fo bet jedem andeven Paare. Mean ers 
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Halt demnach, da man auch hier fogleich ſieht, daß Punktreihen und 
Strahlbüſchel einftimmig verlaufen, dew 


54. Lehrfak. Die Curve e ift eine Ellipfe. Und um- 
gefehrt: 

In jeder Ellipfe entitehen zwei ecinftimmig verlaufende 
conforme Strahlbüſchel, wenn man irgend gwei Puntte 
des Umfangs mit beliebigen anderen verbindet, und zwei 
einftimmig verlaufende conforme Bunftreihen, wenn man 
irgend zwei Tangenten durch beliebige andere ſchneidet. 


Um die Natur der Curven h, h’ gu erforſchen, halten wir uns 
auch hier wieder zunächſt an die einfachere h’. Es war bereits an 
Fig. 117. gum Behufe ves VBeweifes von Lehrfag 27. gezeigt worden, 
daß, wenn zwei gleiche entgegengefest verlaufende Strablbiijdel S, S’ 
Gig. 117. die Curve h’ befchreiben, die Tangenten t, p’ an 8, 8’ 
parallel find, deren Durchſchnittspunkt T alfo im Unendlichen fiegt. 
Denken wir uns mm durch T eine Sehne, deren Richtung parallel 
t, oder p’ oder (A,—A,) ift, die aber in unendlicher Ferne liegt, 
durch die Curve gesogen, fo mug fie diefelbe in den beiden unendlich 
entfernten Punkten ſchneiden, und auch durch den unendlich entfernten 
Putt vor (S—S’) gehen. Die Cangenten an die beiden unendlich ent— 
fernten Curvenpunkte müſſen fic) mun nach Lehrſatz 28. auf (S— 8), 
und gwar in einem ſolchen Punkte ſchneiden, der dem unendlich ent 
fernten Puntte von (S— 8’) in der Punttreihe (S—S'), SoS hare 
monifch zugeordnet iff. Es mug alfo der Durchſchnittspuukt er Aſym— 
ptoten der Mittelpunft O der Sehne SS’ fein. Es iſt alfo nach Lehr- 
jay 47. O der Mittelpuntt der Curve, und SS’ ein Durchmeſſer. 
Da wir mm in Lehrja 27. fahen, daß bet ver Curve h’ mur an 
folchen Punkten A, A, gleiche, entgegengefest verlaufende Strahlbüſchel 
entitehen, deren Sehne durch O geht, und hier halbirt wird, die alfo 
nad Erklärung 46, cin Durchmeffer ift, fo können wir fagen: 


55. Lehrſatz. Die Scheitel 8,8’ zweier gleiden, ent- 
gegengefegt verlaufenden, die Curve h’erzengenden Strahl- 
büfchel Liegen allemal an den Endpunkten eines Durch— 
meffers dev Curve bh’, und umgefehrt. 


56. Lehrfak Ju ber Curve h’ entftehen an den End— 
puntten jedes Durchmeſſers, und nur an diefen, je gwei 
gleiche, entgegengejegt verlaufende Strahlbüſchel. 

Es find dem letzteren Lehrſatze zufolge auch die an den Scheiteln 
entftehenden Strahlbüſchel gleich und entgegengefest verlanfend. Zu— 
nächſt erhellt, daß die Ufymptoten r, q parallel fein miiffen den vow 
pen beiden Scheiteln A, B, Fig. 137. nach den unendlich entfernten 
Puntten der Curve gehenden Strahlen m, m’, n,n’, denn fowohl r, m, 
m’ gehen nach demfelber unendlich entfernten Punt, als q, n, n’, es 
ijt alſo r|jm|jm’, q|jn|[n’. Rach Lehrfag 51.6) iff mm / rs 
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= / qs, alſo auch /ms= m's — /ns= / v's, went s die 
Richtung ver grofen Are iſt. Da ferner nach Lehrfatz 51, 6) fowohl 
die Scheitel-Tangenten a, b, als t fenfredt jus find, fo ift al|b 
|| t Da nun nach vemfelben Lehrfag / rt = 7 qt ift, fo folgt 
ajo Z/mb= /ma= /nb= /n'a. Da aber A und B auch 
die Scheitel zweler gleicher Strahlbuſchel find, in denen s dem a, b 
dem s entſpricht, fo ijt aud) /ms= / ma, /ns= n'a. Es 
war aber /n’a= / mb, alfo ift 7 ms + / ns = /ms-+ /mb, 
ober /mn= /sb. Es ift aber, da bis ijt, “sb = 1R, 
alfo auc / mn =1R; alfo auch Zm'n’=1R amd / rq = 1R. 
(Ba / mn = / mr! = IR ift, fo mug das von m, n, m’, n’ gebil- 
dete einfache Viereck ein Quadrat fein, und dager t, da e8 die Dia— 
gonale AB halbirt und anf ihr ſenkrecht fteht, die Richtung der zwei— 
ten Diagonale fein, oder eS muß (m<n’) und (n* m’) auf t liegen.) 
Man fieht alfo, daß in der Curve h’ die Afymptoten r, q, fentrecht 
auf einander ftehen. Hievaus folgt noch Folgendes. Sind Q, Q’ cin 
Paar Punkte an demfelben Aſte der Curve h’, fo miiffen die entfpre- 
chenden Strahlen, s,s’; t,t, die nach ben unendlich entfernten Puntten 
gerichtet find, parallel fein, und gwar parallel den ebenfalls nach den 
unendlich entfernten Bunften gerichteten Aſymptoten. Da diefe aber 
auf einander fenfrecht ftehen, fo mug aud) sl t; s’ lt’ ſtehen. Nur 
entſtehen in Q, Q’ nach Lehrſatz 19. ein Paar conformer Strahlbüſchel. 
Nach § 2. Lehrſatz 14, giebt e8 aber im jedem Baar conformer Strahl- 
büſchel ein, aber nur ein einziges Baar entfprechender Strahlen, die 
auf einander fenfrecht ftehen; es müſſen alfo s, t; 8’, t die entfpre- 
chenden Strahlen der rechten Winkel felbft fein. Ebenſo miiffen, wenn 
man einen Punkt Q auf dem anderen Aſte annimmt, auch f, t die 
entfprechenden Strahlen ver rechten Winkel fein (vgl. Lehrſatz 4.). 
Mian fieht alfo: 

57. Lehrſatz. In der Curve h’ ftehen vie Aſymptoten 
auf einander ſenkrecht; und: 

Sn jedem Paar conformer Strahlbifdhel Q, Q’; 2,2, 
jind die entfpredhenden Strahlen dev rechten Winkel s, t; 
st; s, t; ft einander parallel, nimlih sis, t |] t silf, 
tlk Sig. 137. 


Es fei nun P irgend ein Punkt ver Curve h’; d und d’ die vow 
B und A nach thm gegogenen Projectionsftrahlen, PN das auf die 
Axe s gefallte Loth, fo ift, da in Bund A gleiche Strahlbüſchel fich 
befinden, /sd= / ad’, da aber /sa=1R ift, fo ift / sd’ 
=1R— Zad = iR— /sd, d. h. es iit / sd’ = / BPN, 
Da nun in den beiden Dreiecken BNP und PNA der rechte Winkel 
N gemeinfdhajttich ift, fo ijt A BNP ~ A PNA umd es verhält fich: 

BN:NP=NP:AN. 


Bezeichnen wir mun die grofe Halbaxe MA = MB mit a (welches alfo 
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jest nicht die Tangente in A begeichnet), die Strece MN mit x, 

NP mit y, fo können wir die Proportion ſchreiben: 
X—aty=yix-+a, 

woraus folgt: x?—y? =a; 


x\2 2 
ober: ()-('=. 
Da nach Lehrfag 51. 6) der Aſhmptotenwinkel durch die Wren halbirt 
wird, fo mug, weil /rq= IR ijt, Zrs=4R, alfo die fleine 
Halbaze BC = MB, mithin gleich ver grofen Halbaye a fein. Zie— 
hen wiv mm dure) C eine Barallele zur Axe s, und von ihren beiven 
Durchſchnittspunkten F,, F, mit der Curve h’ eine Pavallele gu t, welche 
bie sin den Punkten Fy, F, ſchneidet, und verbinden hierauf F, und 
F, mit einem beliebigen Curvenpunft P durch die Geraven e,, Po, 
fo ift, indem wir a fiir y, MF fitv x fegen: 
MF?2—a?=a2, 

woraus fic) ſogleich, da offenbar MF,—= MF, ijt, evgiebt: 

MF, = MF, =ay2. 
Ferner iſt: F,N? + NP2; p= F,N? + NP?; 
ober: ep (x— ME)? + y*; ef? = (e+ MEA)? + ys 
oder: —DOODDDD 
alſo, ba y? — x?— a? iſt: 
pP=x?—2axy2+2a2+x2—a2; p2=x? + 2axy2+2a2+x2- ar; 
ober: 
pPa= 2x? — Qaxy2 + a2; 
oper: 





















2x2 + Qaxy2-+ a2; 





eg = (xV2—a)% ed= (xV2 +.) 
alfo: a 7 
py =o (xV2—a); fy = (wy? + a). 


Da min fehon x> a, alfo um fo mehr xy2Z> a iſt, fo muß in dew 
Werthe für po, das obeve Zeichen genommen werven. Daſſelbe iit 
mit p, dev Fall, ba p, und py pofitive Werthe haben miiffen. Gs 
iſt alfo: 





PL 
alfo: Pa 
Es iſt alfo die Differeng ber von F, und F, ansgehenden Leitſtrahlen 
conftant. Mithin iſt die Curve eine Hyperbel, und zwar, da die kleine 
Halbaze BC gleich ver grofen ift, eine gleichfeitige Hyperbel. Sucht 
man die (in der Figur nicht vergeichneten, vgl. übrigens Fig. 139.) Po- 
faven dy, d, dev Punkte F,, F,, fo itbergengt mau fich ebenfo, wie bet 
ber Gllipfe, dag fie ſenkrecht zur Ure s ftehen. Die Entfernung des 
Durchfcnittspuntts D, ver Polaven d, mit s findet fid) urd) vie harmo- 


ea = NV+ aj 
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niſche Proportion AD,:BD,= AF,:BF, over 2a—BD,:BD, 
=ay2 + a:ay2—a, ober 2a—BD,:BD,=y2+1:y2—1, 
ober 2a: BD, = 2V2:V2—1, alfo: 


BD, =AD, =! 





Sejneivet man d, und d, in T,, T, durch Gerade, die parallel s 
find und dure) irgend einen Curvenpuntt P gehen, fo ijt T,P = BD, 


BN =o) gy xa Po ppg Po x 
wil * 




















Man hat alſo: 


py: T,P=y2:1; p,:T,P=y2:1. 

Dak umgekehrt in einer gleidfeitigen Hyperbel die an den Endpuntten 
cines Durchmeſſers entſtehenden Strahlbiifchel gleich fein miiffen, läßt 
fich Leicht beweifen, wenn man zunächſt Folgendes erwägt. Es ent. 
fteht im Mittelpunkt M nach Lebrſatz 44. ein involutoriſcher Strahl 
bitfehel mit den Aſymptoten xr, q als Hauptſtrahlen. Diefelben bilden 
nach Lehrſatz 50. 6) mit jedem Paar conjugirter Durchmeſſer, 3. B. 
c, ce Fig. 138, einen harmonifden Strahlbüſchel. Oa nun bet der 
gleichſeitigen Hyperbel nach Lehrfag 57. ver Afymptotenwinkel ein 
Rechter ijt, fo halbiven nach Lehrfag 27. die Afymptoten xr, q, die 
cine den fpigen Winkel / cc’, die andeve den ftumpfen Winkel 180° 
— Zee’. Man fieht alfo allgemein: 

58. Lehrfak. In der gleidfeitigen Hyperbel wird der 
von jeden zwei conjugirten Ourdmeffern c, c gebildete 
Winkel von den Aſymptoten halbirt. 


Diefer Sag nun läßt fich anch umgekehrt auf befannte Weife 
aus der Eigenſchaft der Curve ableiten, daß die Differenz der Leit- 
ſtrahlen 02 — p, einen conftanten Werth, nämlich 2a, hat, und daß 
in ihr die Aſymptoten auf einander fenfrecht ftehen. Ebenſo ergiebt fich 
hieraus leicht ver Sak, daß Sehnen, die parallel find dem einen vor 
zwei conjugirten Durchmeſſern, von dem andern halbirt werden; und 
fodaun zeigt man, dak die Strahlbüſchel, deren Seheitel in den End— 
puntten Liegen, gleich find, auf folgende Weife, Fig. 138.*): Es ſeien 
c, 5 d, d, zwei Paar conjugirter Durchmeſſer, fo ijt Sro = /re’ nach 
dem alfo diveft bewtefenen Lehrfag 58. / rd = / rd’, alfo aud / rd 
—Lre=/rd’'—/re,d.§. Zod =/ c'd’. Legen wir nun an C, 
cine Xangente c,, die alfo fc’ ijt, und giehen durch C, eine Sehne 
(C,-P) over u, {| d’, fo wird legtere von d in K**) halbirt. Es 
ift mn / cyu, = Ze'd’, alfo auch Lerun = / ed. Biehen wir nun 








*) S. Paulus: „Grundlinien ber neueren Geometrie“, Seite 285. 
¥) Der Vuchfiabe K fonnte im ber Figur nicht hingugefest werden, 
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(C,—P) ober _u,, fo verhilt fig), ba C,C, in M, C,P in K hal 
birt wird, C,M:C,C, =C,K:C,P, es ift alſo (C,~P) ober 
uy []d, alfe / cu, =/ ed, folglid) Zeju,=/7 cu,. Wählt man 
ftatt d, d’ irgend ein anderes Baar conjugivter Ourchmeffer, und zieht 
gu dem die Curve nicht ſchneidenden eine Parallele v, durch C,, welche 
die Hyperbel in Q fehneivet, fo ift ebenfo / cv,=/ cu,, und fo 
Bet jedem anderen Punkt. Es iſt alfo Strahlbüſchel C,,oyu,v,...+ 
= Strahlbüſchel C,,cu,v,.... Jedes Paar anderer Strahlbüſchel 
ift alſo nach Lehrfag 19., da Gleichheit nur ein fpecieller Fall von 
Conformitit ijt, conform, und zugleich find, da der zweite der in 
Lehrfak 57. aufgeſtellten Gage eine nothwendige Folge pes erſten 
war, die entipredenden Strahlen dev rechten Winkel in jedem beliel 
gen Paar Strahlbüſcheln einander parallel. Aus pem jo eben Geſa— 
ten, und Lehrſatz 40. rechts, Lehrſatz 41. und Erklärung 30. erhält 
man alfo ben . 

59. Lehrſatz. Die Curve h’ ift eine gleidfeitige Hy— 
perbel; und umgefehrt: 

Su jeder gleidfeitigen Hyperbel entftehen an den End- 
puntten jedes Durchmeſfers als Scheiteln ein Paar gleice, 
entgegengefegt verlaufende, in jedem andern Paar Puntten 
etn Baar conformer Strahlbüſchel, in denen die entſprechen— 
den Strahlen der rechten Wintel parallel find. Bede 
zwei Tangenten werden von den übrigen conform geſchnit— 
ten. Dtefe Bunktreihen verlaufen cinftimmig, wenn die 
die Punftrethen enthaltenden zwei Tangenten an demfel- 
ben, entgegengefegt, wenn fie an verfdiedenen Weften der 
Hyperbel liegen. 

Um die Curve h gu unterfuchen, conjtruiven wir eine gleichfeitige 
Hyperbel, welche mit h die grofe Axe AB, Fig. 139., gemein hat. 
Man überzeugt fic) dann genau auf viefelbe Weife, wie es fiir Kreis 
und Ellipſe an Fig. 135. gezeigt worden war, dag die Tangenten an 
fo, und ob, an vd, und vd’, u. ſ. w. fic) in demſelben Punkt von 
s fcjneiden, und iiberfaupt, dag die Curve h mit ver fo beſchriebenen 
gleichfeitigen Hyperbel affin in perfpectivifaher Lage iſt fiir s als 
Are. Es iſt alfo: 








4 
conftant. Da nun die Ufymptoten fowohl der Curve h, als der gleich- 
feitigen Hyperbel nach § 10. Lehrſatz 3. homologe Gerade der beiden 
Syfleme find, und b ein Uffinitdtojtrvahl ijt, fo find vie Endpunkte 
C, C’ ver fleinen Halbayen BC, BC’ homologe Puntte der Affinität. 
Nennen wir mm vie Halbaye MA = MB a, fo ijt bet der gleichſei— 
tigen Hyperbel BC’ auch == a; bei der Curve h heige die Linge BC b 
(wo alfo a und b nicht die Scheitel-Tangenten bedenten); es tft deme 
nad): 


§ 11. Gntwidelung ber Kegelſchnitte. 351 


Aldo, BY, bd 


au, ~ Ba, a 
Nam ijt vie Halbe zur Axe s fenfrechte Sehne y eines jeden Punktes 
ver gletchfeitigen Hyperbel, wenn der Fußpunkt der Sehne y vom 
Mittelpuntt M um die Strecke x entfernt ijt, beſtimmt durd das Geſetz 
y? =a? ober y = Vx? —- a2} bezeichnen wir die auf demſelben 
t 





a 
x)? y\2 
we @-(=ae 
Bichen wir durch C eine Parallele zur Are s, welche die gleichfeitige 
Hyperbel in dem Punkte #7, trifft, umd ziehen durch #, eine Sent. 
rechte zu s, deren Fuppuntt F, heiße, und welche die Curve bh in F, 
febueidet, und verfahren ebenfo an dem anderen Curvenafte, wodurch 
man den Punkt F, auf s erhält, fo iſt leicht gu fehen, dag MF, 
= MF, fein mug. G8 heiße mm MF,=MF,=e. Suchen wir 
die Durchſchnittspunkte D,, D, dev Polaven d,, d, ver Punfte F,, 
F,, fo fat man: 
e+a:e—a=2a—BD, : BD, 
eter: 2e:e—a=2a :BD 
alfo: AD, = BD, = = (e ~a). 
Biehen wir durch irgend einen Punkt T, von d, eine Parallele zu s, 
welche die h in den Puntten P, Q fehneivet, und dann von F,, F, 
aus die Leitſtrahlen py, 02, fo ift: 
F,P?=F,N?+ NP2, 
oder, da NP= > yMN2—a? = 2 ye FN)? —a? ft, 


’ b? P 
of=F,Nt44 (e+ FN)2— by 
= PEM Pyne 4 oh oF, N+ SS" ps 
Nun iſt Fs, eine halbe Sehne in der gleichfeitigen Hyperbel, alfo: 
Fs, = MF? —a?2, d. h. es ijt b—=Ve?—a?, alſo a2 + b? 
=e, und daher e? —a?=b?; 
ao ft prp= SRN +h er Nyy 


b2)\2 
=(-FN+ey, 
alfo, da nur pofitive Werthe fiir p, ftatt haben können: 
PN bE 
oo 











a= 
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Ebenſo ergiebt fic): 
ep = (2-F.y—) 
Da nun fowohl e, als FN groper ijt als b, fo folgt hieraus: 


Ferner iſt T,P=Bb, + BN=*(e—a)t+e—atFN 





























Po <F,N +4 b? 
e =" 4PNa2: Nt ; 

und T,P = AN— AD, =F,N — (e — a) * (e — a) 
oN e e-F,N—b? 
=FN-Sof a eA 


Es verhalt ſich alfo: 
ey:T,P=e:a; e,:T,P= 


ober: eo: TPS oil; og: T,P =~ 13 





und zwar ijt Hier, ba e = Va? + b? ijt, <> 1. 


Ge iſt alſo: pp—p, == (T,P —T,P) = + (AB—2BD,) 








e e 
=< [2a—2* (0 —a)| = 28; 

alfu: Po— Py = 2a. 
G8 ift demnach anch hier die Differenz der Leitſtrahlen 05 und p, 
conjtant, alfo die Curve h, da die fleine Halbaxe nicht gleich der 
großen ift, eine gemeine Hyperbel. Von dem umgefehrten Gage, daß 
in einer folchen zwei conforme Strahlbüſchel entftehen, wenn man eine 
Anzahl von Curvenpunften mit zwei ander verbindet, iiberzeugt man 
fich ebenfo wie bei dev Ellipſe mit Hülfe dev leicht nachzuweiſenden 
Affinität zwiſchen gleichſeitiger und gewöhnlicher Hyperbel. Wir können 
jedoch den dem Lehrſatz 54. analogen nicht ſo allgemein ausſprechen, 
als dieſen. Es hatte ſich nämlich gezeigt, daß die Curve, welche von 
einem Paar einſtimmig verlaufender gleicher Strahlbüſchel erzeugt 
wird, die Eigenſchaft hat, daß alle Paare Strahlbüſchel in ihr gleich ſind 
(ſ. Lehrſatz 27). Es kann daher in der Curve, die man erhilt, wenn 
man dure) zwei einftimmig verfanfende conforme, aber nicht gleiche, 
Strahlbüſchel eine folche entſtehen Lagt, niemals ein Baar Strahlbii- 
ſchel gleich fein, denn fonjt ware dieß nach Lehrſatz 27. mit allen dev 
Fall, während doch der Vorausſetzung nach, wenigftens ein Paar nur 
conform, und nicht gleich fein fan. Läßt man aber eine Curve durch 
ein Paar gleicher entgegengefegt verlaufender Strahlbüſchel ent— 
ftehen, fo find nach Lehrſatz 27. nicht jede zwei beliebige Paare Strahl. 
büfchel gleich, wohl aber find nach Lehrſatz 19. alle conform. Man 
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kann ſich demnach die Curve h’, d. §. die gleichfeitige Hyperbel, auch 
burch conforme, aber nicht gleiche, Strahlbüſchel entftanden denfen; 
oper: Lat man eine Curve durch entgegengefest verlaufende gleiche 
Strahlbüſchel entftehen, fo erhält man bejtimmt eine gleichfeitige Hy— 
perbel, Lat man aber eine Curve durch einftimmig over entgegengefest 
verlaufende nicht gleiche Strahlbüſchel entftehen, fo wird man im All— 
gemeinen eine gemeine Hyperbel erhalten; es fann fic) aber auch treffen, 
daß man eine gleichfeitige erhilt, wie man fic) 3. B. die gleichfeitige 
Hyperbel, Fig. 138., durch die nicht gleichen, fondern nur conformen 
Strahlbüſchel P und Q, oder D, und Q entftanden denfen kann. 
Man muß daher fagen: 

60. Lehrfak. Die Curve h ift ftets eine Hyperbel, 
und gwar im Allgemeinen eine gemeine Hyperbel, fie fann 
aber auch eine gleichfeitige Hyperbelfein. Und umgefehrt: 

Gu jeder Hyperbel entftehen conforme Strahlbüſchel, 
wenn man eine Anzahl von Curvenpuntten mit zwei andern 
verbindet; diefe Strahlbüſchel verlaufen einftimmig, wenn 
ihre Scheitel an demfelben, entgegengefegt, wenn fie an 
verfdiedenen Curvenäſten fliegen. Es entftehen ferner 
conforme Punftreihen, wenn man mit einer Anzahl von 
Tangenten zwei andere ſchneidet; diefe Punktreihen vere 
faufen einftimmig, wenn ihre Richtungen Tangenten an 
demfelben, entgegengefegt, wenn ihre Ridtungen Tan— 
genten an verfciedenen Curvendften find. 


Gs ijt mm noch die Curve p ju unterfuchen übrig. Es fet 
Big. 132. c. 133. c. dev Punkt FS der Ourehfehnittspunke von zwei aw 
fie gelegten Tangenten, Lid die Beriifrungsfehne, fo ift alſo = der 
Pol von (oe — vb), und nach Lehrfag 50.7) liegt E auf einer durch 
den Mittelpuntt N von &vd nach dem unendlic) entfernten Curvene 
punft gehenden Geraden, Es ift mm, da S der Pol von (& — vw) 
iff, wenn wir ben unendlich entfernten Punkt auf o” in Fig. 132. c. 
und auf s in Sig. 133. c. mit co bezeichnen, Punftreihe of ZN oo 
und Punktreihe s,2AN oo harmoniſch, es mug alſo DL’ = Nw’; TA 
= NA fein. Man erhilt alfo den 


61. Lehrfak. Bit in der Curve p von irgend einem 
Puntte &’ aus cine Parallele o’ sur Are s, undirgendeine 
Sehne Aab parallel der Langente « im Punkte gezogen, 
fo liegt der Durchſchnittspunkt > der Tangenten in , w, 
éhenfo weit von &’ entfernt, als der Mittelpuntt N ver 
Sehne. Cin Gleiches gilt fiir die Axe s und den Sceitel 
A felbft. Gig. 132.c. 133. ¢. 


Sit nut wv ixgend eine Sehne, die von der Axe s halbivt wird und 
auf ihr ſenkrecht fteht (f. Seria 6 51.y); Erklärung 52.y)), fo ift atte =N 
==N,2N= WN, / &NE WNE, alfo A EN 

Weißenb orn, Projection. 23 


” 
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folglic) DL — Zab. Iſt mm c irgend eine andere Tangente, welche die 
Tangente « in L, die 6 in Q feyneidet, fo ijt, weil nach Lehrfak 27. 
Erklaͤrung 30. und Lehrſatz 41. in der Curve p fede zwei Tangenten 





2 
von den librigen proportional getheilt werden, a 


we 
= 59" 
aud) Bo = vbQ fein muß. E8 find alſo die Punktreihen anf a, 6 
nicht nur proportional, foudern gleich. Cin Gleiches läßt fich anf 
diefelbe Weiſe von jeden zwei foldyen Tangenten zeigen, deren Berüh— 
rungsfehne anf der Axe s fenfrecht fteht und von ihr halbirt wird. 
Bugleich ijt leicht zu fehen, daß nur folche Tangenten die Eigenſchaft 
haben, gleich getheilt gu werden. Denn wiirde 3. B. vie Tangente 
a und c ebenfalls gleich getheilt, fo miigte alfo, wenn © der Berüh— 
rungspunkt von c ift, Pb = OF fein. Zige man nun vie Sehne LC, 
halbirte fie in N’, und sige (@—N’), fo ginge diefe Gerade nach 
Lehrſatz 50. y) durch den unendlich entfernten Punkt ver Curve p. Gu 
den Dreteen PN und N’S wire dann GN’ == CN’, Ct = LO, 
AN’ = ON’, fie wären alfo congruent, alfo auc) /“ LN’ = / ON’®, 
alfo jeder eit Rechter. Zugleich ſtände nach Lehrſatz 50.) vie Tan— 
gente in demjenigen Curvenpuntt, in welchem (PK— N) vie p febueivet, 
fenfrecht anf (@—N’), und alle diefer Tangente paralleler Sehnen 
wiirden von (PK— N) halbirt; es gabe alfo aufer s noch eine Gerade 
(2-N’), welche die Eigenſchaften der Axe beſäße, was gegen Lehr— 
fag Sl. y) fiveitet. Man fieht alfo: 
62. Lehrſatz. In der Curve p entftehen anf jeden 
zwei Tangenten a, 6 deren Durchſchnittspunkt S auf der 
Axe s liegt, aber nur anf jolden, gleiche Punttreihen. 


Regen wir an den Srheitel A der Curve p eine Tangente, fo fteht 
diefelbe fentrecht zur Ave nach Lehrſatz 51.7); legt man Tangenten 
an folche zwei Curvenpuntte, deren Beriihrungsfehne von der Axe s 
halbirt wird, fo bemerft man fogleich, dag der von ihnen eingeſchloſſene 
Winkel 7 «6 um fo Feiner werden mug, je weiter die Sehne brs, 
Sig. 133. c., vom Scheitel entfernt liegt. aft man alfo in der Vor— 
ftellung die Sehne vd immer näher an A heranviicen, fo rückt anc 
y immer näher an A, der / «6 wird immer groper, bis endlich, 
wenn vd nach A fommt, alfo -& und vb mit A zuſammenfallen, 
der Winkel ab in einen geftrecten itbergeht. Es mug demnach einen 
Punt D geben, wo die Tangenten einen rechten Winkel bilven. Die 
Berührungsſehne diefer Tangenten heife P,P,, Fig. 140.; ihr Mittel- 
puntt F, fo ift alfo nach Lehrſatz 61. AD = AF, umd da / P,DP, 
=I1R ijt, iſt 7P,DF=/P,DF =4R, alfo FP, = FP, =DF; 
P,P, =2DF. Suchen wir die Polare d von F, fo muß fie durch 
D gehen, weil fich die Tangenten an P, und P, hier fejneiven, und 


Da mum Ve = WD ft, fo folgt, daß auch LP = 29, alfo 
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zugleich ſenkrecht zur xe s ftehen, ta P,P, in F halbivt wir und 
(P,—P,) 1s iſt. Legt man num irgend eine andere Sehne (Q,—Q») 
burch F und zieht (Q,—-R,), (Q,~R,) parallel zur Ure s, Jo dak 
beide die Polare d des Punttes F'bezüglich in R,, R, ſchneiden, und 
sieht dann (Q,—A), (Q,—A), welche die d bezüglich in S,, 8,, 
ſchneiden, fo Lapt fich fogleich beweifen, dag S, mit R,, S, mit R, 
zuſammenfallen mug. Denn legt man vie Tangenten an Q,, Q,, 
jo muß ihr Durchſchnittspunkt Z auf d fliegen, nach Lehrfag 34. 6. 
ba (Q,—Q,) durch F geht. Iſt nun Q,L die Hälfte der durch 
Q,, QLN die Hiilfte ver durch Q, fentvecht sur Axe gegogenen Sehne, 
fcbneivet die (Q,~R,), (Q,~R,) die Scheiteltangente a bezüglich 
in X, Y, und trifft vie Tangente in Q, die a in U, die Axe s in B,, 
trifft ferner die Tangente in Q, die a in V, dies in B,, fo ift 
nach Lehrfay 61. AB, = AL; AB, = AN. Bugleich ijt aber AL 
= XQ,, alfo auc) XQ, = AB,; ebenfo iſt AN=YQ,, alfo auch 
YQ,=AB,. Gs ift alfo in den Dreiecken XUQ, und AUB, die 
Seite XQ, =AB,, 7 Q,XU = /B, AU, /XQ,U = / ABU, 
alſo XUQ, & A AUB, folglic) XU = AU; ebenfo ijt A YVQ, 
SS A AVB,, und alfo YV=AV. Alfo ijt auch 
R,Z=8,2Z; R,Z=8,2Z, 
Nach Lehrſatz 19. ift aber, wenn wir den unendlich entfernten Curven— 
punt durch co bezeichnen: 
Strahlbüſchel Q,,Q,0 ZA VT A,Q,o Q,a; 

alfo, wenn der Durchfehnittepuntt von (Q,—Q,) mit d durch T bee 
zeichnet wird, Punktreihe dTR,Z8, 7 dS,D8, oo (wo jegt oo den 


unendlich entfernten Punkt von d bedentet), oder Ry , TS, __ S:P, 


ZR, * 78, 8,D? 
oder, da ZR, = ZS, ijt: 








=p 7) 
8,D 

Da nun (Q,—Qz) oder x durch den Pol F der Polaren d geht, fo ift 

1,TQ, FQ, harmoniſch. Mit diejer Punktreihe aber liegt fiir den vom 

unendlich entfernten Curvenpunft herfommenden Parallelſtrahlbüſchel 

perfpectivifd) die Punktreihe d/TR,DR,, ferner fiegt mit ify für den 

Strahlbüſchel A,TQ, FQ, perfpectivifeh die Punttreihe d,TS,DS,. 

Veide find demnach harmoniſch, und es iſt: 
TR, TRy, TS, __ TS, 





DR,” DR,’ Ds, ~ DS, 












Aus der Gleichung vechts folgt nun ſogleich * =o. Es war 
1 
aber aud) nach +) pa = alfo ift Te TR: folgli TS, 
1 1 


s Sy Sy 
= TR,; alfo fallt S, mit R, zuſammen. Oa nun Punktreihe TR, 
DR, und dTS,D8. harmonife find, und S, mit R, zuſammen- 


23" 
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fallt, mug aud S, mit R, zuſammenfallen. Zieht man durch Py, 
P, Senkrechte auf a welche dieſelbe bezüglich in M,, M, ſchneiden, 
int fodann (P,— A), (P,— A), fo gehen diefe ebenfo une M,,M,. 
Dieß ergiebt {teh auch fofort: denn weil DF in A halbirt wird, und 
d a (P. — Pa.) ift, fo ijt, wenn man pen noch unbekannten Durch— 
fenittspuntt von (P,~ A), (P,~ A) mit d bezüglich divd) W,, W, 
begeichnet, Wy, A=P 2A; W,A=P,A. G8 iff alfo in den Dreiecken 
W,AD, p, AF, w,A P, , DA=FA, ZW,AD= /P,AF; 
atfs find fie congruettt, jotgtich DW, = FP, =F, = DM; ebenfo 
ijt DW,=DM,; alfo fallt W wach M,, W. 2 naͤch M,. ” Suchen 
wir mm die Polare ves Punktes M., denken uns alfo von M,, zwei 
Tangenten an die Curve gelegt und die Beriihrungsfehne gezogen, 
fo mug nach) Lehrſatz 50.) diefelbe parallel der Langente in P, 
fein, indem eine bon M, nach dem unendtich eutfernten Curvenpuntt 
gezogene Secante die Curve im endlichen Punft P, ſchneidet. Ferner 
muß auch die Bolare von M, durch F gehen. Denn, da F dev Pol 
von d ift, fo ijt, wenn man eine Gerade m, von M, nach F jieht, 
Punttreife m,,K,FK,M, (wenn K, der zweite Duürchſchnittspunkt 
von (F-M,) mit der Curve ijt) harmoniſch. Der dem Punkt M, 
gugeordnete harmonifde muß aber auch auf dev Polaren von M, fich 
befinden. Alſo mug diefe dure) F gehen. Es muß demnac vie 
Polare von M, einmal parallel der Tangente in P, fein, und ſodann 
durch F gehen. Ziehen wiv nun durch F eine Gerade m, parallel 
zur Tangente des Punttes P,, fo ijt diefelbe alſo vie Polare von 
M,; fodann aber auch mug fie durch M, gehen. Denn nach dev 
Vorausfegung ift 7 P,DP, — 1R; FP,=FD, alfo 7 DPF 
=4R. Es muff demnach auch die Polare m, von M, mit (P,—P,) 
einen Galben rechten Winkel bilder. Nun ift aber, da FP, = FD 
nad) der Borausfegung ijt, und auch FP,=DM, ijt, auc DM, 
=ODF, alfo £ DFM, =4R; e8 geht alfo die Polare m, des 
Punktes M, dure) M,; ebenfo geht die Polare m, des Punktes M, 
burch M,, oder M, iff dev Bol von m,,M, dev Bol von m,. Nach 
Lehrſatz 44. entjteht nun im Punkt F als Seheitel ein einftimmig 
involutorifeher Strahlbüſchel. Gn demfelben find alſo m,, m, ein 
Paar entjprechender Strahlen. Zugleich find s und t ein Paar ent- 
fprechender Strahlen. Nach der Vorausſetzung ift num / st = 1R; 
ferner ift “M,FD ober /m,s=4R, md /M,FD over /m,s 
=4R, alfo /m,m,=1R. Gs ftehen alfo zwei Paar entfprechen- 
ver Strahlen dev Guvolution, s, t; my, m, auf einander ſenkrecht. 
Folglich ijt dieß nach § 4. Lehrfag 8. mit jedem Paare entſprechender 
Strahlen der Fall, oder die Involution iſt eine — J——— Da 
nun, wie wir oben ſahen, R,Z=S8,Z, R,Z=S 
mit R,, S, mit R, identife) ijt, jo. ijt alfo R, 
ift Z vie Mitte ber Strede RR, Ferner wat AU 4A r 
AU=$R,D, und AV=4AY: 4R,D, alfo UV=4(R, D+R, D) 
oder UV = $R,R,, alfo UV = R,Z=R,Z. Biehen wir nun von 
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F nad U und V Gerade, fo miiffen diefelben aud) durd R,, R, 
gehen, denn es verhalt fich, wenn wir den unbefannten Durchſchnitts— 
punft vor (F—-U) mit d durch W bezeichnen: FA: AU = FD 
:DW. Gs ift aber FA=4FD, AU = 4R,D, alfo $FD:4R,D 
=FD:DW; alfo DW=R,D; es ſchneidet alfo vie (F—U) 
die d in R,, und ebenſo (F—-V) died in Ry. In vem Biered 
UVZR, ijt mm UV gleich) und parallel RZ, alfo ift daffelbe ein 
Parallelogramm, folglic) (F—R,) over n, parallel der Tangente 
(Q,—Z) am Puntte Q,. Deßgleichen ift das Viereck UVR,Z ein 
Parallelogramm, va UV gleich und parallel RZ ift. Oa ferner 
(E~ B,) I] (Q.~Z), (F> Ry) || (Q,~Z) it, fo ift auch das Biered 
FVZU ein Pavallelogramm. Süchen wir nun die Polare des Punftes 
R,. Diefelbe ijt vie Beriihrungsfehne der beiden von R, an die 
Gurve ju legenden Tangenten. Ziehen wir ferner von dem Durch— 
ſchnittspunkte R, diefer beiden Tangenten eine Gerade nach dem un- 
endlich entfernten Curvenpuntt, fo mug die Tangente des in endlicer 
Gutfernung gelegenen Durchſchnittspunkts dieſer Geraden mit der 
Gurve nach Lehrfatz 50.y) parallel zur Polaren des Punktes R, fein. 
Die von R, nach dem unendlich entfernten Curvenpuntt gehende Ge- 
rade ift aber (R,—Q,); die Tangente in Q, ift (Q,—Z), und nad 
Lehrjag 48. kann e8 feine gweite die Curve berithrende Gerade 
geben, welche diefelbe Richtung hatte, wie (Q,— Z); es muß aljo bie 
Polare von R, parallel (Q,—Z) fein. Zugleich muß die fragliche 
Polare dure) F gehen, wovon man fich, da F der Pol von d ijt, und 
Ry auf d liegt, ebenfo überzeugt, wie oben davon, daß vie Polare 
von M, durch F gehen mußte. Nun fahen wir aber, vag (F-R,) 
|| (Q, ~Z) war; da fie auch durch F geht, fo muß fie alfo die 
Polave von KR, fein. Auf diefelbe Weife überzeugt man fic) auch, 
bag (F—-R,) die Polave von R, fein mug. Es find alfo (F-R,) 
md (F—R,) oder ny, ny ein Paar entſprechende Strahlen dev 
Qnvolution an F nach Lehrſatz 44. Da diefelbe aber rechtwinklig 
ift, fo mug / nin, = 1R fein. Es ift alfo in dem Parallelo- 
gramm FVZU ber Winkel UFV = 1R; alfo ift daffelbe ein 
Rechte, und anh / FVZ = 1R, und /# FUZ=1R. Ferner 
wird ſowohl FR, in V, als FR, in U halbirt. Es iſt alſo in ven 
Dreiecken FQ,V umd R,Q,V, 7 Q,VF =/7 Q,VR, = 1R, 
QV =Q,V, VF = VR,, alfo find fte congruent; defgleiden iſt 
ad A FQ,USAR,Q,U. Es ift vemnadh FQ, = R,Q,; 
FQ, =B,Q,. Gs ift alfo der fentrechte Abſtand trgend eines 
Curvenpunkts Q,, Q,, ete. von der Geraden d gleich der Entfernung 
vom fejten Punkt FL Nennen wir nun die Stree P,P. :p (hier 
nicht zu verwechſeln mit ver Bezeichnung dev gefudhten Curve), fo ijt 
¥FD=4p, FA=AD= 4p. G8 ijt paher unfere Curve eine Pa— 
vabel mit dem Parameter p, und dem Brennpuntt F. Begeichnen wir 
ferner FQ, durch ¢, fo ift: 
e:R,Q,=1:1. 
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Ge heiße ferner AN: x; NQ.:y; fo ift alfo, ba FQ, = R,Q, und 
FQ, =VFN? + No tp)? Fy R 2,Y+YQ, 
= DA + AN = {p+ x ijt; Vx— 4p)?-+ y?=4p-+ x, oder: 
x?— fpx + y'sp? + y? = ‘sp? + 4px + x? 

oder: y?=px, 

und y = px. 

Man überzeugt fic nun auch (eicht von der Umkehrung. Nämlich: 
Auf viefe eben ausgefiihrte Weiſe findet man, daß in der Parabel fiir 
jeden Punkt die Gleichung y = px gilt. Suchen wir jest den 
Winkel a, den eine Sehne (Q,—Q’) zweier auf vevfelben Seite dev 
Axe gelegener Punkte mit der Axe: bildet, Fig. 141. Der Winkel a 


wird offenbar erhalten, wenn wir durch Q, eine Barallele zur Are 
AN’: x,, fo iſt offenbar: 









































Vp-(Vs;—-Vs)_ VP 
W=1— Vs) Vea 8) 81+ 

















tang t 








Ferner iſt DN=—- = Vi 


Ves. P iy i rer 
tang? = fang? = 2x. Sft mm P irgend ein anderer 


Parabelpuntt, und die Tangente an ihn gezogen, welche die Tangente des 
Punkts Q, in T,, die von Q, in T,, die Axe in ED fehneidet, and 
nennen wir, wenn eine durch P fenfrecht auf die Axe gezogene Gerade 


diefelbe in M trifft, AM: x’, fo ijt alſo AR=2x’, tango= 4 


sing = Vo rr 


nun DQ, =DQ,. Ferner ijt im Dreieck DET 
—Zt und es verhalt fic) in ihm DT,: DE 








1» COS o == WV 7 Wie man fogleich fieht, ijt 
:ZDT,R=/o 


sin o : sin (s — zr) 













ober DT: (x—x’) = : sin (c—r). Es ijt aber sin (e —z) 


eZ V = 
ax WY pas 


p+ 4x” 
= sino - cos tT — cosa’ sin t oder: 


i =? 2 
sin (¢—1) =) WV 2V, 


= Pp iz <P) 0 
=) crm VV 
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alfo haben wir 











DT: (@—x) Vite 20 WV cree 


alfo iſt: DT. = 4Vp + 4x (Ve + ys). 
Nun ift DQ, = YN? — NQ? = V2x? + px =e yp — 
alſo: QꝛTa DQ,— DT, =Vx Vp+ 4x — 4(Vx-+V8) Vp 4 


= 4(Vx — Vx) Vp + 4x. 
Sm Dreie DET, hat man ebenfo: DT,:DE = sinc - sin [180 
—(¢ +7)] oder: DT, : (x —x’) =sing: sin (¢ + 7); und da 
sino +7) = 2) ( ores (Vs + Vx") ift, 
fo hat man: DT,: yx—Vx'=1: 


ober; DT, :Vx + yx’ =1: V 



































Vp + 4x” 

alfo: DT, = 4(V¥x — yx) yp + 4x. 

Es ijt alſo Q.T, = DT; alſo anh DT, — Q,T,. Es find alfo 
die Tangenten von Q,, Q, durch eine beliebige dvitte proportional 
getheilt und zwar ift die Theilung eine gleiche. Es bilden alfo die 
Durchſchnittspunkte aller Tangenten mit den Tangenten in Q, und Q, 
gleiche Punktreihen auf den letzteren. Gleiche Punktreihen find aber 
immer proportional; folglich entſtehen nach Lehrſatz 27. anf jeden zwei 
beliebigen Tangenten ein Paar proportionale Punktreihen. Wir kön— 
nen alfo mit Rückſicht auf Lehrſatz 40, und 41. fagen: 


63. Lehrfak. Die Curve p ifteine Parabel. Und ume 
gekehrt: 

In jeder Parabel entſtehen zwei einſtimmig verlau— 
fende conforme Strahlbüfchel, in denen ein Paar ent— 
fprechender Strahlen parallel find (nämlich die nach dem 
unendlich entfernten Punkt gevicdteten, und mit der Axe 
parallelen), wenn man cine Anzahl beliebiger im End— 
lichen gelegener, fowie den unendlicd entfernten Punkt mit 
beliebigen zwei anderen Curvenpunften verbindet. Zu— 
gleich werden jede beliebigen Tangenten bon den übrigen 
proportional getheilt; und auf jeden zwei Tangenten, die 
fich auf dev Ure ſchneiden, entftehen gleiche Punktreihen. 


Kreis, Ellipſe, Hyperbel und Parabel find nun diejenigen Curven, 
die bereits von den Alten als „Kegelſchnitte“ bezeichnet werren, weil 
fie fic) dure) Schnitte, die durch einen Kegel mit freisfirmiger Bajis 
gelegt werden, entftanden denfen laſſen. Schneidet man nämlich einen 
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geraden Regel*), deffen Grundfläche cin Kreis ift, parallel gu diefer, 
fo erhalt man einen Kreis als Schnittfläche, wie aus der Stereometrie 
befannt ijt. Schneidet man einen Kegel von der angegebenen Beſchaf— 
fenheit fo, daß der Schnitt, ohne dev Bafis parallel gu fein, den 
Mantel ves Kegel KHL durchfcyneidet, Fig. 142.a, fo entfteht eine 
nicht kreisförmige Schnittfigur ACPB. Durch den Mittelpunkt M der 
Geraden, die den tiefften Punkt A mit dem höchſten B, verbinvet, Lege 
man einen Kreis parallel dem Grundfreije HL; fo muß derſelbe die 
fragliche Curve in zwei Punften ſchneiden, deven vorderer C ijt, Nun 
ift die Ebene der Curve ACPB, umd die Chene des Kreiſes UCV 
ſenkrecht zur Ebene AKB over HKL, alfo ijt anch die Durchſchnitts- 
gerade MC ſenkrecht auf derfelben; es ift alfo MC ſowohl fentrecht 
auf AB, als jenfvecht auf UV. G8 ift nun MC fein Halbmeffer des 
Kreiſes UCV, da M nicht fein Mittelpuntt ijt, alfo ift MC <4UV. 
Denke man ſich nun von A und B aus bezüglich auf die Verlänge— 
rung von VU und auf die Strede MV vie Lothe AX, BY gefillt, 
fo ift in den Dreiecken AMX, BMY: AM=BM, /X=/Y 
=1R, /M=/M, aljo A AMX A BMY, alfo AX = BY. 
Qu den Dreiecken AXU, BVY ijt mm AX=BY, /X=/Y=I1R, 
Z AUX (=/ KUV)=/KVU, aljfo A AXUS A BVY, alfo 
XU=VY, folgli) UY + UX = UY+ VY over XY= UV, 
oder MX + MY=UV. Mun ijt im rechtwinfligen Dreieck AXM 
die Rathete MX einer als die Hypotennfe AM, ebenfo im Dreieck 
BYM bie MY <MB, alfo MX + MY <MA + MB over XY 
<AB, alfo auch UV <AB, daher SUV < SAB, folglich) MC 
<4UV <4$AB, oder MC < 4AB; es ift alfo MC < MA und 
< MB. Schlägt man daher von C aus mit MA ale Halbmeffer in 
der Ebene der Figuy ACPB einen Sreis, fo ſchneidet verjelbe vie AB 
in zwei Bunften F, EF’, und es entſtehen zwei rechtwinflige Dreiecke 
FMC, FMC, und es ift CF? = MF2+MC2. Son F und F 
ziehen wir nach einem beliebigen Curvenpunkt P Leitftrahlen FP, FP, 
fallen von P aus anf vie AB ein Yoth NP und legen durch NP 
einen Kreis SPT parallel zum Grundfreife HL. Dann ift offenbar 
FP? = FN2 + NP2; WP? = FN? + NP2, oder FP? = (FM 
+ MN)?+ NP2, und FP? = (ME’— MN)? + NP?, ober PP- 
= (MF — MN)?-+- NP?. Da mun NP fentvecht auf dem Durchmeſſer 
ST bes RKreifes SPT jteht, fo ijt NP? = SN-TN. Es verhält fic) 
aber SN: UM = AN: AM; TN: VM=BN:BM umd da AN = 
AM -++ MN, BN = BM — MN = AM— MN ijt, SN: UM= AM 
+ MN: AM; TN: VM = AM— MN: AM; daher ijt: 











B 








*) Die Kegelſchnitte Laffen fich übrigens and aus dem ſchiefen Kegel ableiten, 
worliber wir 3. B. auf: ,,Robert Simfon’s drei erfte Biker won den Megel- 
fojnitten, iiberfegt von J. B. Camer. Tiibingen 1809", fowie auf die vortrefflide 
Bearbeitung der ſieben Bilder über Kegelſchnitte von Apollonius durd H. Balfam. 
Verlin 1861. § 11, 12, 13., verweifen. Hier foll, um nicht gu ausführlich zu 
werden, nur die Ableitung aus bem geraden Kegel erwähnt werden. 
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AM 4+ MN . _ AM—MN_ 
sN = SN au; TN = “My, 
alfo, ba im Kreiſe UCV MC LUV, alfo MU-MV = MC? ift, 
NP? = SN.TN = MYM’ vce; 


MA? 
folglich: FP2= (MF +-MN)?+ 2 MN* .MC2; 











— — > , MA®—MN? . 
Pp? = (MF — ny? MS Me; 
Da fener MC? = CF? —MF2 = MA2— MF? ift, 


jo ift aug: PP? = (MF + MN)- + “A=” .qia2—MF); 





WP? = (MF — MN)? 4 NA! MN*  ta2—MF?), 


Werden (ME + MN)? im Ausdrucke fiir FP2, und (MF — MN)? im 
Ausdruce fiir FP2, auf den Nenner MA® gebracht und die Klam— 
mern aufgeldft, fo ergiebt fich, nachdem man die fich aufhebenden Glie- 
der geftrichen hat: 
































ppp? — MACE 2:MA?. MIs MN + ME? · MN? 
p MA‘—2-MA?. ME + MN - MF2-MN? | 
Pe ar ~ , 

. MA? - MF +MN)?, p ‘MA?— MF +MN)?, 
ober: FP Ce “MA ) i Pe ( MA ) , 
fae MA?+ MF-MN, yp _. MA?—ME-MN, 

alfo: FP a ; FP MA 3 

" —¥ ME wx. wp — MF . 
ober: FP = MA + 5° MN; FP = MA— 5 MN; 
alfo: FP + FP =2-MA = MA + MB; 
ober: FP + FP = AB. 


Die Curve ACPB iſt alfo cine Cllipfe mit der grofen Axe AB, den 
Brennpunkten F und F’, und der Heinen Halbaye MC. — Legt man 
den Schnitt parallel dev Axe des Kegels, alfo ſenkrecht auf ven die 
Grundfliche bildenden Kreis HL, fo ſchneidet er fowohl den eine 
fachen Kegel HKL, als auch den Scheitelkegel H’KL’, Fig. 142. b. 
Bieht man durch die Spike K des Kegels eine Sentrechte auf die 
MRichtung des Schnittes, welche diefelbe in M trifft, und ſchneidet dann 
von M aus auf AB eine Strece M ME’ = KA=KB ab, fo 
dag, weil K KB = yMA?-++ MK? ift, ouch MF = MI’ 
= VMA2-+ wird, fo ergiebt fich Folgendes über die Natur dev 
Curve AP. Man ziehe von F und FY nach ivgend einem ihrer 
Puntte P die Leitſtrahlen FP, FP, giehe von P eine Senkrechte PN 
auf AB, und lege durch NP einen Kreis SPT parallel bem Grund- 
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freife HL. Xun iff FP? = FN? + NP2; PP? = WYN? -+ NP2; 
oper FP? = (MN—MF)?-+ NP2; F" (MN +- MF)?+ NP2, 
Zugleich ift NP? = SN. TN, un ’e8 verhält fic) weiter SN: AN 
= MK: MA; TN: BN = MK: MB; ober SN: MN— MA 
=/MP— MA? MA; TN: MN + MA =yME —MA?: MA; 

A r MN?—MA? aes. : 
affo iff NP? = SN-TN = - par * (ME2— MA*), folglich 
FP? =(MN—MF)? 4 “8° MA°. Qnr2—MA2); PP2= (MN 
+ ME)? + SMA Qi? —MA2), Werden dieſe Ausdrücke 
auf den gemeinfamen Nenner MA? gebracht und die fich hebenden 
lieder geſtrichen, fo bleibt 










































FP? = MAt [AS N + ME? MN? ; 
— NAHE MA2 MEN MIS 
x MA2— MF - MN)? . MA? MF: MN)\? 
ober: FP2 ( tia ) 3 FP? ( 1M MS) 3 
ober: Fp? = (A—MT-MN)'; PP? =(MA+™E oN)’. 





Da mun MN> MA, und “> 1 ijt, die Ausdrücke fiir FP, FP 
aber pofitiv fein müſſen, fo folgt aus diefen beiden Gleichungen: 











ME mA. y-— ME . 
FP = (4) -MN—MA; FP =<" .MN + MA; 
folglich: FP — FP =2.MA = MA + MB; 


ober: FP — FP = AB. 

Die Curve iſt alfo eine Hyperbel mit der grofen Are AB, einer flei- 
nen Halbaxe von der Lange MK, den Brennpunkten F, EF’. Legt man 
den Schnitt fo, dag MK = MA wird, fo erhält man eine gleichfeitige 
Hyperbel. — Legt man endlich, Fig. 142. c. den Schnitt durch den Kegel 
jo, daß er dev cinen Seite, 3. B. KH pavallel ijt, jieht PN | AN, 
und fegt durch PN einen Kreis parallel der Grundfläche HL, fo ijt 
NP?=SN-TN. G8 ift aber SN = RA; ferner verhält ſich TN 


AN = RA: KA; alſo ift TN= ES. AN. Man Gat alſo: 


Np? ™". AN, 


Nun ift RA fowohl, als KA eine conftante Grife, folglich auch 
~ Es bedeutet aber eine Gerade, von ſolcher Länge, daß 


Ra die mittlere Proportionale zwiſchen ihr und KA iſt. Bezeichnen 
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wir die Länge diefer Linie, die fich fofort conſtruiren Lift, mit p, fo 
ijt alfo NP? = p- AN, over: 
NP 

. Pm A + RA? 

Die Curve ijt alſo eine Parabel mit dem Parameter p= Ty- 


Es laſſen ſich alfo Kreis, Ellipſe, Hyperbel, Parabel durch 
Schnitte, welche durch einen geraden Segel gelegt werden, erhalten. 
Umgekehrt giebt eS unzählig viele Kegel, aus denen man fic) einen 
gegebenen Kreis, oder eine gegebene Ellipſe, Hyperbel, Parabel, ge- 
ſchnitten denfen fann*); man bezeichnet deßhalb diefe Curven mit dem 
gemeinfamen Namen: ,,Kegelfcynitte’**). Man kann alfo fagen: 

64. Erklärung. Kreis, Ellipfe, Hperbel, Parabel, 
werden unter dem Namen „Kegelſchnitte“ zuſammengefaßt. 

Faſſen wir nun den Inhalt der Lehrſätze: 19., 21., 22., 27., 29., 
41., 42., 48., 53., 54., 55., 56., 59., 60., 62., 63., zuſammen, fo er- 
alten wir als Refultat unferer bisherigen Unterfuchung, und als 
Antwort auf die im Anfange diefes Paragraphen aufgeworfene Frage, 
den widhtigen: 

65. Lehrfak. Die Pro- 
jectionsftrahlen zweier pro- 





65. Lehrſatz. Die Pro— 
jectionspuntte zweier pro- 


jectiviſch liegenden confor- 
men Punktreihen berühren 
allemal einen Kegelſchnitt 
(nach Lehrſatz 5., 30. 41., 42, 
53., 54., 59., 60., 63., 64). 
Die Richtungen dev ure 
ſprünglichen Punktreihen 
berühren denſelben eben— 


jectiviſch liegenden confor— 
men Strahlbüſchel liegen 
allemal auf einem Kegel— 
ſchnitt (nad Lehrſatz 5., 30., 
41. 42., 533. 54.,59., 60., 63. 
64). Die Scheitel dev ur— 
ſprünglichen Strahlbüſchel 
liegen ebenfalls auf dem— 


falls (Lehrſatz 23.) und jede ſelben (ehrfak 23.) und an 
zwei Tangenten a,b des Ke- jeden zwei Curvenpunkten 








*) Da die Entwickelung dieſes Satzes gu weit fiihven wülrde, verweiſen wir 
auf Schlömilch's: „Grundzüge einer wiſſenſchaftlichen Darſtellung der Geometrie 
des Maaßes“. Zweiter Theil. § 37., wo dieſe Verhältniſſe erörtert find. 

*) Da ſich die Curven ans cinent Kegel gefcnitten denken Laffer, fo fieht man, 
ba, wenn man irgend einen Putt Z irgend eines ans bem Kegel geidittenent 
Heelies mit dev Spige des Kegels vevbindet, dieſe Verbindungagerade Durch einen 
Puntt W bes Kreijes, der Cllipje, Hyverbel, Paravel gehen mus. Némmt man ing- 
bofonbere den Sreis XZY fo an, dag er gwifehen dev Megelfpige und dem eine 
Saheitel der Curve liegt, fiellt man ſih ferner K als einen Buntt vor, in dem fich 
bas Auge eines Beobadhters befindet, fo fam man fagen: der Kreis XZY verdede 
die Cllipfe, Parabel, Hyperbel. Halt man alfo die Erklärung 3. in § L, ober die 
Gellarung 1. in § 6., jum Theil (inbem exf gu umterfuchen wire, ob auch im 
Raume, wenn die Berbindangsgeraden Gomologer Puntte durch denjelben Puntt 
gehen, die Durehidnittspuntte homologer Gerader auf derſelben Geraden Liegen) feft, 
fo tann man fagen: die Kegelſchnitte ftehen mit dem Kreis in Projection und gwar 
im Stanme. 
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gelfduitts werden von den | 
librigen conform getheilt | 
und gwar fo, daß allemal 
dem Durchſchnittspunkt (arb) 
auf devetnena,b, der Berüh— 
rungspuntt W, & auf der, 
anderen b, a entſpricht (nad 
Lehrſatz 19, 21, 22); und) 
umgekehrt: | 

Auf jedem Paar Tangen: | 
ten a, b, eines Kegelfdnittes 
entftehen, wenn man fie 
burch beliebigeandere ſchnei— 
bet, conforme Bunttreihen; | 
die Durchſchnittspunkte (ac), 
(bre) jeder Tangente c mit 
ben beiden gefdjnittenen find 
auf diefen ein Baar ent-— 
fprechender Buntte; dem 
Durchſchnittspunkte (arb), 
auf a entfprict der Berüh— 
rungspuntt v auf b, dem 
Durchſchnittspunkt (arb) auf | 
bentfprichtder Berührungs— 
puntt auf a (nad Lehr— 
fag 53., 54., 59., 60., 63., 
64.). 
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A, Bentſtehen, wenn man fie 
mit ben übrigen verbinbdet, 
conforme Strah(bifdel, und 
zwar fo, daß allemal der 
Berbindungsgeraden (A~B) 
in bem einen A, B, die Bee 
vithrungsgerade 6, a in dem 
anderen B, Aentfpridt 


| (tad Lebrfag 19, 21., 22.); 


und umgekehrt: 

An jedem Paar Puntten 
A, B, eines Regelfdnittes 
entftehen, wenn man fie mit 
beltebigen anderen durch 
Gerade verbindet, conforme 
Strahlbifdel; vie Berbin- 
pungsgeraden (A—C), (B-C), 
jedes Punktes C mit den 
beiden Bunften A, B, find 
an diefen etn Baar entfpre- 
chender Strahlen; der Ver— 
bindungsgeraden (A~B) an 
A entfpridt die Berührungs— 
gerade 6 an B; der Berbin- 
dungsgeraden (A~B) an B 
entfpridt die Beriihrungs- 
gerade « an A (nach Lehrfag 
53., 54, 59., 60., 63., 64.). 


Und im Befonderen hat man, wenn man fic) bet Ausdrücken: „ein— 
ftimmig”, ,,entgegengefegt” an die Erklärung 1. halt, den 


66. Lehrfak. a) Die Prox | 
jectionSftrahlen zweier pro- 
jectiviſch liegenden, con- | 
formen, einftimmig verlaue | 
fenden Punktreihen Bertipe | 
ren entwebder einen Kreis, 
ober eine Gllipfe, oder eine 
gleidfeitige oder gemeine 
Hyperbel. Die Midhtungen 
ber urfpriingliden Punkt— 
reihen beriihren pdiefelben 
Curven, und zwar, wenn die 
Curveeine gleidfeitige over 
gemeine Hyperbel ift, be- 
rühren fie viefelbe an dem— 





66. Lehrſatz. a) Die Pro- 
jectionspuntte zweier pro- 
jectivifc) (tegenden, confor- 
men, einftimmig verlaufen— 
pen Strahlbüſchel liegen 
entweder auf einer Ellipfe, 
Parabel, oder auf einer 
| gletdhfeitigen ober gemeinen 
Syperbel. Die Sheitel ver 
urſprünglichen Strahlbüſchel 
liegen anf derſelben Curve, 
jund zwar, wenn die Curve 
eine gleidhfeitige oder gemeine 
Hyperbel ift, fliegen fie auf 
demfelben Curvenafte (nach 


gi. 


felben Gurvenafte (nad 
Lehrfas 53., 54., 59., 60.). 
Sind die Ridtungen der bei— 
ben urfpriinglicen Punktrei— 
hen parallel und verlanft die 
eine derfelben von links nad 
redts, Die anderevonredts 
nach links, fo ijt die erzeugte 
Curve allemal ein Kreis 
oder cine Ellipfe (nad 
Lehrfak 29.) und vie Rid 
tungen der urfpriingliden 
Punftreihen find Tangen- 
ten an den Endpunften eines 
Durdmeffers (nad Lehr— 
fab 48.); und umgefehrt: 


Werden irgend zwei Tan- | 


genten eines Kreifes, einer 
Ellipfe, zwei denfelben 
Curvenaft einer gleichſeiti— 
gen, einer gemeinen Hyper— 
bel beriihrende Tangenten 
pon beliebigen anderen ge- 
ſchnitten, fo entjtehen auf 
ben erfteren allemal pro- 


jectivifd (tegende,conforme, | 
einftimmig verlaufende| 


Punttreihen; werden insbe— 
fondere die parallelen Tan— 
geuten an den Endpunkten 
eines Durdmeffers eines 


RKreifes oder einer Ellipfe | 


von beliebigen anderen ge- 
ſchnitten, fo entftehen auf 
ihnenallemal zwei conforme 


Punktreihen, von denen die} 


eine von links nad rechts, 
die andere von rechts nad 
links verläuft (nad Lehre 
fab 53., 54., 59., 60., 48.). 

B) Die Projectionsftrah- 
len zweier projectivifd lie— 
genden, conformen, entge- 
gengefebt verlaufenden 
Punktreihen berühren ent- 
weder eine gleidfeitige oder 
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Lehrſatz 53., 54, 59., 60., 
63). Cine gleidfeitige Hy- 
perbel entfteht nämlich alle- 
mal, wenn die entfprecens 
ben Strahlen der redten 
Winkel in ven urfpriingli- 
hen Strahlbüſcheln parallel 
find (nach Lehrſatz 59.); und 
umgetehrt: 

Werdenirgend zwei Puntte 
einer Ellipfe, Barabel, zwei 
Puntte auf demfelben Cure 
venaft einer gleidfeitigen 
oder gemeinen Hyperbel 
mit beliebigen anderen Cur— 
venpuntten verbunden, fo 
entftehen an den erfteren 
allemal zwei projectivifd 
liegende, conforme, einſtim— 
mig verlaufende Strahlbü— 
ſchel (nach Lehrfag 33., 54., 
59., 60., 63.);injeder gleich⸗ 
feitigen Hyperbel find in 
jedem Paar fo entftandener 
conformer Strahlbif hel 
die entfpredenden Strahlen 
der entjpredenden rechten 
Winkel parallel (nad Lehr— 
fag 59.). 








6) Die Projections puntte 
zweier projectivifd liegen— 
| den, conformen, entgegen— 
geſetzt verlaufenden Strahl— 
büſchel liegen entweder auf 
einer gleichſeitigen oder ge— 





366 gil. 
gemeine Hyperbel. Die| 
Richtungen der urfpriingli- 
chen Punktreihen berühren 
diefelben an verfdiedenen 
Curvendjten (nach Lehrſatz 
59., 60.). Gind die Rid- | 
tungen dev urfpriingliden 
Punktreihen parallel und 
verlaufen beide zugleich von 
Tints nach rechts oder zu— 
gleich von rechts nad tints, 
fo ijt bie erzengte Curve 
alfemal eine gleidjfeitige 
oder gemeine Hyperbel (nach 
Lehrfatz 29.) und die Mich | 
tungen der urfpriingliden 
Punktrethen find Tangen- 
ten an den Endpuntten eines 
Durdhmeffers derſelbeu 
(nad Lehrſatz 48.); und ume 
gefehrt: 


BWerden zwei, eine gleich | 
jeitige ober eine gemeine 
Hyperbel in verfchiedenen | 
Curvendften berührende 
Tangenten von beliebigen 
anderen gefdnitten, fo ent— 
ftehen anf erfteren alle 
mal projectivifd liegende, 
conforme, entgegengefest 
verlaufende, Punktreihen; 
werden insbefondere die 
parallelen Tangenten an 
ben Endpuntten cines Durch— 
meffers einer gleimfeitigen 
ober einer gemeinen Hyper— 
bel von beliebigen anderen 
gefduitten, foentftehen anf 
ihnen allemal zwei projec- 
tivifd liegende, conforme 
Punktreihen, die beide zu— 
gleich von Links nach redts | 
oder zugleich von rechts nach 
links verlaufen (nach Lehr 
fog 59., 60., 48.). | 
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meinen Hyperbel; auf einer 
gleidfeitigen Hyperbel 
Dann, wenn die ent} preden- 
den Gtrahlen der entfpre- 
chenden rechten Winkel p 
rallel find (nad Lehrſatz 59. 
Die Scheitel ver urfpriing- 
lichen Strahlbüſchel liegen 
auf verfdterenen Curven— 
äſten derſelben (nach Lehr— 
fag 59., 60.); und umge— 
kehrt: 

Werden irgend zwei auf 
verfdiedenen Curvendften 
einer gleicfeitigen oder ge— 
meinen Hyperbel Liegende 
Punkte mit beliebigen an— 
deren durch Gerade verbun- 
den, fo entftehen anerfteren 
allemal zwei projectivifd 
liegende, conforme, entge- 
gengefegt verlanfende 
Strahlbifdel (nach Lehre 
fag 59., 60.); ift die Hyper- 
bel cine gleichfettige, fo find 
in jedem Paar fo entftande- 
ner conformer Strahlbü— 
fel die entfprehenden 
Strahlen der entfpredhenden 
rechten Winkel parallel (nach 
Lehrſatz 59.). 
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y) Die Projectionsftrah- y) Die Projectionspuntte 
fen jweier proportionalen | zweier gleichen Strahlbü— 
Punktrethen berühren alle- | joel liegen, wenn fie eine 
mal eine Barabel, und die ftimmig verlaufen, allemal 
Richtungen ver urſprüng- auf einem reife; und die 
lichen Punktreihen find Tan- | Gceitel der urfpriingliden 
genten an derfelben Curve. | Strahlbüſchel find Punkte 
Sind fic insbefondere gleich, | deffelben Kreiſes (nad Lehre 
fo geht bie Are der Para- fag 53.); wenn fie entge- 
bel durch ihren Durch- | gengefest verlaufen, fo liegen 
ſchnittspunkt (nad Lehr- die Projectionspuntte alle. 
jak 63.); und umgefehrt: mal auf einer gleidfeitigen 

Jedes Paar Tangenten  Hyperbel, und die Scheitel 
ant einer Barabel wird von dev urſprünglichen Strahle 
beliebigen anderen propor | büſchel liegen in ben Ende 
tional getheilt; jede zwei! puntten eines Ourdmeffers 
fic) auf dev Ure faneiven- | (nach Lehrſatz 59.); und ume 
den Tangenten einer Para- | gefehrt: 
bef werden von beliebigen Berbindet man irgend 
anderen gleich getheilt (nach | zwei Punkte eines Kreifes 
Lehrfag 63.)*). mit beliebigen anderen, fo 
erhält man allemal ein Baar 
gleider, etnftimmig verlau- 
fender Strahlbüſchel (nad 
Lehrſatz 53.); verbindet man 
die Endpuntte eines Durch— 
meffers einer gleidfettigen 
Hyperbel mit beliebigen 
Punkten verfelben, fo erhalt 
man allemal ein Paar glei— 
cher, entgegengefegt verlau— 
fender, Strahlbüſchel (nad 
Lehrſatz 59.)*) 


§ 12. 
Beſtimmungſtücke der Kegelſchnitte. 





Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt ſich nun ſogleich Folgen— 
des: Nach § 11. Lehrſatz 65. erhält man allemal einen Kegelſchnitt, 
wenn man die Projectionsftvahlen zweier projectiviſch liegenden, con- 
formen, Bunttreihen sieht, und auf ihnen je den dem Durchfchnittspunkte 
entiprechenden Punkt fucht. Es ijt alfo ein Kegelſchnitt durch zwei 
conforme Punttreihen vermöge § 11. Lehrſatz 20., 21., 22. vollftindig 





_ *) M. f, Steiner's: „Syſtematiſche Cntwidelung der Abhängigkeit geome- 
triſcher Geftalten von einander“, Seite 144, Seite 141. 
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beftimmt und es giebt, ba in conformen Gebilden jedes Element des 
einen nur ein einziges entfprechendes des anderen Gebildes Hat, nur 
einen eingigen Segeljchnitt, der von ihnen erzeugt wird. Die Confor- 
mitat jweier Punftreihen aber ift nach) § 2. Lehrſatz 12. bereits durch 
drei Punkte beftimmt. Bieht man alſo zwei beliebige Gerave a, b, 
Gig. 130. a., und ſetzt feft, daß dieß zwei Tangenten an einem Megel- 
ſchnitt fein follen, fo fann man noch drei andere Gerave e, d, e, will 
kürlich giehen, nur fo, daß nicht drei oder mehr dev fiinf Geraden a, 
b, e, d, @ durch einen und denfelben Punt gehen, wegen § 11. Lehr 
fag 25., und feftfegen, dag aud) jie denfelben Kegelſchnitt berühren 
follen. Damit dieß miglich iſt, muß der Durchſchnittspunkt (a-c) als 
dem (be), (avd) als dem (bd), (a*e) als bem (b*e) entſpre—⸗ 
chend angenommen werden. Gede fernere Tangente f aber ijt nicht 
mehr willfiirlich, denn fie muß fo befchaffen fein, daß die Durch— 
ſchnittspunkte (af), (bf) entjprechende Punkte der conformen Puntt- 
reihen a(a*c)(a'd) (ae); b(b*c)(b*d)(b:e) find. Es iſt alfo 
der Regelfehnitt durch die fiinf beviihrenden a, b, c, d, e vollftindig 
beftimmt. Ebenſo erhält man nach § 11. Lehrſatz 65. allemal einen 
Kegelfeynitt, wenn man die Projectionspuntte zweier projectivife) lie— 
genden conformen Strahlbüſchel fucht. Man kaun alfo, Fig. 130. b., 
zwei beliebige Buntte A, B annehmen, und feftfesen, dag fie Punkte 
eines Kegelſchnittes fein follen; auferdem aber fann man noch drei 
beliebige Punkte C, D, E, jedoc) fo, daß nicht drei oder mehr der 
fiinf Buntte A, B, C, D, E auf einer und derſelben Geraden fiegen, 
annehmen, und feftfegen, daß auch fie Curvenpunkte veffelben Kegel— 
ſchnittes fein follen. Weiter aber fann man feinen Punkt willkürlich 
annehmen. Denn, wenn man A und B mit C, D, E verbinbet, fo er— 
Halt man an A und B drei Strahlen, und nach § 2. Lehrſatz 12. 
giebt es gu jedem vievten Strahl (A—F) des Büſchels A mur einen 
eingigen genau beftimmten Strahl (B- F) des Biifehels B von dev 
Bejchaffenheit, day beide entſprechende Strahlen ver conformen Strahl- 
büſchel A,(A — C) (A- D) (A~ E); B(B- C) (B—D) (B~ B) find. 
Der Kegelſchnitt ift alfo durch die fünf Punkte A, B, C, D, E voll: 
ſtändig beftimmt. Man erhilt alſo den 

1. Lehrſatz. Cin Kegel— 1. Lehrſatz. Cin Kegel. 
ſchnitt ift durch fünf Tan- ſchnitt ift durch fünf Cur- 
genten vollſtändig beſtimmt, venpunkte vollſtändig be— 
oder: ſtimmt, oder: 

Jede fünf, in derſelben Durch jede fünf, in der— 
Ebene liegende, Gerade, ſelben Ebene liegende, 
von denen nicht drei oder Punkte, von denen nicht drei 
mehr durch einen und den- oder mehr auf einer und 
ſelben Punkt gehen, können derſelben Geraden liegen, 
ſtets von einem, aber nur | fann ftets ein, aber nur ein 
von einem eingigen Kegel- einziger Kegelſchnitt gelegt 
ſchnitt berührt werden. werden. 
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Wie man auf einer Geraden s den dem Punkt C’, einer Punktreihe 
s’ entfprechenden Punkt CO, findet, ijt in § 11. an Fig. 109. a., 109. a’. 
gezeigt worden. Das Verfahren war, wie man fic) erinnern wird, folgen+ 
des: Man zog, Big. 109. a., die Gerade [(s*b,)—(s'a,)] oder n, und 
projicivte auf fie von (a,*b,) aus den Punkt C’, mittelft ver Gera- 
ben x, nach S,, und ſodann projicirte man von (a,*a,) ans diefen 
Punkt ©, mittelft ver Geraden y auf s nad) C,. Man fieht, diefes 
Verfahren ift nichts anderes als die Auflöſung dev Aufgabe: wenn 
fünf Tangenten s, s, a,, ay, b, eines Kegelſchnittes gegeben find, 
eine ſechſte Tangente c, oder (C,—C’,) gu finden. Ebenfo wie c, 
wird auch jede folgende Tangente gefunden und gwar nur mit Hiilfe 
dev zwei feften Punkte (a,*b,), (ay*a,) und dev feften Geraden n,. 
Um in einem Strahlbüſchel S den dem Strahl c’, eines Strahlbüſchels 
& entfprecenden Strahl c, gu finden, verfuhren wir fo, Fig. 109. b., 
109. b’: Wir fuchter ven Puntt ((S—B,)+(S’—A,)] oder N, und 
projicivten von ihm aus mittelft ver Geraden c, den Strahl c’, auf 
die Gerade (A,—B,) nach X, (f. § 1. Erklärung 3.) und ſodann 
proficivten wir den Punkt X, vow N, aus auf die Gerave (A,—A,) 
nach Y und zogen (S~Y), fo war dieß der gefuchte Strahl c,. 
Diefes Verfahren ijt nichts anveres, als, wenn fünf Punfte 8, 8’, 
A,, Ay, B, eines Kegelſchnittes gegeben find, einen fechften Punkt C, 
oder (c,*0",) gu finden. Ebenſo wird jeder folgende Punkt mit Hiilfe 
dev feften Geraden (A,~B,), (A,~A,) und ded feften Punttes N, 
gefunden. Man Faun aus viefer Conjftruction offenbar ven Gag abe 
leiten: 


2. Lehrſatz. Bewegen fic} 2 Lehrſatz. Drehen ſich 
vie Eden C,, C',, ©, eines| die Seiten c,, c’,, ¢, eines 
veranderliden DBreifeits verduderliden Dreieds 
x,ye, auf drei feften Gera-| X,YC, um drei fejte Punkte 
dens, s, ny, und drehen fic 8,8, N,, und bewegen fic 
zugleich gwet Seiten deffel- | zugleich gwet Eden deffel- 
ben, x,;, y um die feften| ben, X,, Y auf ven feften 
Punkte (a,*b,), (a,'a,) im | Geraden (A,~B,), (Ay~A,) 
verfelben Ebene, fo berührt | in derſelben Ebene, fo liegt 
allemal die dritte Seite c, | allemal die dritte Ede C, 
einen Kegelſchnitt. Fig. | auf einem Kegelſchnitt. Fig. 
109. a.*) "109. a'.*). 


Der Lehrſatz 1. ſcheint davauf hinzudeuten, als ob ein Kegelſchnitt 
durch fünf Clemente überhaupt beftimmt werde. Wir unterſuchen 
daher, ob fich dieß in ber That fo verhilt. Dazu find jedoch zwei 
Lehrſätze nothwendig, die erſt bewiefen werden ſollen. 

Es fei pqabc ein beliebiges, einem Kegelſchnitt umgeſchriebenes 


*) M. ſ. Steiner's: „Syſtematiſche Entwickelung 2c.” Seite 171. 
Weifenboen, Projection. 24 


370 § 12. Beſtimmungsſtücke ber Kegelſchnitte. 


vollſtändiges Fünfſeit, Fig. 143, a., umd (p' q) (q*a) (ab) (bre) (c*p) 
oder FA’QPC eines der von ihm erzeugten einfachen Giinffeite oder 
Fünfecke. Man fann fic) num jedergeit eine ſechſte Tangente d gezo— 
gen denfen, welche die p in D, die q in D’ ſchneidet. Dann tft nach 
§ 11. Lehrfas 65. Punktreihe p,ABCD A Punttreihe q,A’B'C'D! 
amd zwar liegen fie projectivifeh. Nad) § 5. Lehrſatz 2. aber läßt 
fich jedergett eine dritte Punktreihe n finden, die fowohl mit p als 
mit q perfpectivifeh liegt. Denn es entfteht dann ein vollftindiges 
Sedsfeit pdqabe, und CDD’A’QP ijt eimes der einfachen von ihm 
gebildeten Sechsſeite oder Sechsecke. Nad) § 5. Lehrſatz 6. ſchneiden 
fich nun bie Diagonalen (C—A’), (D~ Q), (D’'~ P) in einem umd 
pemfelben Punkte ©. Projicirt man alfo vie Punktreihe pABCD von 
Q ans auf (C—A’) over n nach n, AlbCO and die Punktreihe 
qABICD! von P aus anf n, fo erhält man diefelbe Punktreihe 
nAWCH. Es ift alfo Punttreihe n,AVSCHO ſowohl mit Punktreihe p 
fiir das Centrum Q, als mit Punktreihe q fiir das Projectionscen- 
trum P perfpectivife). Um mun den dem Punkt (pq) over F der 
Reihe p entiprechenden Punt EF’ ver Reihe q_ zu finden, fuchen wir 
exft den dem Punkt F entiprecyenden Punkt F auf n, indem wiv F 
von Q aus nach F projiciren, und dann den dem Punt F auf n ent- 
ſprechenden Punkt F’ auf gq, indem wir F von P aus auf q nach FY 
projiciren. Ebeuſo findet ſich (indem man P mit Q, p mit q ver- 
tauſcht) dev dem Punkt H’ der Reihe q entfprechende Punt KH der 
Reihe p. Nach § 11. Lehrſatz 65. ijt aber EF’ der Berührungépunkt 
ber Tangente q, E der Geriihrungspunft der Tangente p. Zugleich 
find (F—- Q), (C—A’) ober bh, n zwei Diagonalen ves Fünfecks 
FA‘QPC, und (P—F) ober 1 die Berbindungégerade der fiinften 
Gee P mit vem Berührungspunkt EF’ ver gegeniiberliegenden Seite q; 
dieſe drei Verbindungsgeraden ſchneiden fic) alfo in einem und dem— 
ſelben Punkt GF, Ebenſo ſchneiden fic) vie Dtagonalen (P'— P), 
(C—A’ ober k, n und die Verbindungsgerade (Q— KE’) oder m ver 
finften Ede mit dem Beriihrungspuntt E’ ver gegeniiberfiegenden 
Geite p in einem und demfelben Punkte C; und man fieht, vag dieß 
eine nothwendige Folge von § 11. Lehrfag 65. und § 5. Lehrfag 6. 
ift. Es fet ferner, Fig. 143. b., PQABC ein beliebiges, einem Kegel: 
ſchnitt eingejdriebenes vollftindiges Fünfeck und (P~Q) (Q~- A) 
(A- B) (B= C) (C~P) ober fa’qpe eines der von ihm ergeugten 
einfachen Fünfecke over Finffeite. Man nehme einen beliebigen fechften 
Punkt D des Kegelfehnittes an, fo erhalt man nach § 11. Lehrſatz 65. 
ein Paar conforme Strahlbüſchel; es ift nämlich Strahlbüſchel Pabed 
WK Strahlbüſchel Q,a’b’c’d’. Nach 8 5. Lehrſatz 2. giebt es nun immer 
einen Strahlbüſchel N,a’bcd, der ſowohl mit dem Büſchel P als mit 
Q perſpectiviſch Liegt; man braucht nämlich nur die Gerade d zu 
fuchen, auf der nach § 5. Lehrſatz 6. die Durchſchnittöpunkte (c +a’), 
(d-q), (ap) de8 einfachen Sechsſeits cdd’a’gp fliegen. Um nun 
den dem Strahl f ves Büſchels P entfprechenden Strahl f” des Bü— 
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ſchels Q gu finden, braucht man nur mittelſt des Punktes (f+ q) oder 
H ben Strahl f auf den Strahl f des Büſchels N ju projiciven und 
den Strahl f mitteljt des Punktes (f+ p) oder L auf den Strahl £” 
des Büſchels Q; fo ijt £ vem Strahl £ entfprechend. Auf gleiche 
Weife findet fic) der dem Strahl e” im Büſchel Q  entfprechenve 
Strahl e im Büͤſchel P. Nach § 11. Lehrfag 65. find aber f', e 
Tangenten in Q, P. Ferner Liegen der Conftruction zufolge im Fünf— 
feit fa’qpe die Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten (fq) und (c* a’) 
oder H und N mit dem Durchſchnittspunkte (p +f’) over L dev fiinf- 
ten Geite p und der Tangente f’ in der gegentiberliegenden Ecke Q 
auf einer und derfelben Geraden (; ebenfo fliegen (ep), (ce a’) 
ever K, N mit dem Durchſchnittspunkte (q:e’) over M dev flinften 
Seite q und ber Tangente e im gegenitberliegenden Punkte P auf 
ciner und derfelben Geraden e; und man itberzengt fic) aud) hier, dag 
dieß eine nothwendige Folge von § 11. Lehrjak 6d. und § 5. Lehr- 
fas 6. ift. Man fieht alfo: 

3. Lehrfabk Bei jedem 
cinem Kegelfdnitt umge— 
ſchriebenen Fünfeck FA’QPC 


3. Lehrſatz. Bei jedem 
einem Kegelſchnitt einge— 
ſchriebenen Fünfſeit fa’qpe 


ſchneiden ſich irgend zwei 
Diagonalen h, n (k, n, ete.) 
und bie Verbindungsgerave 
1 (m, ete.) des jedesmaligen 
finften Bunftes P, (Q etc.) 
mit bem Berithrungspuntte 
FY’ (B’, ete.) der gegenitber- 
Tiegenden Geite q (p etc.) 
allemal in einem und deme 
felben Puntte F (€ ete). 
Sig. 143.0. 





liegen die Durchſchnitts— 
puntte H, N, (K, N, ete.) ive 
gend zweier Gegenfeiten 
und ber Durchſchnittspunkt 
L (M, etc.) der jedesmaligen 
fiinften Geite p (q ete.) mit 
ber Zangente f£" (e’ etc.) in 
der gegeniiberliegenden Ede 
Q, (P ete.) allemal auf einer 
und derfelben Geraden f¢ 
(¢ ete.). Fig 143.b. 


Man bemerkt ſogleich die Analogic, welche gwifchen diefem und 
dem Lehrſatz 43. in § 11. befteht. Zugleich fieht man, dag der Tee 
tere auch umgefehrt werden kann. Denn nach § 5. Lehrſatz 7. werden 
in einem Sechsſeit, in welchem die Diagonalen der erſten und vierten, 
zweiten und fiinften, dvitten und fedhften Ecke fic) in einem und dem— 
felben Punkte ſchneiden, allemal gwei Seiten von den vier übrigen 
conform gefehnitten; folglic) fonn nach § 11. Lehrſatz 65. ſtets ein 
Kegelſchnitt gefunden werden, der von dem Geehsfeit berührt wird. 
Da ferner ein Kegelſchnitt nach Lehrſatz 1. durch fünf Tangenten bee 
ftimmt ijt, fo fieht man, daß nur ein eingiger Regelfehnitt von diefem 
Sechsſeit berührt werden kann. Es evgiebt fich die auch ſchon daraus, 
daß in einem Sechsfeit von dev angenommenen Eigenſchaft nach § 5. 
Lehrſatz 10. nicht bloß ein, fondern jedes Paar Seiten von den vier 
übrigen conform getheilt wird, und alfo nach § 11. Lehrſatz 65. jede 
cine Tangente dejfelben Kegelſchnittes ift, ver irgend ein Paar der— 
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felben, die alé die urſprünglichen angenommen werden, berührt. 


gleiches gilt von einem Sechseck. 


Beſtimmungsſtücte ber Kegelſchnitte. 


Ein 
Führen wir alſo ver Vollſtändig- 


keit halber die Sätze hier noch einmal auf, ſo lauten ſie: 


4. Lehrſatz. Bei jedem, 
einem Kegelſchnitt umge— 
ſchriebenen, Sechsſeit abcdef 
ſchneiden ſich die Diagona- 
ten g, h, k dev evften und 
vierten, zweiten und fünften, 
dritten und ſechſten Ecke in 
einem und demſelben Punkte 
X, Fig. 130.a, und umge—- 
fehrt: 

Schneiden fic) bet etnem 
Sechsſeit abcdef die Diago- 
nalen g, h, k der erſten und 
vterten, gweiten und fünf— 
ten, dvitten und fedften Ede 
in einem und demfelben 
Punkte X, fo läßt fic ftets 
ein, aber nur ein eingiger 
RKegelfdnitt finden, der von 
ben Seiten des Sechsſeits 
berührt wird. Fig. 130.a.*) 





4, Lehrſatz. Bei jedem, ei- 
nem Kegelſchnitt eingefdrie- 
benen, Sechseck ABCDEF 
fliegen die Durchſchnitts— 
punfte G, H, K der erften 
und vierten, zweiten und 
fiinften, dritten und fedften 
Seite auf einer und derfels 
ben Geraden x, Fig. 130. b. 
und umgefehrt: 

Liegen in einem Sechseck 
ABCDEF bie Durdfduitts- 
puntte G, H, K, der erften 
und vierten, gweiten und 
fiinften, dritten und ſechſten 
Seite anf einer und derfel- 
ben Geraden x, fo läßt fic 
jtets ein, aber nur ein einzi— 
ger Kegelſchnitt finden, dev 
durch die Eden des Sechsecks 
geht. Sig. 130. b.*) 


Mit Hiilfe ves Lehrſatzes 3. läßt fic) num leicht ein anderer bee 


weifen. 


Es fei WWORE, Fig. 144. a. ein einem Megelfehnitt umge— 


ſchriebenes Fünfeck; fo ſchneiden ſich nach Lehrjag 3. die Geraden 
(&—@), (wb— €), (A~©), oder h, n, y, wenn A der Berithrungs- 
punkt von a ijt, in einem und demfelben Punkte P. Läßt man jest 
die Ede & anger Acht, fo bleiben nur noch vier Punfte W, ©, G, € 
iibrig. Conſtruirt man nun das durch tiefelben beftimmte vollftindige 
Biered, und gieht von P nach ven Durchſchnittspunkten (e+e) und 
(bd), (c'd) und (b-e), (d-e) und (bc) der Gegenfeiten die 
Strahlen m und m’, y und y”, h und n; fo entſteht nach § 4. Lehrſatz 20. 





*) Der Satz rechts iſt guerft vor Pascal im dem Fragment: „Essais pour 
les coniques‘ (f. bie Borrede) anfgeftellt worden, der in einer verfoven gegangenen 
Sdrift: ,,Conicoram opus completum eine vollſtandige Theorie dex Kegelfebnitte 
auf denfelben gegriindet haben fotl; den Sag tints hat yuerft Briandon anjger 
ftellt, Man pflegt deßhatb ein Sechsect, durch weldjes ein Segelfehnitt gelegt wer- 
den tan, und gewdontidh and ein Sedhsfeit, weldem ein Regelfehnitt. eingefchrieben 
werden fann, ein ,Bascal’fdhes Sedsed” ober nach Pascal's eigener Vezeich⸗ 
ming: ,hexagrammum mysticum“ zu nennen, (denn da hier vom einfachen 
Sechejeit und Sechsea die Stabe ift, fo find ,,Sechsfeit” und ,,Sedhsedt identifdh).. 
Man vergleide iibrigens: Steiner: ,,Svftematifehe Entwideling dev bhingigteit 
geometriſcher Geftalten von einander“. § 42. Seite 150.; Chasles: „Geſchichte der 
Geometrie“, iiberfest von Sohncke, Seite 67 — 71, 343, 
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an P als Scheitel cin involutorifcher Strahlbüſchel, Pmyhm’y"n, in 
welcjem m und m‘, y umd y”, h und n entfprechende Strahlen find. 
Ghenfo entfteht, wenn man diefelben Punkte des vollftindigen Vierecks 
mit A verbindet, ein involutoriſcher Strahlbüſchel A,xyz’zy’s’, in 
welchem x umd x’, y und y’, z und 2! entfprechende Strahlen der 
Involution find. Es ift demnach: 
Strahlbüſchel Prmyhm’y’n F Strahlbüſchel P,m’y’nmyh; a) 
und Strahlbüſchel Axyzz’y’x’ AW Strahlbüſchel A,x’y'z’zyx. 6) 
Susbefondere folgt aus a) 
Strahlbüſchel Phm’y’n F Strahlbüſchel Pmmyh ; 
folglich ift auch: 
Punktreihe b,(b +h) (b+ m’) (b+ y”) (ben) F 
Punktreihe e,(e*n) (e+ m) (e*y) (e*h), 
alfo auch 
Strahlbüſchel Ajax'y’z’ A Strahlbiifdel Aaxyz. 
Gs find aber x, x’; y, Y; 2, 2 entfprechende Punkte der Involu— 
tion 6); es muß demnach, da man fich einen involutorifden Strahl: 
büſchel als aus zweien beftehend denten kann, die auf einander liegen, 
per Strahl a des einen Büſchels vem Strahl a des anderen entfpre- 
chen nach § 2. Lehrſatz 12. Es ijt demnach a ein Hauptſtrahl pes 
involutorifehen Strahlbüſchels A. Es fei ferner, Big. 144., b. abode 
ein cinem Kegelſchnitt eingefchriebenes Finffeit, und a die Tangente in 
A, fo Tiegen nach Lehrſatz 3. die Durchſchnittspunkte («+ 2), (6 +e), 
(a-c) ober H, N, Y auf einer und derſelben Geraden p. Vermöge 
des vollftindigen Bierfeits bede entfteht mun auf p, nach § 4. Lehre 
fag 20. eine involutoriſche Punktreihe pMYNM’Y’H, deßgleichen ent: 
fteht auf a eine folche, a XYY'X'ZZ. Es iſt alfo: 
Punktreihe p.MYNM'Y’H VW Punttreihe pMY’HMYN; = a) 
und Bunftreihe a XYY'X'Z/Z K Punttreihe a,X’Y'YXZZ’. B) 
Nach a) ift mm: 
Punktreihe pNMY’H VW Punttreihe pHMYN ; 
alfo ift auc: 
Strahlbüſchel B(B-N) (B-M’) B-X) (B-H) 
Strahlbüſchel E,E-H) (E~M) (E-Y) (E-N); 
folglich and): 
Punktreihe aZ/X'Y’A AK Punftreihe a ZMYA. 
Gs ijt demnach A ein Hauptpunft der Gnvolution auf a. Will man 
in Sig. 144. a. den zweiten Hauptftrahl a’ fuchen, fo hat man wegen 
§ 4. Lehrſatz 15. nur einen folchen Strahl a’ zu ſuchen, daß Strahl. 
büſchel A,axa’x’ oder A,aya’y’, etc. harmonifd) ijt; ebenfo findet ſich 
per zweite Hauptpunkt A’ in Big. 144. b. auf a. Man hat alfo den: 
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5. Lehrſatz. Wenn man| 5. Lehrſatz. Wenn man 
aneinen Bunft A eines Rez; den Beriihrungspunft A 
gelfdnitts eine Tangente a einer Geraden a mit einem 
Tegt, fo ift diefelbe einer der | Kegelſchnitt beftimmt, fo ift 
Hauptitrahlen der Suvolu- | perfelbe einer der Haupt- 
tion, dicanAcentfteht, wenn | puntte der Involution, die 
man von ifm aus nach den | auf a entfteht, wenn man 
fechs Durchſchnittspunkten diefelbe mit den ſechs Dia- 
eines umgefdricbenen voll- gonalen eines eingeſchrie— 
ſtändigen“ Btereds WOME benen vollftindigen Bier 
Strahlen zieht. Fig 144. a. ſetitt s bede fauneidet Fig. 
144. b. 


Wir kehren nun gu unſerer Aufgabe zurück, nämlich zu unter— 
ſuchen, ob ein Kegelſchnitt außer durch fiinf Tangenten oder fünf 
Punkte durch fünf andere Elemente beſtimmt ſei. Dieſe können ſein 
A. a) vier Tangenten und ein Punkt; b) vier Punkte und eine Tan— 
gente; B. a) drei Tangenten und zwei Punfte; b) drei Punkte und 
zwei Tangenten. Wir ftellen uns ju dem Zwecke die Wufgaben, einen 
Kegelſchnitt zu ſuchen, der fünf gegebene Clemente enthalt, 3. B. A. 
a) vier gegebene Gerade als Tangenten berührt und zugleich einen 
Punkt enthalt, u. ſ. w., und fehen gu, ob viefe Aufgaben nur eine 
ober mehrere Lifungen zulaſſen. Gm erfteren Falle ift ein Kegelſchnitt 
durch die in Rede jtehenden fünf Clemente beftimmt, im gweiten nicht. 
Um die Aufgaben A. a) gu löſen, haben wir, wenn vier Tangenten 
b, c, d, e und ein Puntt A, Fig. 144. a. gegeben find, nach Lehr 
fay 5. von A aus nach den fechs Durchſchnittspunkten der Gegen- 
feiten im vollftandigen Bierfeit bede vie Strahlen x, y, z, zy’, 2’ 
zu ziehen, und die Hauptſtrahlen diefer Guvolution gu fuchen (ſ. § 4. 
Mufgabe 23.); jeder devfelben a, a’ kann als die fiinfte Tangente 
eines Kegelſchnitis angefehen werden, dev nunmehr nach Lehrſatz 1. 
vollkommen beftimmt ijt. Es giebt alfo zwei Megelfehnitte, die dev 
Aufgabe geniigen. Ebenſo ſuche man, wenn im Falle A. b) vier 
Punkte B, C, D, E und cine Tangente a, Fig. 144. b., gegeben find, 
bie Hauptpunfte der Gnvolution, welche vie Gegenfeiten des vollſtän— 
digen Vierſeits BCDE auf a bilden. Jeder derjelben, A, A’, faun 
al dev fünfte Bunft cines Kegelfehnittes angefehen werden. Das Wuf- 
fuchen ber Hauptitrahlen und Hauptpunfte fest aber voraus, daß die 
Guvolution eine entgegengefeste fei, was nicht immer der Fall ift 
(ſ. Big. 59. a; Big 58.a.). Es giebt dann gar feinen Kegelfdpnitt, 
weldjer dev Aufgabe geniigt. Man fieht alfo: 


6. Lehrſatz. Soll cin Ree 6. Lehrſatz. Soll ein Ke— 
gelfdnitt geſucht werden, gelfdnitt gefucht werden, 
der vier gegebene Gerade| der durch vier gegebene 
b, c, d, ec berührt und zu- Punfte B, C,D,E geht und 
gleich durch einen gegebenen| gugleid eine gegebene Ge- 
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Punkt A, welder auf feiner | rade a, welche durch feinen 
der vier Geraden b,c, d, e| der vier Puntte B, C, D,E 
liegt, geht; fo giebt e8 ent- geht, berührt, fo giebtes 
webder feinen, oder es giebt | entweder keinen, ober es 
zwei Kegelfdnitte, weldhe | giebt zwei Kegelſchnitte, wel- 
diefer Bedingung geniigen. | he diefer Bedingung genitgen. 

Um ven Fall B. a) und b) beurtheilen zu können, halter wir 
uns wieder an die allgemeinen Cigenfchaften des Fiinffeits und Fünf— 
ecks, die fic) aus näherer Betrachtung diefer Gebilde ergeben, mögen 
fie einem Kegelſchnitt um- ober eingefchrieben fein, oder nicht. Es 
fet gundchft abode Sig. 145. a. ein vollftindiges Fünfſeit. Daſſelbe 
enthalt drei vollftindige Vierfeite, in deren jedem 2 und ¢ ein Paar 
Gegenfeiten find, nämlich vie Bierfeite deeb; dcea; Shea. Nach § 3. 
Lehrſatz 17. wird im erften derfelben die Diagonale [+ c)~ (+ b)], 
fowie [(2*e)—(c*b)] und [(0*b)—(e*c)] harmoniſch getheilt. Sie. 
hen wiv alfo von (b+ c) oder & aus nach den Durchſchnittspunkten 
jeder derſelben mit je den beiden anderen die Geraden x,, y,, fo geht 
yz durch den Edpunft (+e). Es entfteht alfo an & ein harmoni- 
ſcher Strahlbüſchel bx, cy,. Biehen wir im gweiten Vierfeit rcea 
vom Punkte (c+ a) ober vd aus Gerade nad) den Puntten, in denen 
die Diagonalen [(2*c)— (era), [Qre)—(c* a], [+a)— (7 e)] 
fich fehneiden, fo entfteht ebenfo ein harmonifder Strahlbüſchel 
vhex,ay,, deffen einer Strahl y, durch den Punkt (+e) geht. Zieht 
man ferner im dvitten Bierfeit dbea von (a+b) over © nach den 
Punkten, in denen die Diagonalen [(2+b) — (e+ ay], [Qe)- (b+ a)], 
[@Q+a)—(e*b)] fich ſchneiden, die Geraden x5, y,, fo entfteht ein 
dritter harmoniſcher Strahlbüſchel Cax,by,. Es find alfo die 
Strahlbüſchel 

cbybx cy; V/ex,ay,; O,ax,by,; 

harmoniſch. Wegen ver Harmonie ift auch vw,ax,cy, harmoniſch, 


vy 8 sine sinex, __ sin cy, sin ax⸗ 
denn es ift 3 ——— 1, oder ain ax, Sin ay, alfo auch ainex, 














= MAY gpoy Ake, Wee, Diefer Strahlbüſchel ift alfo cone 


™ sin ey 9 sin ex, * sin cy, 

form bem erften &bx,cy,, und beide haben den Strahl c gemein, 
fiegen demnach perfpectivifc); und gwar mug die Projectionsage durch 
det Punkt (a+b) und (y,*y,) d. h. durch S und (+e) gehen; es ift 
alfo per Strahl y, die Projectionsaxe. Da ferner ver Büſchel 
wWaxycy, harmoniſch war, jo ijt dieß auch mit way, cx, der Fall; 
und, da fie den Strahl c gemein haben, fo ift aud) w,ay,cx, mit 
ajbx, cy, perfpectivijc fiir eine Projectionsaze z, weldye ebenfalls 
durch (ab) oder © geht. Es entſteht aber mach § 3. Lehrſatz 16., 
indem man die harmoniſchen Strahlbüſchel L,bx,cy, und vb,cx,ay, 
auf doppelte Weife in perſpectiviſche Lage bringt, ein vollftindiges 
Giered, in welchem S, vb, % die Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten 
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find, indem bie beiden Projectionsaxen in © convergiren. Es muff 
alſo nach § 3. Lehrſatz 17. die noc unbekannte Projectionsaze z fo 
beſchaffen fein, dag Strahlbüſchel Srby bz oder Cay bz harmoniſch 
ift; es ijt aber aud) C,ax,by,, alfo auch ay gbx, Harmonifd ; folg- 
lich muß die zweite Projectiondaxe z mit x, identiſch fein. Iſt ebenjo, 
Big. 145. b., ein vollftindiges Fünfeck ABCHE gegeben, fo enthalt 
daffelbe drei vollftindige Bievede PCEB, OCCA, OBEA, in deren 
jedem © und € ein Baar Gegenecken find. Nach § 3. Lehrſatz 17. 
entſtehen im erſteren, ®CEB, in den Punkten [(® — C)- (€-B)), 
(®~€)+(C—B)], (®-B)-(€~C)] je cin Paar harmoniſcher 
trahlbüſchel. Gucht man mum auf (B-C) over « den Punkt, in 
weldhem die Verbindungsgerade jedes diefer Punkte mit je den beiden 
anderen Durchſchnittspunkten ver Gegenfeiten die « trifft, alfo die 
Punkte X,, Y,, fo liegt Y, auf (O— C). Verfährt man ebenfo 
mit jedem der anderen beiden Bierede, fo erhilt man die Punfte X,, 
Y, anf b, X,, Y, auf c, von denen Y,, Y, auf (@~€) fiegen. 
G8 find alſo harmonifd) vie Punktreihen 
«BX ,CY,; &CX,AY,; ¢AX,BY,. 
Wegen dev Harmonie ijt mm auch AX, CY, harmoniſch und, da fie 
mit «BX ,CY, den Punkt C gemein hat, mit dieſer Punktreihe per— 
ſpeetiviſch. Es convergiren alſo (> X,), (Y,—~ YY.) auf (B-A) 
oder c. Die Gerade (Y,~ Y,) ijt aber (o- e), und der Durch⸗ 
ſchnittspunkt von (® —€) mit c ijt Y;, es geht alfo (X,— X.) durch 
den Punkt Y,. Wegen der Harmonie der Theilung ijt aber auch 
Punktreihe GAY, CX, mit «BX ,CY, perſpectiviſch fiir ein als noch 
unbefannt angenommenes $Projectionscentrum Z, von dent wir nur 
wiffer, daß e8 auf (B—A) oder e liegt. Nady § 3. Lehrſatz 16, 
entfteht urd) diefe poppelte perſpectiviſche Lage cin vollftindiges Vier— 
feit, in weldem c, 6, w die Diagonalen find, da beide Projectiongcentra 
auf ⸗liegen. Es mu alfo nach § 3. Lehrſatz 17. Punktreihe AY, BZ 
harmonifd fein. Nun ijt aber oAX,BY,, alfo auc) o AY, BX, 
harmoniſch, alfo mug Z nach X, fallen. Man fieht zugleich, vag 
vie bisherigen, an Big. 145. a. und 145. b. gefniipften Betrachtungen 
den Umftand, daß dad Fiinffeit um-, das Fiinfec in einen Kegelſchnitt 
beſchrieben fein follte, gar nicht berückſichtigen. Es gilt daher das fo 
eben Bewiejene fiir jedes beliebige Fünfſeit und Fünfeck, ſo daß man 
ſagen foun: 


7. Lehrſatz. Wenn man 











7. Lehrſatz. Wenn man 


in einem beliebigen vollſtän— 
digen Fünfſeit abcd diejes | 
nigen drei vollftdndigen | 
Bierfeite deeb, deea, dbea cons 
ftruirt, in deren jedemodunde 
ein Paar Gegenfeiten find, 


in einem beliebigen voll. 
ſtändigen Fiinfed ABCwE 
diejenigen drei vollſtändi— 
gen Bierede ®CEB, OCCA, 
®BEA, conftruirt, in deren 


| jedem ® und€ ein Baar Ge- 
ſoſchneiden fich die bret Baar | 


geneden find, fo liegen die 


g 12. 


Diagonalen x,y, y,; Xo, Yo 
X, Ya, Don denen jedes durch 
einen der drei Buntte (c*b) 
(cra), (atb) oder &, b, © 
geht, gu je Dreien in vier 
Puntten M,, M,, M,, M,, 
und erzeugen ein vollftin- 
diges Biered M,M,M,M,, 
deffen dret Paar Gegen- 
feiten fich im &, vb, ©, ſchnei— 
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drei Paar Durchſchnitts— 


punkte der Gegenſeiten 
X1, Yy3 X Ya; X,Y,, vou 
denen jedes auf etner 


der bret Geraden (C-B), 
(CA), (AB) ober «, b, ⸗ 
liegt, gu je dreien auf vier 
Geraden m,, m,, mz, my, 
und ergeugen ein vollſtän— 
diges Bierfett mym,m,m,, 
in welchem «, 6, e die drei 


den, Fig. 145. a. 
Diagonalen find Fig. 
145. b. 

Vetrachten wir nun ein einem Kegelſchnitt umgeſchriebenes 
Fünfſeit ig. 145. a. und begeichnen die Berührungspunkte der Tan— 
genten d, ¢ mit O, €, und den im Innern des Kegelfehnittes gelege- 
nen Durchſchnittspunkt der Diagonalen des umgeſchriebenen Vierfeits 
deeb mit V,, wo fic) alfo die Diagonalen [(- c)— (e+ b)] und [(@*b) 
— (+ e)] ſchneiden, fo ift nach § 11. Lehrſatz 38.0) die dritte Dias 
gonale y, die Polare von V,. Bezeichnen wir ebenfo im umgeſchrie— 
benen Bierfeit Icea den im Innern liegenden Durchſchnittspunkt ver 
Diagonalen [(2°¢)—(e*a)], [+ a) —(e*c)] mit V,, fo ift ebenfo 
die dritte Diagonale y, die Polave von V,. Berbinden wir mur 
V, und V, durch eine Gerade, fo liegt nad) § 11. Lehrſatz 39. ihr 
Pol in (y,*y,) d. h. in Qre). Die im Punkt (0+ e) fich ſchneiden— 
den Xangenten beriihren aber in ©, €. Nach § 11. Lehrſatz 34. ift 
aber (OE) die Polare von (9+), fie mug alfo mit (V,—V,) gu 
fammenfallen, oder (V,—V,) mug durch © und € gehen. Da nun 
y, die Polave von V, war, jo wird (@—C) nad) § 11. Lehrſatz 34. 6. 
in ®, V,, € und dem Durehfchnittspuntt von (O-€) mit y, hare 
monifeh getheilt. Zieht man alfo von & nach ® und € die Strablen 
m,, ny (fie find in der Figur nicht gezogen); fo evhalt man einen 
harmoniſchen Strahlbüſchel m,x,n,y,. Da ferner y, die Pox 
fare von V, war, fo wird (OC) in O, Vy, €, amb vem Durch- 
ſchnittspunkt von (O-C) mit y, harmoniſch getheilt. Bieht man 
aljo von vb nach © und € die Strahlen m,, n,, fo erhalt man 
den harmonifden Strahlbüſchel %m,x n,y,. Betrachten wir ebenfo 
Gig. 145.b. ein in einen Kegelſchnitt beſchriebenes Fünfeck ABCOC, 
fo ift wegen des eingeſchriebenen Bierees GCCB Y,; da e8 der 
Durchſchnittspunkt der Berbindungsgeraden ver Gegeneten (PC), 
(B-C) iſt, der Pol ver dritten Verbindungsgeraden ver Durchſchnitts— 
punkte der Gegenfeiten [(—C) -(€-B)] und [(@—B) + (E—C)] ober 
per Geraden v,. Ebenſo ift im gweiten Viereck OCCA der innere 
Durchſchnittspunkt Y, der Verbindungsgeraden der Gegeneden (O—€), 

C-A) der Pol ver dritten Verbindungsgeraden v, der Gegenecten 
(®-C)*(E~A)] und [(-A)+(E-C)]. Es ft alfo nach § 11. 
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Lehrſatz 39. (v~*v,) der Pol von (Y,—Y,) oder von (C-®). Es 
berühren alfo nach § 11. Lehrſatz 34.0 die von (v,*v.) an den 
Kegelſchnitt gelegten Tangenten d, © denfelben in ®, C2 Sucht man 
nun im Strahlbüſchel (v,-v,), v,% den dem Strahl v, gugeord- 
neten harmonifchen, fo geht derfelbe nach § 11. Erklärung 37. durch 
den Pol von v,, d. h. durch Y,. Mennen wir die Punkte, in denen 
da und ¢ die « fehneiden, bezüglich M,, N,, (fie find in der Figur 
nicht angegeber); fo ift alfo Bunttreihe «M,X,N,Y, harmonifch. 
Suchen wir im Strahlbüſchel (v,+v,), vy% den dem Strahl v, 
jugeordneten harmoniſchen, fo geht derſelbe durch den Pol von vo, 
d. h. durch Y,. Bezeichnen wir nun den Durchſchnittspunkt von 
d, ¢ mit 6 bezüglich durch M,, N,, fo wird alfo auch Punttreige 
&M,X,N,Y, harmoniſch. 

Mit Hilfe diefer Bemerfungen und bes Lehrfages 7. Laffen fich 
min die Anfgaben B. a), B. b) leicht löſen. Sind im Falle B. a) 
vrei Tangenten a, b, c, und zwei Curvenpunfte ®, C, die auf feiner 
der Gevaden a, b, e, liegen, Fig. 146. a. gegeben, fo kommt es offen— 
bar davauf an, die beiden Tangenten d, ¢ in ®, € gu finden, indem 
dadurch nach Lehrſatz 1. der Kegelſchnitt gefunden ware. Wir be- 
zeichnen die Durchſchnittspunkte (c+ b), (c*a), (b+ a) bezüglich mit 
co, Vb, ©, und ziehen von zweien derjelben, 3. B. von ce und Vv, nach 
® und € die Strahlen m,,n,; my,n,. Dann fommt es nach vem 
Borigen darauf an, zwei folche Strahlenpaare x,, yy; Xp, y. zu 
finden, daß fowohl Strahlbüſchel bx, cy, und bm, x ny,y,, als auch 
Strahlbüſchel v,cx,ay, und V,myx nay_ Harmonifd) it, Diefe 
Aufgabe ijt nach 84. Aufgabe 23. leicht gu löſen, indem man den 
Strahlbüſchel & als einen involutorifehen anfieht, in welchem b und c, 
m, und n, je eit Paar entiprechender Strahlen find, und in diefer 
Guvolution die Hauptftvahlen x,, y, ſucht. Daun iſt nach § 4. Lehre 
fag 15. fowobl bx, cy, als bm, x,n,y, harmoniſch. Ebenſo hat 
man im Büſchel vw, c und a; m, und n, al8 entfprechende Strahlen 
einer Gnvolution angufehen und bie Hauptftrahlen x,, y, zu fuchen. 
Es ift min leicht gu zeigen, dag in Folge diefer Conftruction auch am 
dritten Punkte S cin Strahlbüſchel entfteht, ver ebenfo befchaffen ift, 
wie der in & oder in vd. Da nämlich dev Conftruction jufolge 
Strahlbüſchel bx, cy, und w,cx,ay, ober Vd,ax,cy, harmoniſch 
find und letzterer mit erfterem den Strahl c gemein hat, fo liegen fte 
perfpectivifeh, und zwar, da fie harmoniſch find, fiir zwei Aven x4, 
Yar die beide durch (b-a) oder © gehen (vgl. Fig. 145. 4.). Es ent- 
jteht alfo bet © cin harmoniſcher Strahlbüſchel C,axgby,. Ziehen 
wit ferner von © nad) ® und € die Strahlen m,, ng, fo läßt ſich 
leicht zeigen, daß auch Strahlbüſchel Sm,x,n,y, harmoniſch fein 
mug. Denn die Strahlen x,, y,3 Xo, Yo erzeugen ein vollſtändiges 
Vierfeit x,y,x,y,. Da mm (EC) daffelbe ſchneidet, fo entfteht 
auf (O — ) nach § 4. Lehrſatz 20. cine Guvolution, inbem die Durdh= 
fchnittspuntte von (@—€) mit x1, ¥ 1} Xoy Yo} ¥g/ Yo (f- Big. 145. a.) 
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cin Paar entfprechende Punkte find. Bezeichnen wir den Durchſchnitts- 
punft von (OE) und x,mit V,, von (—C) und x, mit V,, von 
(@-€) und y, mit W,, von (©—€) und y, mit W,, von (O—¢) 
md x, mit Y,, von (OC) und y, mit W,, fo ijt Punttreife 
@-8V,®,V,W,P,W, involutorifeh. Wegen ver Harmonie der 
Strahlbüſchel em, x,n,y, und v%,m,x,nyy, ift zugleich Punftreihe 
@ —&)OV,EW, und (O-€)@OV,EW, harmonijd. Es find alfo 
&, € die Sauptpuntte der Guvolution; folglich ift auch Punttreihe 
(®—€) OY EW, harmoniſch, alfo auch Strahlbüſchel Cm,xyngyy 
harmoniſch. Es entfteht alfo auch an S ein involutorifeher Strahl- 
büſchel, in welchem a und b; m, und ng, entfprechende Strahlen, x,, 
Yqr die Hauptſtrahlen find. Es erhellt hieraus, daß es einerlei it, 
ob man, Sig. 146. a. bet dev Conftruction von den Strahlbüſcheln & 
und W, oder von & und ©, ober von W und © ausgeht. Denn es 
giebt nad) § 4. Unfgabe 23. gu jeden zwei Strahlen a und b; m, 
und n, nur ein cinziges Paar, xz, yy, fo dag es mit jedem bev ane 
deren beiden einen harmoniſchen Buͤſchel bildet, und wie wir eben fahen, 
erhalten wir diefe Strahlen, wenn wir auch von %& und Vs ausgehen. 
Es folgt ferner hieraus, da es in einer Guvolution nur dann Haupt 
ſtrahlen giebt, wenn fie entgegengefest verlinft, dag, wenn die Invo— 
lution &,m,bn,e einfttmmig verläuft, die anderen beiben v,m,cn,b, 
Sm,anjb nicht beide entgegengefegt verlaufen können, indem man 
fonft von diefen ausgehend ein Paar Strahlen x,, y, finden könnte, 
die mit c, b; mz, n, einen harmonifchen Büſchel bilden, was gegen 
die Vorausfegung wire, daß in & ein Paar folder Strablen nicht 
gefunden werden könnten. Man fieht alfo: Iſt die angegebene Con+ 
firuction unmiglich, wenn man von zwei Punkten, 3. B. von & und 
W ausgeht, fo ijt fie auch unmiglich, went man von & und S, oder 
von vb und S ansgeht. — Wir erhielten nun, wie gezeigt wurde, ein 
volljtindiges Bierfeit x,y;x,y, oder X,y,X,Yg oder X,Y_Xg Vg, oder 
alfo ein volfftindiges Viereck MMM, i + Seden ver vier Punfte 
M,, M,, M,, M, nun kann man als den Puntt (d+) in Big. 145. a. 
anjefen, und alfo (M,—®), (M,—€) als die Tangenten 2 © ane 
fehen, aber ebenfo gut auc) (M,—®), (M,—€); (M,-®), (M,—&); 
(M,—®), (M’,- €). Man erhalt demnach, je nachoem man einen 
ber vier Punkte als (2+ e) annimmt, vier Paar Gerade, fie migen 2,, 
13 Yar Cy} gy &g3 gr eq Heifen, die man als Tangenten in G, € 
betrachten kann; alfo, ba durch a, b, c, 2,, ¢,; oder durch a, b, c, 
Yo, oy u. ſ. w., nach Lehrſatz 1. ein Kegelſchnitt beftimmt iſt, vier 
verfchiedene Kegelfdjnitte, die der Aufgabe Geniige leiften; wenn name 
lich nicht die Löſung überhaupt unmöglich ijt. Dieß tritt dann ein, 
wenn die gegebenen Stücke a, b, c, ®, € eine ſolche Lage haben, daß 
von den drei entitehenden, als involutoriſch gu betvachtenden Strahl 
büſcheln &,cm,b,n,; bm,a.n,; S,am,bm, einer einftimmig ver- 
läuft. Qft die Aufgabe B. b) gegeben, nämlich einen Kegelſchnitt zu 
conftruiven, wenn gegeben find drei Punkte A, B, C, und zwei Tans 
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genten 2, e, Sig. 145. b., fo fommt es offenbar darauf an, die Bee 
rührungspunkte O, € von 2 © zu finden. Wir begeichnen wieder 
(A-B), (A~C), (B—C) begiiglich mit o, 6, «, Fig, 146.b., die 
Durchſchnittspunkte, in denen d, e, diefe Geraden «, 6, o ſchneiden, bee 
züglich mit M,, N,; M,,N.; M,, N,. Dann find nach vem Frü— 
heren, wenn wir 3. B. von «, 6 ausgehen, cin Paar folche Punkte 
X,, Yi; Xo, Y, zu fuchen, daß Punktreihe «BX,CY, umd 
uM, x) NY); Punttveige 6CX,AY, und 6M,X,N,Y, * jarmonifeh 
find. Sie werden gefunden nad * 4. Aufgabe 33, inden man auf « 
B und C; M, und N,; anf 6 C und A; M, amd N, als entſpre— 
chende Punkte einer Inbolution anfieht, und die Hauptpunfte X,, Y,; 
X,, Y, fucht. Wegen ver Harmonie ver Punktreihen «BX, CY, 
und 6CX,AY, over &AX,CY, und des gemeinfamen Punktes C, 
find diefelben fiir gwei Centra X,, Y, perfpectivifch, vie beive auf ¢ 
Tiegen, und e8 entſteht auf ⸗ eine harmoniſche Punktreihe (AX ,BY,; 
ferner entfteht ein vollſtändiges Bierfeit m,m,m,m,. Berbindet man 
ven Durchſchnittspunkt (2-2) mit ven Durchſchnittspunkten ver Gegen+ 
feiten deſſelben, und bezeichnet (ſ. Fig. 145. b.), den von (+e) nach 
X,, X.3 Yy, Ya; Xj, VY, gezogenen Strahl bezüglich mit v,, Vo; 
Wir Wo} %g, gy fo entfteht nach § 4, Lehrſatz 20. ein involutori- 
cher Strahlbüſchel (+ e)v@,v,W,e,Wo, und da a M,X,N,Y,; 
6&M,X,N,Y,, alfo auch StrapeoitjeHel (Q*e) av ew, und Qe —* eWe 
parmonifd find, fo find 2 und e die Hauptitraplen deffelben, alfo aud) 
Qre)resow, und oM,X,N,Y, harmoniſch. Es folgt hieraus aus 
penfelben Griinden, wie oben, daß es gleichgiiltig ijt, von welchem 
Paare ver Geraden «, b,c man ansgeht, und dak, wenn eine der drei 
involutorifehen Punktreihen «M,BN,C; 6M,CN,A; cM,AN,B, 
Sig. 146. b. einftimmig verlinft, die anderen beiden nicht entgegenge- 
jegt verlaufen können, daß alfo, wenn die Löſung unmöglich ijt, indem 
man von einem Paar, 3. B. von « und 6 ansgebt, fie auc) unmöglich 
Bleibt, wenn man von einem der beiden anderen Paave ansgeht. Man 
fann nun die Durchſchnittspunkte von 2, e, mit jeder der vier Seiten 
des vollftindigen Bierfeits m,m,m,m, als die Punfte G, € in Fig. 
145. b. anfehen; und erhalt affo vier Baar Punfte ®,, €,; ®,, C5 
®,, €4; ®,, &,, die der Aufgabe genügen; falls fie nicht unmöglich 
ijt. Es giebt alfo feinen, oder vier Kegelſchnitte. Man fieht alfo: 


8. Lehrſatz. Soll ein Ke- | 
gelſchnitt gefudt werden, 


per drei gegebene Gerade 
a, b, o berührt, und zugleich 
durd zwei gegebene Punfte 
©, € geht, von denen Feiner 
auf einer der Geradena, b,c 
liegt, fo giebt e8 entweder 
feinen, oder vier Kegel— 


8. Lehrfak. Soll ein Ke— 
gelfcnitt gefudt werden, 
der durd) Drei gegebene 
Puntte A, B, C geht, und 
zugleich zwei gegebene Ge— 
rade d, e beriifrt, von denen 
keine durch einen der Punkte 
A, B, C gebt, fo giebt es 
entweder feinen ober vier 
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ſchnitte, welde dieſer Be- Kegelſchnitte, welde diefer 
dingung genügen. Sig. 145.a. Bedingung geniigen Fig. 
146.a. 145.b, 146. b. 

Die Aufgaben A.a), A.b); B.a), B.b) enthalten mm mehrere 
fpecielle Galle. Es fan nämlich in A. a) eine der gegebenen Geraden 
durch det gegebenen Punkt gehen, in A.b) fan einer dev gegebenen 
Punkte auf der gegebenen Geraden liegen; in B.a) kann eine dev 
Geraden durch einen der beiden Punkte, oder gwei der Geraden durch 
die beiden Punkte gehen, in B. b) kann einer der Puntte auf einer 
ber beiden Geraden, oder die beiden Punkte anf zweien ver Geraden 
liegen. Der erſtere diefer drei Falle foll mit A.a’), A. b’), die Spee 
cialifirungen von B. a) und B.b) follen, wenn ein Punkt auf einer 
Geraden liegt, mit B.a,), B.b,), wenn zwei Punkte auf zwei Gee 
raven liegen, mit B.a,), B.b,) begeichnet werden. 

Sm Falle A. a’)*) feien alfo gegeben die vier Tangenten a, b, c, d, 
und der Berührungspunkt einer verfelben, 3. B. dev Beriihrungspuntt 
A von a. G8 Laft fich num fofort jede beliebige fiinfte Tangente e 
finden, denn feben wir auf a irgend einen Punft (a* ec) als Durchſchnitt 
einer fünften Langente e an, fo haben wir, um ihre Lage feftzuftelfen, 
nur ihven Durchſchnitt mit b (oder c, over d) gu fuchen. Dieß ge- 
ſchieht nach § 11. Lehrſatz 65.; indem man auf b mur denjenigen 
Punkt (bee) fucht, ver die Conformitdtsgleidung a,A(a-c) (ad) 
(ae) X b(b*a) (b* ec) (b+ d) (be) erfiillt, Oa es nun bloß einen 
eingigen foldjen Punkt (be) giebt, fo giebt 8 alſo uur eine eingige 
fiinfte Tangente e. Um fie felbft zu finden, Hat man nur [(a-e) 
—(b*e)] gu giehen, denn fie ift e. Durch fünf Tangenten ijt aber 
cin Kegelſchnitt beftimmt; e8 giebt alfo nuv eine eingige Gevade, die 
ber Bedingung geniigt. Sind im Falle A. b’) vier Puntte A, B, C, D, 
und die Tangente in einem verfelben 3. B. die Tangente a int Punkte 
A gegeben, fo läßt fic) auf jedem beliebigen, von A ausgehenden 
Strahl der auf ihm fiegende Curvenpuntt E finden. Man hat näm— 
lid) nach § 11. Lehrſatz 65. nur einen ſolchen Strahl (B—E) ju 
fucyen, daß Strahlbüſchel Aa(A-C)(A—D) (AE) A B(B~A) 
(B-C)(B-D)(B-E) iff. Dev Durchſchnittspunkt von (AE) 
und (B—E) ijt dann ein fiinfter Curvenpunkt, alfo nach Lehrſatz 1. 
der Kegelſchnitt beftimmt. Man fieht alfo: 


9. Lehrſatz. Soll ein Ke-| 9. Lehrfak. Soll ein Kee 
gelfdnitt gefudt werden, der | gelſchnitt gefudt werden, 
vier gegebene Geradea,b,c,d,| der durdh vier gegebene 
und eine berfelben a in ci-| Buntte A, B, C, D, geht, 
nem gegebenen Bunft A bee | und in einem derfelben, A, 
rührt, fo giebt es jtets einen, | bon einer gegebenen Gerae 
*) Man wird ſich die hier und bei A. bd’) gu Grunbe gelegte Gigue leicht 
felbft conftruiven. 
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aber nur einen einzigen, Ke- den a berührt wird, fo giebt 

gelfdnitt, dev diefe Bedine | es ftets einen, aber nur 

gung befriedigt. cinen eingigen, Kegelſchnitt, 
der dieſe Bedingung befrte- 
digt. 

Es feien im Falle B.a,) gegeben die drei Tangenten a, b, c, 
auf a der Berührungspunkt A, und noch ein, weder auf a, noch auf 
b, noch auf c gelegener Punkt ©. Denfen wir uns den Kegelſchnitt 
bereits gefunden und auch im Punkte © an ihn eine Tangente 2 ge- 
legt*), fo entſteht ein umgeſchriebenes Bierfeit abcd. Bezeichnen wir 
pie als bekannt angenommenen Berührungspunkte von b, ¢ mit B, C, 
fo entſteht auch ein eingeſchriebenes vollſtändiges Viereck ABCO. Nach 
§ 11. Lehrfag 31. fallen nun die dret Diagonalen des erfteren, abcd, 
mit det BVerbindungsgeraden der Durchſchnittspunkte ver Gegenſeiten 
des letzteren zuſammen, fo dag, wenn wir [((A~B)+(C-®)] mit 8, 
(A-®):(B-O)] mit R, (A—C)-(B—@)] mit T_ bezeichnen, 
(a*b)—(c*d)] mit (R-T), [(ave)—(b+d)]_ mit (S~R), [(a-?) 
—(b-c)] mit (S~T) jufammenfallt. Nun ift im umgefdriebenen 
Vierſeit die Diagonale [(a*b)—(c+2)] in (ab), T, (c*2), BR har- 
moniſch getheilt; ziehen wir alfo von (bc) nach R die Gerade y, 
nach T die Gerade x (welche alfo mit der Diagonalen [(a* 2) ~ (b+ e)] 
des umgeſchriebenen Bierfeits gufammenfallt), fo iſt Strahlbüſchel 
(bc), bxcy harmoniſch. Ferner entfteht im eingeſchriebenen Viereck 
bet S ein harmoniſcher Strahlbüſchel, deſſen Strahlen vie Geraden 
(A-B), (ST) ober x, (C~®), (STR) find. Es wird alſo die 
Seite (A—®) in A, M, ®, R harmonifeh getheilt, wenn der Durch- 
febnitt von (A-®) mit x durch M bezeichnet wird. Ziehen wir 
mun vor (b*e) nach A die Gerade m, nach ® den Strahl n, fo ift 
alfo auc) Strahlbiifehel (b> c), mxny harmonife). Um dager, wenn 
der Kegelſchnitt noc) unbekannt ijt, die Tangente an ® gu_ finden, 
haben wir nur, ba b,c, m,n gegeben find, cin Baar folder Strahlen 
X, y gu fuchen, dag ſowohl Strahlbüſchel (b-c), bxey, als (b+ ec), 
mxny harmonifd find, was nad) § 4. Aufgabe 23. gefchieht. Den 
Durchhſchnitt eines diefer beiven Strahlen, 3. B. von x mit a können 
wir mum als ben Punt (a+ d) anſehen, in weldem die geſuchte Tan— 
gente 2 des Punktes © die a faneidet. Um alfo 2d felbft gu finden, 
haben wir mir von (a+x) nach © zu ziehen. Hat man fo 2 gee 
funden, fo hat man vier Tangenten a, b,c, 2 und den Veriihrungspuntt 
A einer derfelben; alſo ijt nach Lehrſatz 9. der Kegelſchnitt nun beftimmt. 
Ueberdieß erhält man im Durchſchnittspunkt von [(a+b) ~ (e*2)] 
und dem anderen Hauptitrahl y den Punkt R, im Durchſchnittspunkt 
von x mit derfelben Geraden den Punkt T, alfo durch Verbindung 
von ® mit T, und indem man den Durchſchnitt dieſer Geraden 


*) Aud hier und in B.b,) wird man fich die Figur leicht conftrniven. 
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(®-T) mit b. fucht, den Punt B; ver Durchſchnittspunkt von x 
mit [(a*e)~(b* II giebt den Punkt S und der Durchſchnitt von (S-®) 
mit c den Punkt G. Statt den Durehfehnittspunft von x mit a als 
Punt (a2) anzuſehen, kann man aber aud) den Punt (avy) als 
(a+) betrachten, alfo durch BVerbindung von (ary) mit © eine 
andere Gerade erhalten, die man ebenfalls als Tangente 2 anfeher 
kann. Man erhalt fo einen gweiten Kegelſchnitt, dev ebenfalls der For— 
derung genügt. Man erhalt alfo im Allgemeinen zwei Lifungen; auch 
können die gegebenen Stücke a, b, c, A, ® eine foldhe Lage haben, dag 
Strahlbüſchel (b.c), bmen eine einftimmig verlaufende Involution 
bildet, alfo feine Hauptſtrahlen x, y vorhanden find. Dann ijt die Lö— 
fung unmiglich. — Gm Falle B.b,) feien ebenfo gegeben die drei 
Puntte A, B, C, die in A bevithrende Tangente a, und eine weder 
in A, noch in B, noch in C berührende Tangente d. Stellen wir uns 
wieder den Kegelſchnitt als gefunden vor, bezeichnen die Tangenten in 
Baumbd C mit b, , die dvei Diagonalen [(ab)~ (c*d], [(a*2) 
— (be)]; [(arc) — (b+2)] de8 umgeſchriebenen Bierfeits abcd be— 
züglich mit s, x, t, fo Liegt nach § 11. Lehrſatz 31. aud (A— B. 
*(C-@)] in (r+ t), (AC) + (B-®)] in (s+ 1), [(A—®)*(B-C) 
in (st). Qm_ eingefchriebenen Viereck ABCO entjteht nun im 
Duvrehfepnittspunkt [(A — B) + (C—®)] ein harmoniſcher Strahlbüſchel 
iit den Strahlen (A—B), t, (C-®), x. Nennt man mim den Punkt, 
in bem (B—C) von r und t gefehnitten wird, bezüglich Y, X, fo ift 
Punttreihe (B— C), BXCY harmoniſch. Gm umgefehriebenen Vierfeit 
wird s in (ab), X, (cd), (s*r) harmoniſch getheilt. Es entfteht 
alfo, wenn man die Berbindungsgerade von (ad) mit X durch m 
bezeichnet, ein harmoniſcher Strahlbüſchel (a+ d),amer. Nennt man 
den Durchſchnitt von Gro mit a.und mit 0 begiiglic) M, N, fo 
ift alfo auch Punktreihe (B—C), MXNY harmoniſch. Es fommt dem- 
nach die Aufloͤſung ver Aufgabe darauf hinaus, mit Hiilfe von § 4. 
Aufgabe 23. zwei folde Punfte X, Y gu finden, Saf fowohl (B—C), 
BXCY, als (B—C), MXNY harmoniſch find. Gind fie gefunden, fo 
faun man entweder (A~X) over (A~Y) alg (A~®) anfehen, und 
der Durchſchnittspunkt jeder dieſer Geraden mit 2 giebt einen Puntt, 
ber alg © betvachtet werden kann. Da dam A, B, C, © und die 
Tangente a des Punktes A befannt ift, fo ift nad) Lehrfag 9. der 
Kegelfehnitt bejtimmt. Die Tangenten b, o beftimmen fic) ganz analog, 
wie im Salle B.a,) die Puntte B, C. Es giebt alfo, wenn die 
Löſung iiberhaupt miglich ift, allemal zwei Kegelſchnitte, die das Ber- 
Langte leiſten. Man erhält alſo ven: 

10. Lehrſatz. Goll ein 10. Lehrſatz. Goll ein 
Kegelſchnitt gefudt werden, | Kegelſchnitt geſucht werden, 
der drei gegebene Gerade| der durd drei gegebene 
a, b, c, und gwar die atm| Puntte A, B, C geht, und 
gegebenen Punkte beriihrt, | zwar in A von einer gege- 
und zugleich burg einen | benen Geraden a, und gue 
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Punkt © geht, dev anf kei- gleich von einer Geraden d 
§ 


ner ber Geraden a, b, ¢ 


liegt, fo giebt es entweder | 


feinen, oder zwei Regel- 
ſchnitte, welche diejer Fore 


beriihrt wird, die durch fei- 
nen der Punkte A, B, C 
geht, fo giebt eS entweder 
feinen, oder zwei Segel- 


derung geniigen. ſchnitte, welche diefer For— 


derung genügen. 


Es ſeien endlich im Falle B.a,) drei Tangenten a, b, c und 
die Berührungspunkte vow zweien derfelben, z. B. von a, und b, alfo 
pie Punkte A, B, gegeben, fo läßt ſich ſogleich noc) eine vierte Tau— 
gente d finder. Man nehme auf a irgend einen Punkt als Durch— 
ſchnittspunkt der gefuchten Tangente d an, nehme alfo einen beliebigen 
Puntt auf a als (asd) an, fo läßt ſich ſogleich (b+ d) finden. Denn 
man Hat nach § 11. Lehrfag 65. nur den Punt (b-d) auf b fo 
zu bejtimmen, daß Punktreihe a,A(a*b) (ac) (a*d) TW b,(b+a) B(b-e) 
(bd) iſt. Den fo gefundenen Punkt (b-d) verbinde man mit (a-d) 
durch die Gevade [(a-d)—(b-d)], fo ift viefe eine neue Tangente d. 
Man hat num vier Tangenten a, b, c, d des Megelfepnittes, und ven 
Berührungspunkt A von a (oder B von b); alfo ift mach Lehrſatz 9. 
derfelbe bejtimmt; umd es foun nur einen geben, da es nur einen 
Punkt (b+ d) auf b giebt, ver obiger Conformitätsgleichung genügt. 
Sm Falle B.b,) feien drei Punkte A, B, C und die Tangenten a, b 
an A, B, gegeben, dann ziehe man im Strahlbüſchel A einen beliebi- 
gen Strahl und fuche ven auf ihm Liegenden Curvenpunkt D. Zu 
diefem Swede hat man nach § 11. Lehrſatz 65. nur einen folden 
Strahl (B- D) zu ſuchen, dag Strahlbüfchel A,la(A —B) (A C) 
(GC-DB.B-AIB-GO (BD) iff. Der Durchſchnittspunkt 
[((A- D)*(B—D)] ijt der gejuchte Curvenpunkt D. Da es bloß 
einen eingigen folcen Strahl (B— D) giebt, und man mm vier 
Puntte A, B, C, D und die Tangente a an A (ober b an B) hat, 
fo ijt nach Lehrfag 9. der Kegelſchnitt beftimmt, und es giebt mur 
einen eingigen. Man wird übrigens bemerfen, daß der Fall B.a,) 
and B.b,) derjenige war, von dent wir in § 11. ausgingen, Man 
fieht alfo: 


11. Lehrſatz. Soll ein 
Kegelſchnitt gefudt werden, 
per bret gegebene Gerade 
a, b, c, und gwar zwei dere 
felben, a, b in gegebenen 


Puntten A, B, berührt, fo | 


giebt e8 ftets einen, aber 
nur einen einzigen Kegel— 
ſchnitt, ber dieſer Forde— 
rung genügt. 





11. Lehrſatz. Soll ein 
Kegelſchnitt geſucht werden, 
der durch drei gegebene 
Punkte A, B, C geht uud 
zwar in zweien derſelben 
A, B, von gegebenen Gera— 
den a, b, berührt wird, fo 
giebt es ſtets einen, aber 
nur einen einzigen Kegel— 
ſchnitt, der dieſer Forderung 


genügt. 


§ 12. 


Faſſen wir vie Lehrfage 1, 6., 


nen wir alfo fagen: 


12. Lehrfag. Cin Kegel- 
ſchnitt ijt 
A. vollftindig beftimmt: 

1) durch fünf Tangenten 
a,b, ¢, d, 6; 

2) burch vier Tangenten 
a, b, c, d und den Bee 
rührungspunkt A einer 
diefer Tangenten a; 

3) durch Drei Tangenuten 
a, b, cund die Beriih- 
vungspuntte A,B zweier 
derfelben, a, b. 


Gin Kegelſchnitt ift 
B. nicht vollftindig beftimmt: 
1) durch vier Tangenten| 
a, b, c, d und einen 
Curvenpunft EB, der von 
feiner derſelben der Bee 
rührungspunkt iſt. Es 
find zwei Kegelfchnitte 
möglich oder Feiner, | 
durch drei Tangenten 
a, b, e, Den Berithrungs- 
punkt A einer derfelben 
a, und einen Curven— 
punft D, dev von Feiner | 
ber drei Tangenten 
a, b, ¢ ber BVeriihrung s- 
punktiſt. Es giebt 
zwei Kegelſchnitte oder 
keinen. 

durch drei Tangenten 
a, b, © und zwei Cure 
venpunfte D, EB, von, 
denen Eciner der Be— 
rührungspunkt einer 
der drei Tangenten 
a, b, c tft G8 giebt 
vier Kegelſchnitte, oder 


3) 


Beſtimmungsſtucke ber Kegelſchnitte. 





keinen. 
Weißenborn, Projection, 
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8. 9., 10. 11., zuſammen, fo kön— 


12. Lehrſatz. Ein Kegel— 
ſchnitt iſt 
A. vollſtändig beftimmt: 
1) dure fiinf Curvenpuntte 
7b, ©, D, B; 

2) durch vier Curvenpunfte 
A, B, C, D und die 
Tangente a in einem 
diefer Punkte A; 

38) durch drei Curvenpuntte 
A, B, C und die Cane 
genten a, b in gweien 
perfelben, A, B. 


Cin Kegelſchnitt ift 


B. nicht vollftindig beftimmt: 


1) durch vier Curvenpuntte 
A, B, C, D und eine 
Tangente e, die in kei— 
nem derfelben berührt. 
Es find zwei Kegel- 
ſchnitte miglid oder 
keiner. 

durch drei Curvenpunkte 
A, B, C, die Tangente 
ain einem derfelben A, 
und eine Tangente d, 
die in feinem dev dret 
Curvenpunfte A, B, C 


berührt. Es giebt 
zwei Kegelſchnitte oder 
keinen. 


3) durch drei Curvenpunkte 
A, B, © und zwei Lane 
genten d, e, von denen 
keine die Tangente in 
einem dev dret Curven— 
puntte A, B, C iſt. €8 
giebt vier Kegelſchnitte, 
ober keinen. 
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Es foll hiermit natürlich nicht gefagt werden, daß dief die einzi— 
gen Stücke find, durch die ein Kegelſchnitt beſtimmt ift, fondern es 
find mur die, gewiffermagen den Umfang bilvenden, Stücke aufgezählt, 
die zur Beſtimmung Hinveichen, fowie die, welche nicht dazu hinreichen, 
von denen man es aber der Analogic nach vermuthen möchte. Sonſt 
giebt eS, wenn man die Axen, Breunpunkte u. ſ. w. berückſichtigt, na- 
tlirlic) noch viele Beſtimmungsſtücke, mit denen ein Kegelſchnitt gege- 
ben ijt*). 

fe fat hier nur noch ein Fall erwähnt werden, in welchem dem 
Vorigen jufolge fic) ebenfalls cin Kegelſchnitt conftruiven (apt. Nach 
g 11. Lehrfas 44. iſt jeder derſelben ſich ſelbſt involutoriſch collinear 
für eit beliebiges, nicht auf ver Peripherie gelegenes Involutionscen— 
trum , und eine beliebige, nicht berührende Gerade o als Involu— 
tionsaxe, Fig. 131. a. 131. b. Es iſt leicht gu ſehen, daß die Curve 
vollſtändig beſtimmt iſt, wenn das Involutionscentrum Dnebſt dev zur 
Beſtimmung der Involution nöthigen Anzahl won Strahlen (ſ. § 4. 
Lehrſatz 18.) und drei Tangenten, 3. B. ay, by, c, (ftatt deren ebenſo 
gut auch dvei andere, 3. B. ay, by, cy, oder ay, by, cy u. ſ. w. gee 
nommen werden können) gegeben find. Es ift num leicht, ſogleich dte 
dev Tangente a, homologe Tangente a, (wenn man das involutoriſche 
Syſtem als ans zwei perfpectivifehen beftehend anfieht) gu finden. Es 
feien nämlich gegeben Z und zwei Paar entfprechender Strahlen dev 
Snvolution, die c, <5 a yf Heifjen mögen (die in Fig. 131. a., welche 
man gebrauchen mag, nicht gesogen find), fo ziehe man zunächſt von 2 
einen Strahl y’ nach (a,*b,). Da mu nach § 4. Lehrfas 18. durch 
irgend zwei Baar entſprechender Strahlen ¢, 75 % af, die Juvolution 
beftimmt ijt, fo fann man nach § 4. Aufgabe 21. den vem Strahl y’ 
entſprechenden y finden. Dieſer muß nun durch ven Punkt (a,+b,) 
gehen. Denn dr den Leiden involutorifeh liegenden Syſtemen ijt dem 
a,, by des Syſtems J., bezüglich a,, b, des Syftems IL, und dev 
Geraden ay, b, in J., ay, b, in IL. homolog. Es geht alfo [(a,+b,) 
~(a,*b,)] md [(a,*b,)~ (a,*b,)] dur = (f. aud § 9. Lehre 
fag 24). Denkt man ſich ferner vas vollftindige Vierfeit a,b,a,b, 
conftruivt, fo ſchneiden fich nach demſelben Gage die Geraden a, und 
ay, b, und b, auf der (toc) unbekannten) Axe c, oder o ift die eine 
Dingonale des umgeſchriebenen Vierſeits, die zweite ijt y’, vie dritte 
ijt [(a,7b,)~(ag*b,)]. Nach § 11. Lehrſatz 38.6. ijt mun der 
Durchſchnittspunkt LP von o mit [(a,*b,)—(a,*b,)] ver Pol von y; 
alfo ijt derſelbe nach § 11. Lehrſatz 44. zugleich dev Punkt, in welchem 
ber vem Strahl y’ entfprechende Strahl y dev Guvolution vie o 
ſchneidet. Oa mm [(a,*b,)~(a,*b,)] felbft durch S geht, fo mug 
dieſe Gerade felbft y fein. Wan erhalt alfo im Durchſchnitt von 
y mit b, einen Punkt, durch den a, gehen mug. Ziehen wiv nun 





) Man ſehe Paulus: „Gruudlinien dee neueren Geometrie“. Aufgaben- 
ſammlung. 
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von E einen Strahl o’ nach (a,+e,) und fuchen den entfprechenden 
invstutorifgjen ia 6, fo geht derfelbe aus denfelben Gründen, wie 
y durd) (a,*b,), durch (a,*e,); man erhalt alfo im Durchſchnitts- 
punft von I ce, einen zweiten Punkt, durch den a, gehen muß. 
Sieht man nun [by -y)-(e3)], fo ift dieß die Tangente a,. 
Berner liegt aber auch auf dem Strahle y, welder dem durch (a,*b, 
gehenden Strahle y entfprict, der Punft (a,*b,); oder es geht by 
durch (a, *y). Zieht man nun noch von S nach (b, cy) den Strahl 6” 
und fucht den ihm entfprechenden ¢, fo geht derſelbe durch (b,*c,), 
oder b, geht auch durch (c,°¢). Bieht man alfo [(a,*y)— (c,°o)], 
fo ijt vies vie Tangente b,. Man hat mm fünf Langenten a,, bj, 
Cy, ay, by, alfo ift nach Lehrſatz 12. A. 1) der Kegelſchnitt beftimmt. 
Man hat aber auch ſogleich noch eine fechfte Tangente, denn auf & 
liegt auch (ayte,) oder ec, geht durd) (a,° 6), und € geht and) durch 
cy), oder cy geht dure (b, +); sieht man alfo [(a, -8)—(by 8), 
fo ift dieß c,. Man hat ferner, da man das vollftindige Vierfeit 
a,b,a,b, hat, auch die Involutionsaxe c. Sind insbefondere als Gu- 
volutionscentrum ein äußerer Punkt =, Fig. 131. a. und ftatt e, 5 
iy qf mur die zwei Hauptftraplen s, 8’, der Guvolution gegeben; fo 
fann man, one dag noch ein anderes Paar entfprechender Strabhlen 
gegeben gu fein brancht, die Curve finden. Denn man hat dann fiinf 
Tangenten, s, 8, a,, by, cy, wodurch nach Lehrfag 12. A. 1) der 
Kegelſchnitt ſchon beftimme ift; over mar kann verfahren, wie eben ges 
geigt wurde; mur ift es jebt Leichter, den 3. B. dem Strahl y’ entfpre- 
chenden y gu finden; denn man hat ign nur fo zu beſtimmen, dag >, 
8/87 harmoniſch Ebenſo finden ſich d und € aus der Bedingung, 
daß 2,sd’s'd und X,st’s’¢ Harmonife) fein müſſen. Daf damn an = 
wirklich ein invotutoriier Strahlbüſchel mit ven Paaren entfprechens 
dev Strahlen y, 7; 6, 6’; 6 bf und den Hauptftrahlen s, s’ entſteht, 
folgt fogleich aus § 4, Lehrjag 17. und 19. Zugleich gehirt auch 
jedes andere Baar Strahlen a, x’, welches fo befehaffen ijt, dag Z,sa’s"a 
harmoniſch ijt, verfelben Guvolution an, nach § 4, Lehrſatz 18.6. — 
Gs fei num von einem Kegelſchnitt gegeben die Involutionsaxe o und 
zwei Paar, die Guvolution auf ihr beftimmende Punktpaare E, B'; 
H’; umd drei beliebige Curvenpunkte, 3. B. Ay, By, O,, Gig. 131. a, 
131. b. Man giehe mm (A,-B,), welche die o in Tr fepneivet, fo 
mug, wenn man auf o ven dem LF entfprechenden Punkt I’ ver In— 
volution fucht, diefer anc) anf (A.~B,) liegen. Denn, da A, und 
A,, B, md B, homologe Buntte dev beiden die Gnvolution bilden— 
ren Syfteme find, fo ſchneiden i nach § 9. Lehrſatz 24. (A,— B,) 
und (A,~ B,), aber aud) (A,~ und (A,~B,) anf der Axe o. 
Dentt man fic) ferner das olf dige Viereck ‘Ay B, “4 ie * 
ſtruirt, ſo gehen nach demſelben Satze (4. A,) And B,) 
burch das (noch unbefannte) Suvolutionscentrum >; bet it ein 
Durchſchnittspunkt ber Gegenfeiten des volfftiubigen Biereds A,B, A,Ba, 
ber gweite ijt D, ber vritte [((A,—-B,)*(A,—B,)]. Nad § 11. 


25* 

















888 § 12. Beſtimmungsſtücke ber Kegelſchnitte. 
Sefpfat 38.6 ift nun die Berbindungsgerade von E mit [(A,- B,) 

—B,)] de Polare von L; es iſt alfo diefelbe nach § 44, gue 
ahi der von E ausgehende Strahl, anf welchem im Durchſchnitts— 
puntte mit o der dem I entiprechende Buntt I’ fliegen mug. Da 
mim [(A,~ By) *(A,—B,)] feloft auf o liegt, fo muß dieſer Punkt 
identiſch fein mit I’; oder man mug, wenn man auf c den dem Punkt L 
entiprechenden der Snvolution fucht, den Punktt ((A,~ B,):(A,~B,)] 
erhalten. Man erhält alfo, wenn man I” mit B, verbindet, einen 
Strahl, auf vem A, Liegen mug, over es liegt A, auf (B,—T"). 
Aus denfelben Gründen mug auch A, auf (C,— A’) fliegen, wenn 
man den Durehfehnittepunft von (A, C,) mit o durch A, und den 
ifm entfprechenden involutorifehen mit A’ bezeichnet. Es ift daher 
der Durchfchnittspunft von (By —1’) und (C,~ A’) der Punkt Ay; 





ebenfo ijt, wenn man den Durchſchnittspunkt von (B,—~C,) mit o 
durch Z, und den entfprechenden init Z’ bezeichnet, B, anf (A,— I’) 
and auf (C,— 2’), alfo im Duvehfehnittspunft (CA, 1’) + (C,~ 2] 


gelegen. Man hat alfo jest fünf Curvenpunkte, die zur Beſtimmung 
der Curve ausreichen. Auch findet ſich ſogleich noch etn ſechſter Punkt 
©,, nämlich in (CA.A) (B,~ 24], and das Snotutionscenteum 
= durch den Dur chfchuitt von (A, A, 2) mit (B,~B,) over (C, ~C,). 
Gind ftatt ver zwei Paave, die Involution af o bejtimmenden ents 
ſprechenden Punkte, im Falle die — eine wirkliche Secante ift, uur die 
beiden Hauptpunfte S, S’ jtatt ver zwei Punktpaare E, E'; H, H’ 
Gig. 131. a. gegeben, fo läßt fich ebenfo der Kegelſchnitt finden, in- 
dem man, um die Bunfte 1, A’, Z’ gu finden, nur folche Punkte gu 
fuchen hat, die in den Punktreihen ¢ STS’; ¢ SAS’; cZS’ die dem 
UV, A, Z jzugeorducten harmoniſchen find nach § 4. Lehrjag 18.6. 
Man fieht alfo: 





13. Lehrſatz. Cin Kegel- 
ſchnitt ift vollftandig be- 
jtimmt, wenn ein Punkt Y als 
Snvolutionscentrum, zwei 
vie Fuvolution beftimmende 
Paare entfpredhender In— 
volutionsftrahlen, und drei 
beliebige Tangenten gege— 
ben find. Fig. 131.0, 131. b. 


und: 

14, Lehrſatz. Cin Kegel- 
ſchnitt ijt volljtandig bee 
ftimmt, wenn ein Bunft > 
als Qnvolutionscentrum, 
die beiden Hauptitrahlen 
s, s', der Suvolution und 


13. Lehrfak Cin Kegel- 
ſchnitt iff vollftdndig bee 
ftimmt, wenn eine Gerave 
c¢ als Involutionsare, zwei 
die Involution beftimmende 
Pacre enutfpredender Que 
volutiongpunfte, und drei 
beliebige Curvenpuntte ge- 
jgeben find. Fig. 13la 
| 131.d. 


14, Lehrſatz. Cin Kegel- 
ſchnitt ift vollftindig bee 
ftimmt, wenn eine Gerave 
c¢ al8 Guvolutionsaze, die 
betben Hauptpuntte 8, 8’, 
der Quvolution und drei 
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vrei beliebige Tangenten | beliebige Curvenpuntte gee 
gegeben find. Sig 131. a. geben find. Sig. 131. a. 


Man fieht alfo, dak man, wenn fünf Elemente, Tangenten, oder 
Curvenpuntte gegeben find, um noch mehrere andere zu finden, vere 
ſchiedene Wege einſchlagen fann, einmal den oben vor Lehrfag 1. an- 
gegebenen, fodann den auf Involution berufenden, indem man den 
Durchſchnittspunkt jeder zwei Tangenten als Guvolutionscentrum, die 
Tangenten ſelbſt als Hauptſtrahlen anſehen kann. Hat man alfo 
aus gegebenen drei Tangenten a,, b,, c, drei andere a,, by, Cy 
gefunden, fo fann man 3. B. (a,*b,) al S anfehen, und nach dere 
jelben Methode wieder andere aufſuchen, n. f. w. Hat man mit 
Hilfe von drei Curvenpunfter A,, B,, C, drei nene A,, B,, C,, 
gefunden, fo fant man 3. B. (A,—~B,) als Involutionsaxe c, A, 
und B, als die Hauptpuntte S, 8’ anfehen, und fo fortfahrend, 
immer mehr Gurvenpuntte aufſuchen. Es gilt dies natiirlich, mag 
anfänglich die Suvolution dure) zwei Baar entfprechender Elemente, 
oder durch die Hauptſtrahlen oder Hauptpuntte beftimmet gewefen fein. 

Es wurde im Bisherigen vovausgefest, da von der zu cone 
ſtruirenden Curve nichts weiter befannt fet, als daß fie ein Kegel— 
ſchnitt fein ſolle. Iſt aber genaner angegeben, was fiir einer der— 
felben, fo find oft nicht fo viele Stücke zur Beſtimmuug ndthig, als 
im Bovrigen angegeben wurde. Geſetzt 3. B. es foll ett Kreis con- 
fivuirt werden, und es find mur gegeben drei Buntte, 3. B. A, A’, P, 
Gig. 134., fo braucht man ſich nur an § 11. Lehrſatz 66.) gu ere 
innern. Man nehme zwei diefer Punfte als Seheitel gleicher Strahl 
büſchel an, 3. B. A und P, giehe von A einen beliebigen Strahl, 
3. B. (AD), fo hat man nur einen folchen Strahl (P—D) an P 
gu fegen, dag dev von (A~A’) und (A~D) eingeſchloſſene Winkel 
gleich dem von (P~ A’) und (P—~D) eingefehloffenen ijt. Durch die— 
ſelbe Bedingung beſtimmt fic) jeder folgende Strahl; nur miiffen die 
Strahlen einftimmig verlaufen, da man fonft eine gleichfeitige Hyper- 
bel erhalt; man fieht alſo, daß Kreis und gleichfeitige Hyperbel ſchon 
durch drei Curvenpuntte beftimmt find. Man fann ferner, wenn eine 
Parabel conſtruirt werren foll, ſchon mit vier Tangenten a, b, c, d 
Gig. 147. ausreichen, indem man als fünfte die unendlich entfernte 
annimmt. €8 mug nämlich nach § 11. Lehrſatz 66. y) die Punkt- 
veihe 3. B. auf a proportional ver auf b fein. Gind alfo auger 
a, b noch zwei Tangenten, c, d gegeben, fo fann man fofort den 
Berührungspunkt A auf a, B auf b finden. Man hat nur von 


G 





(a+ d) aus eine ſolche Stree ©, A gu beftimmen, dak ae = 
—J 





va, 5 — Bo. 
ijt; ebenſo findet ſich Bauf b durch) die Proportion 5,2, ~ 8,2," 


Um ferner cine weitere Tangente e gu finden, nehme man auf a einen 
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ee 
Punkt €, willkürlich an und beftimme auf b einen Punkt €, fo, daß ae 





é 

= 6a ijt, fo ift (©,-€,) eine fiinfte Tangente e. Auf gleiche 
22 

Weiſe Lape fich jede folgende finden; es ijt demnach die Parabel voll- 

ſtändig beftimmt. Man fieht alfo, daß fiir dieſe ſpeciellen Kegelſchnitte 

der Lehrſatz 12. A. 1) fich dahin abändert: 

15. Lehrſatz. Die Para— 15. Lehrſatz. Der Kreis 
bel ift ſchon durch bier im und die gleichfeitige Hyper— 
Endlihen liegende Tangen- | bel find ſchon durch drei 
ten vollftdndig bejtimmt. Curvenpunfte vollftindig 

beftimmt 


Sm Falle man weif, dak zwei Tangenten, 3. B. a, b fich auf 
der Axe der Parabel ſchneiden, braucht man fogar nur drei, da dann 
die Proportionalitit in Gleichheit iibergeht. Wie fich die übrigen in 
Lehrſatz 12. ansgefprochenen Sige fiir Parabel, Kreis und gleichfeitige 
Hyperbel abändern und veveinfacyen, wird man leicht beurtheilen. 


§ 13, 
Collineation der Kegelfdnitte. 


Es feien, Fig. 148., K,, K, beliebige gegebene, d. h. verzeichnet 
regen Kegelſchnitte und a,, b,, ce, drei beliebige Tangenten an 
K,, A,, B, die Berührungspunkte von a,, by; a,, by, ¢, dret bee 
liebige Zangenten an K,, und A,, B, die Beriihrungspuntte von 
ay, by. Biehen wir ferner an K, eine beliebige vierte Tangente d,; 
fo läßt fic) ftets auf a, ein Punt (a,*dy) finden von folcher Lage, 
daß Punktreihe a,,(a,*b,) (a_* eo) (ay *da)Ay A ay,(ay"b,) (a,e,) 
(a,°d,)A, ift. Ferner laͤßt fic) auf b, ein folcjer Punkt (b+ d,) 
finden, daß Punktreihe by,(b,*a,) (by *d,) (by*c,)B, A by(b, *a;) 
(b,°d,) (b, *¢,)B, ift. Zieht man mm [(a,*d,)—(b, d, M fo 
mug diefelbe den Kegelſchnitt K, beriihren, denn, da a, die Curve 
beriihrt, und (a, da) nicht mit A, gufammenfallen fann, fo mug nach 
§ 11. Lehrſatz 25. durch (a,*d,) noc) eine Tangente gehen, ebenfo 
durch (b,*d,). Nennt man den als noch unbefannt anjufehenden 
Durehfchnittspuntt, ven die Tangente, weldje die a, in (ay* dy) trifft, 
auf b, bilvet: (b,° 6), fo mug nach § 11. wily 65. (by* 2) we 
Conformitätsgleichung gentigen: ay,(ay* by) (az * Cg) (ay * da) A, 
RK by,B,(b,* ¢,) (b,* 8) (bs. ay). G8 ift ‘aber nach dev Conftenction 
ys (@y" by) (a2 Cg) (@a*dy)Ay Kay (a,*b,) ay" o1) (a dy )Ay 
und by,B,(b,"c,) (by ay (b, *a,) Nb B,(b, “e) (by*d,) (by 35 
Da nun Ky ein Kegelſchnitt ijt, fo iit nach § ti. "Qeprjais 65. ee 
— — 
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Alay Ba) (Og Cz) (Oy *dy)Ay 7 by By (by “C2) (Dy * da) (bg a)- 
Gs muß alfo (b, +d) in (b,*d,) liegen, over (b, +d.) muß devjenige 
Punkt fein, in welchem die gente des Regelfehnittes K,, welche die 
a in (a,*d,) tvifft, die b, ſchneidet. & {jo [(a,*dy) — (b,"d,)], 
d. h. d, cine Tangente an K,. Man fieht alfo, wie auch ſchon aus 
§ 10. dehrſze 3. hervorgeht, wenn man das durch die Punktreihen 
Ay (A2"by) (@*Cy) Ag, by(bg* a) (by'd,)B, beſtimmte Syſtem 
contenirt, und “08 auß das von den imteveigjen a,(a,*b,) (a4* eA, 
bj (dy *a,) (be, )By befttmmte collinear begieht (ah § 7. Lehre 
ing 16. 8), fo ift jede ‘Serade d,, des Syſtems IL, die einer Geraden 
d, im Syſtem J. homolog iſt, weit d, ben pure die Geraden a,, 
by, cy und die Beriihrungepuntte Ay B, beftimmten (nach § 12. 
Lehrſatz 12. A. 3) Kegelſchnitt EK, int erſten Syſtem berührt, eben— 
falls cine Tangente an bem im zweiten Syſtem eonſtruirten Kegel— 
ſchnitt K,, welcher von ay, by, c, mid zwar von erfteren beiden in 
A,, B, beriigrt Auch it laͤcht zu ſehen, daß ver Berůhrungs⸗ 
punt D, von dy, dem Berührungspunkt D, von d, Homolog ſein 
mug. Denn nad) § 11. Lehrſatz 65. ift a,,(d," ba) (da &)D, 
(dy" 4) Kba,Ba(by €3) (by" dy) (ba a) mtd d,,(d,"b,) (dy *c,) 
4(d,*a,) by Bi, 9 © 63 phi Oy ay). Mach ver Boranse 
fests ift ane Ba (ba €y) (Dy* dy) (by a.) W ne (bye 1) 
— “alo ijt — a,,(d, "be 9 (d,° 
® ‘ad +h Se. e)D, (dyra,). Da mm ay und a, ein pat 
homologe Gerade ver Syſteme Tan IL, (a, *bs) und (d,*b,), 
(d,*e,) umd (d,*e,), (dg*a,) umd (d,° 24) je ein Paar hometoge 
Punkte find, und nach § 7. Lehrſatz 10, der dem Punkt D, homologe 
Punkt A vie Cigenfehaft haben mug, dag dy,(d.*b,) (dy* cy) Ad," a) 
Kd, (dy*b,) Ay7e,)D,(a,* a4) iit, fo mug A nach Dy fatten. 
Cin Gleiches läßt fic) von jedem anderen Paare Tangenten e,, e, 
ind ihren Berührungspunkten E,, EB, zeigen. Man hatte fich übri— 
gens auch nach § 7. Lehrſatz 17. die deiden Syſteme als von den voll- 
ſtändigen Vierecken A,B, (b,*c,) (ay*¢,), A,B, (by* ey) (aa" d,) 
erzeugt denlen können. és feien ferner, ig. “148, K,, Ky, jwet 
Kegelfchnitte, A,, By, C, drei beliebige Gurvenprmtte des einen, ay, 
b, die Tangenten in AL B,; Az, By, C, drei _beliebige Curven- 
puutte bes anderen, a,, b, die Tangenten in’ Ay, Bay e8 fet ferner 
D, ein vierter Bunft von *K,, und (A, ~D,), (B,~D,) gezogen. 
Man beftimme nun einen fotegen Strahl tA, — —98 (By D,) 
an B,, dag Sreaploiige t a (Ag~ -B 3) (A,~ C,) (A; —D,)a, 
RA, (A,~B,)(A,~ C©,) (A,~ D,)a, uno Sirahloüſchel B,,(B, 
“AV (BLD) 0b, 'B,(8 A, 66 
ijt, fo laßt fic) genan anf diefelbe Beife, wie fo ‘eben an Langenten 
gegiat mute beweiſen, daß, wenn man in der beiden durch Petre 
B,) (Ay C,)a,, By B,~A,) B,~ C,)bys Ags Ba) Ay 
—C,)ay, B, (B,~ A,) (B,7 6, ‘by ‘beftintmten Shftemen (ſ. § 7. 
Lefrfats 16.8) den cinem Bante D, des Kegelſchnittes K, (ver nach 











a 
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§ 12. Lehrſatz 12. A.3) durch A,, By, Cy, a,, b, beftimmt ft) 
homologen Punkt im zweiten Syftem fucht, dieſer ein Curvenpuntt des 
(durch A,, B,, Cy, ag, b, beftimmten) Kegelſchnittes K, fein mug, 
und daß jeder Tangente d, des Kegelſchnittes K, wieder eine Tan— 
gente d, des Kegelſchnittes K, homolog ijt, Da man fich die Collie 
neation beiver Syſteme anch durch die vollſtändigen Vierſeite a,b, 
(B,~C,) (A, C,), agb,(B,~ C,) (A.~ Oy) wach § 7 Lehefats 17, 
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beftimmt denken fann, fo kann man alſo fagen: 


1. Lehrfag. 
beliebigen Kegelſchnitte 
K,, K, laffen fic als ho- 


mologe Curven von unende | 


lich vielen Paaren collinea- 
rer Syſteme anfehen. Um 


ein Baar folder collinearer | 


Syſteme gu erhalten, faun 
man drei beliebige Tangen- 
ten a,, by, c, und die Bee 
rifrungspunftte A,, B, 
gweier derfelben an dem 
einen Segelfdnitt K, als 
drei beliebigen Tangenten 
a,,b,,¢,, und den Berti 





rungspuntten A,, By, gweier | 


perfelben an dem anderen 
Kegelſchnitt K, homolog 
feftfegen. Ober man fann 
ein vollftindiges Biered 
A,B, (b,°¢,) (a,* ey), in wel- 
chem zwei Eckpunkte in be— 
liebigen Curvenpunkten 
A,, B, des einen Kegel— 
ſchnittes K,, die anderen 
beiden Edpuntte (b,-c,) 
(a, *eo) inden Durchſchnitt s— 
punften ber Tangenten a,, 
b, in A,, B,, mit ciner be- 
liebigen dritten c, liegen, 
al8 einem ebenfo befmaffe- 
nen vollftandigen Viereck 
A,B, (b, *¢,) (a, *e,) am ane 


deren Kegelfdnitt K,, wo) 


A,, By gang beliebige Cure 
venpunfte find, homolog 
aunehmen, Seder Tangente 


Sede zwei! 








1. Lehrſatz. Fede zwei 
beliebigen Kegelſchnitte 
K,, K,, Caffen ſich als hoe 
mologe Curven bon unend— 
lich vielen Baaren collinea- 
j ver Ghfteme anfehen, Umein 
Paar folder collinearer Sy— 
jfteme gu erhalten, fann 
| man bret beliebige Curven- 
punkte A,, B, C,, und die 
Tangenten ay, bo gweier 
derfelben an dem einen See 
gelfduitt K, als drei bee 
liebigen Curvenpuntten 
| A,, B,, O,, und den Lane 
genten a,, b, zweier deve 
| felben an dem anderen Ke— 
gelfdnitt K, homolog fefte 
ſetzen. Oder man fann ein 
vollſtändiges Bierſeit a,b, 
(B,~-C,) A-- O, ) in welchem 
zwei Seiten von beliebigen 
Tangenten a,, b, des einen 
Kegelſchnittes Ky, die andes 
ren Seiten (B,~C,), (A,—C,) 
von den Verbindungsgera- 
den der Beriihrungspuntte 
A,, B, der Tangentena,, by 
mit einem beliebigen dritten 
Curvenpuntt C, gebildet 
werden, als einem ebenfo 
beſchaffenen vollſtändigen 
BVierfeita,b,(By—-C, )(A,-C,) 
am anderen Kegelfdnitt Ky, 
wo a,, by ganz beliebige 
| Tangenten find, homolog 
annehmen. Gedem Curvene 
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d, des einen Kegelſchnittes punft D, des einen Kegel— 
K, ift dann eine Tangente | ſchnittes K, iff dann ein 
d, des anderen Kegelſchnit— | Curvenpunft D,, des ande- 
tes K,, jedem Curvenpuntt | ren Kegelſchnittes K,, jeder 
D, des einen cin Curven-| Tangented, des einen einer 
punkt D, des anderen ho- Tangente d, des anderen 
molog. Sig. 148. i homolog. Sig. 148. 


Da es hier weniger um die Syſteme, als um die Kegelſchnitte 
zu thun ift, fo pflegt man von der in § 7, Erklärung 18. aufgeſtellten 
Definition etwas abzuweichen. Nämlich: 


2. Erklärung. Statt gu fagen: Fede zwei ebene Sy— 
fteme, deren jedes einen Kegelfanitt enthalt, können col- 
linear fo anf cinander bezogen werden, daß die Kegel— 
fehnitte Homologe Curven beider Syſteme find, fagt man: 
Sede zwei Kegelſchnitte können collinear auf cinander begogen 
werden, 

Es enthalt dann ver Lehrſatz 1. folgende beide Geſetze: 

3. Lehrſatz. Sede belichigen zwei Kegelfdnitte fine 
nen auf unendlich viele, in Cehrfag 1. angegebene Weifen 
collinear auf einander bezogen werden. 


4, Lehrſatz. Sind zwei Kegelſchnitte collinear anf 
einander bezogen, ſo iſt jeder Tangente des einen eine 
Tangente des anderen, jedem Curvenpunkt des einen ein 
Curvenpunft des anderen homolog. 


Bon beſonderer Widhtigheit ijt der Sak 3. dadurch, daß ihm gue 
folge jeder beliebige Kegelſchnitt als mit einem Kreiſe collinear ane 
gefehen werden kann, fo dag nach den Gefesen der Collineation § 7. 
Lehrſatz 9. 10., 13., 14, 15.3 § 10. Lehrſatz 2., 3. eine Reihe vow 
Gigenfchaften, nämlich alle diejentgen, die fic) auf Couformität grün— 
den, und die hieraus abgeleiteten Sige der Collineation und Invo— 
lution auf die übrigen Kegelſchnitte ausgedehnt und von ihnen behauptet 
werden können*). Bergeichnet man umgefehrt ein ebenes Syſtem, 





*) Steiner in ſeiner: „Syſtematiſchen Entwickelung der Abhängigkeit ze.“, 
§ 35. — § 40., und Geybewig in feinem Bude: Dad Weſen dev involutos 
riſchen Gebilde in der Ebene rc." Seite 26., definiren „Kegelſchnitt“ in der alther- 
fommliden Weife, indem fie diefe Curven als aus einem Kegel geſchnitten auſehen, 
ober fie als Projection eines Kreijes im Raume im Weſentlichen auf die Art, wie 
fie in ber Ynmerfung ju § 11. Grélirumg 64. angegeben ift, anfehen; Paulus in 
jeinen: „Grundlinien dev neueren Geometrie” Seite 153., um die Anwendung der 
rinmlidjen Projection zu vermeiden, verſteht unter ,,Segelfdmitten” die dem Kreife 
collineaven Curven, und leitet die Eigenſchaften derfelben auf die im Texte angegebene 
Weije aus denen des Kreiſes ab. YAbgefehen davon, dak bei diejer Definition erſt gu be» 
weiſen ift, bak die fo entfteyenden Curven and) wirflic mit den fonft unter dem 
Ramen ,, Kegelfdnitte” befaunten identifd) find, bat dieſes Beweisverfahren, fo bee 
quem es aud) ift, eine Sdattenfeite. GCs Laffer ſich namlich beim Kreiſe bie auf 
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sieht in ihm einen Kegelſchuitt, oder, im Speciellen, Kreis K,, Fig 148., 
conſtruirt dann ein zweites Syſtem anf die in Lehrſatz 1. angegebene 
Weife, indem man drei Gerade a,, by, c, den dvei Tangenten vor 
K,, a,, b,, ¢,, und zwei Punkte anf a,, b,, nämlich A,, B,, als 
den Verithrungspuntter A,, B,, von a,, b, homolog annimmt, oder 
indem man drei Punkte A,, B,, C, als den Curvenpunkten A,, B,, Cy 
yon K,, und die durch A,, B, gehenden Gevaden a,, b, als den 
Tangenten a,, b, von Aj, B, homolog annimmt, oder indem man 
ein Bieved A,B, (b,*c, Jay! ny als dem Biere A,B, (b,*c,) 
(ayte,) ober ein Bi (eit a,b,(B,~ C,) (A,— C,) als dem Biers 
feit a,b,(By- C,) (A,7C,) — annimmt, und ſucht im zweiten 
Syſtem die den Beliebigen Curvenpunften D, von K, homologen 
Punkte D,, fo müſſen diefelben auf einem Kegelſchnitte liegen. Denn 
nach § 7. Lehrſatz 13. fonn es gu jeder Gevaden d, des erſten 
Syſtems nur eine eingige Homologe Gerade d, des gweiten Shftems 
geben. Auf einer Geraden d, kann es höchſtens zwei Punfte der 
Curve K, geben; daffelbe mug nach § 10. Lehrſatz 6. auch im zweiten 
Syſtem ſtatt haben, und zwar müſſen ebenfo viele Punkte auf dy 
Liegen, als aufd,. Ferner find, wenn K, ein Kreis iſt, je zwei Strah ic 
biifehel A, (Ay *B,) (A,-¢ D(A, ~D,)a,,By,(B,~A,) (By =D.) 
(B,-C, yb ateid), aljo cnteh conform ift K ein anderer Megel- 
ſchnitt, fo ijt ebenfalls, nach § 11. Reha 65. Ay, (A,-B,) (A,-6,) 
(A,~D,)a, 1 B,,b,(B,-C,) (B,—D,) (B,-A,), und nach dem 
jelten Sate ijt (mag R, ein tis ober ein anderer Kegelſchnitt 
fein) aia” b,) (ate) (a, “dA, Ab Bi *c,) (b,'d,) (by*a,). 
Nach § 7. x Lefrfas 9. iſt aber ay rane 2 ae ,) (A, =D, ay 
RA, (A, By) (A,~0,) AD, ay; Bab (By G,)(B, Da 
(B,~ A\a K — C JB, -D 4) Ba A vi ay Gad 2) 
(agtes)(y" dy)A'y H ay(ay*d,) (@y*e,) (ay GAG; DayBy(Da"ea) 
(body) (by *a,) A bu Ba Cs" es) (bse a) (b, Big alo i" aud) 
A,(A,~ B,) (A,~C,) (A> Data 4 33 C,) (B,~D,) 
(B,~A,) und a,,(a,"b, 8) (ay *Cy) (ay*dy). ARH, (by 6 (b, “d,) 
(by * a, 2: G8 ift aljo nach § 11. Lehrfak 65. die der Curve K, 
Homologe ein Kegelſchnitt. Man Yann alfo einmal vie uͤmtehrung 
von Lehrſatz 4. behaupten, nämlich: 


5. Lehrſatz. Bezieht man ein ebenes Syſtem auf die 
in Lehrſatz 1. angegebene Weife collinear auf ein anderes, 


Gonjormitit hinauslaufenden Eigenſchaften leicht beweiſen; die Gleichheit ber Strahl⸗ 
dſchet folgt fogleidh ans der Ehen haſt dev Peripheriewintel; dak fede rect Tan- 
genten von jeden vier iibrigen conform getheilt werden, ergiedt fic) ebenfalls feicht 
aus ben befannten Gigen{diajten bes Sreifes, und das fo gefunbene Mefultat apt 
fich dann mittelft der Collineationsgefebe feld§t auf bie iibrigen Segelichnitte iber- 
tragen. G8 ift jeboc) nicht miglich, dieß bei ine divett auf eine Weije barguthumn, 
die ter beim Lveife befolgten im Entfernteften analog wave, weil eben der Berweis 
bet bemielben ſih auf feine bekanmen einjachen Cigenſchaften fligt, weldhe die ibri- 
gen night befigen. 
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weldhes einen Kegelſchnitt K, enthalt, und ſucht in dem 
erjteren die demfelben homologe Curve, fo ift diefelbe 
allemal wieder ein Kegelſchnitt. 


und im Beſonderen 


6. Lehrfas. Jeder Kegelſchnitt kann als etme dem 
Kretfe homologe Curve betradtet werden in zwei ebenen 
Spftemen, die nach Lehrfag 1. collinear auf einander be— 
gogen find, und umgefehrt: 

Bezieht man cin ebenes Syſtem nach Lehrſatz 1. colli- 
near anf cin anderes, welches einen Kegelſchnitt (3. B. 
einen Kreis) enthalt, und fucht die diefem homologe 
Curve des erften Syſtems, fo erhalt man allemal einen 
Kegelſchnitt. 

Der Lehrſatz 5., alfo auch die Umkehrung in 6 laſſen ſich übri— 
gens noch allgemeiner ausſprechen. Es ſei cin ebenes Syſtem vere 
zeichnet, und in demfelben cin Kegelſchnitt K,, Fig. 149. Man fege 
ein dicfem Syſtem nicht angehiriges vollftindiges Vierſeit a,b.c,dy 
als Homolog irgend einem Bierfeit ves erſten Shftems, 3. B. dent 
umgeſchriebenen Vierſeit a,b,c,d,. Um nun die dem Kegelſchnitt K, 
Homologe Curve des zweiten Syſtems zu finden, haben wir mur 3. B. 
auf a, einen foldjen Punkt A, gu fuchen, daß Punktreihe a,(a,*b.) 
(a* Gp) (ty "dy) Ag A 44(a4" by) (@y" ey) (ay dy) Ay iffy wen A 
der Veriihrungspunft von a, ift; ebenfo findet fic) B, auf b,, C, 
afc,, D, auf d,. Oa mm K, ein Kegelſchnitt ijt, fo ift nach 
§ 11. Lehrſatz 65. Punktreihe a,,(a,* b,) (ay * cy) (ay*d,)Ay 
7 by,By(by ey) (by "d,) (by a4)» abfo. ath a,(ag" by) (ay* cg) 
(a,°d,)A, KX by, B, (by°¢,) (body) (ba*ay) umd fo bei jedem an— 
deren Baar Tangenten. Zieht man im Syſtem I. noch eine Tangente, 
fie heiße m, und bejtimmt zwei Bunfte (a,*m,), (b,*m,) auf a,, b 
im Gyftem IL fo, daf ay, (ay° by) (ay ¢,) (a°d,) (a “mo) 
T ayy(ay"b,) (ayer) (ay"4y) @y7m,) imo -by,(By’ €,) (by dy) 
(by 4g) (by"'my) 7% by/(b, "e,) (by °4,) (by ay) (b,7m,) Ht, fo 
ijt, weil nach $711. Rehefas’ 65. auch cy,(c,"a,) (C; *b,) (ey dy) 
Cy 7m) "Hag A, (ay by) (ayy) (a, *1m4) if, auth 3, (egg) 
@y* ba) (Cy*d,) (ey My) A hyyAg(Mg" bz) (a, dy) (ay*mg) td 
iiberhaupt ijt der Durchſchnittspunkt von m, mit jeder der Geraden 
Ay, by, Cy, dy ein Punkt der conformen Theilung. Es find alfo 
nach § 11. Lehrſatz 65. die Geraden az, b,, c,, dy, m,, ete. Lane 
genten eines Kegelſchnittes, und gwar ift A, der Berührungspunlkt von 
ay, B, der von c, etc. Man erhilt alfo ale Curve K, einen Kegel= 
ſchnitt. Gest man ebenfo irgend ein vollſtändiges Biere A,B,C,D, 
eines einen Kegelſchnitt K, enthaltenden Syſtems einem beliebigen, nicht 
gu diefem Syſteme gehörigen Viereck A,B,C.D,, Fig. 149., homolog, 
und beftimmt die der Tangente a, an K, entfprechende Tangente a, 
dadurch, daß man eine folche Gerade fucht, daß Strahlbüſchel A, a, 
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(A,-B,) (Ay-C,) (Ag-D,)F Aya, (A,-B,) (Ay-G,) (A,-D,) 
ijt, und eine dev Fanigente b, — Gerade b, dadurch, daß man 
Strahlbüſchel B, (By = Ay) Do (B,~ C,) (B, =D.) A_B,(B,—A,) 
b,(B,-C dB, J 1) macht, fo inp oud A,a,(A,—B, a) (A 2 O,) 
(A, Dp a) A “B,(B,~ A,) b,(B,— C,) B, “D,) fein, ba im She 
fem J. ber trahlbuſchel conform B ijt. Ebenſo müſſen auch 
die Strahlbiifejel A,, 33 Az, D, ete. conform fein, Nimmt man 
auf K, noch einen beliebigen sitet AS ev heiße M, an, und i 
Ma, | FJ man 



















we (Be G,) (B, 35 oe Odd A,a(AL— BY) in “C,) 
,~M,) \B,,(A,~A,) b,(B,~ C,) (BL — iM ) fein. Cbenjo 
den conformen Strahlbüſcheln 3. B. A,, C, der Strahl 
27 M,) dem Strahl (A,~M,) entfprechen, da in den conformen 
Strahlbiifeyeln A, und C, der ‘Strapl (C,—-M,) vem (A, ~ 
entſpricht u. ſ. w. Es ift daher die Curve Ky nach. 811. Gehrfats 65. 
eit ste petfgntts Ghenfo hatte man einem beliebigen vollftindigen Bier- 
jeit (A,~B,)e,(C,~D,)(D,~A,) in einem einen Kegelſchnitt 
endem. Sy jtem, Big. 150, cin beliebiges vollftindiges Vierſeit 
(A, ~ B,) ey (C, ~D,) (D,~A,) als homolog annehmen finnen. 
Saflimnt man mun in dem burg Das letztere erzeugten Shftem die den 
Curvenpunkten L,, M,, N,, RB, homologen, L,, M,, N,, R,, indent 
man Punktreihe (A,~B,), A, sL,B, G,% (A,~B,), A,L,B a 
(A ~'B,), A,M.B, Gy “K (Ay BA M,B, G3 (Ay —D,), 















Patt ~"D,), AND) #5 B,~D,), BB B,D, 
w ‘(B,~D 1) BR, E ,D, macht u. ſ. w., fo folgt ebenfo, bag fie 
auf einem Megel{epuitt liegen miiffen, denn es ie wenn * c, x 
Kegelſchnitt Q,, Cy ſchneidet, Strahloiifdel M,L,Q,D,N, TR 
L,Q,D,N,, alfo ‘anh M,,L,Q,D,N, A R,,L,Q — — 
tuts jedem Punkt ves Kegelfehnittes Ky ijt ein Pune Homolog, der 
auf einem Segelfdjnitt R.L,M,N,D, liegt Bon demfelben Gefege 
überzeugt man fic), wenn man bon  aygentd einem vollſtändigen Vierecke 
ausgeht. Man ſieht alſo, daß man nicht blog, wenn man die beiden 
Syſteme anf die im Lehrſatz 1. angegebene Weife auf einander bezieht, 
fondern auch, wenn man fie auf irgend eine andere Art anf einander 
bezieht, als Curve, die einem Kegelſchnitt K, homolog ijt, wieder einen 
Kegelfchnitt erhält. Man erhilt alfo den 

T. Lehrſatz. Werden zwei ebene Shfteme, deren eines 
cinen Kegelſchnitt enthalt, auf irgend eine Weife collinear 
auf cinander bezogen, fo ijt die bem Kegelſchnitt homologe 
Curve des zweiten Syftems allemal ebenfalls ein Kegel- 
ſchnitt. 


Wir hatten in Lehrſatz 7. angenommen, daß nur in einem von 
zwei ebenen Shftemen ein Kegelſchnitt vergeichnet vorliege, und daß 
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die ihm homologe Curve im zweiten Syſtem erſt gejucht werden folle. 
twas ganz andered ijt es aber, wenn nicht bloß im erften, fondern 
auch im zweiten Syſtem ein Kegelfchnitt bereits ver zeichnet vor— 
liegt, Fig. 148., und verlangt wird, beide Syſteme ſollen collinear 
fo auf einander bezogen werden, daß dem Kegelſchnitt K, dev bee 
ftimmte, und bereits vorhandene Kegelſchnitt K, homolog fei. Dann 
fann man nicht, wie man vielleicht anf den erſten Anblick glauben 
könnte, 3. B. ein dem K, umgeſchriebenes beliebiges vollſtändiges Bier- 
jeit a,b,c.d, als cinem dem K, umgeſchriebenen vollſtändigen Bier- 
feit a,b,c,d, Homolog annehmen. Denn fucht man die einer ferne- 
ven Langente m, des Megelfehnittes K, hemologe Gerade m, tm 
zweiten Syſtem, ſo muß dieſelbe, wie eben gezeigt wurde, zwar auch 
einen Kegelſchnitt berühren, und gwar denſelben, den ay, by, Cy, dy 

bevithren. Wher nach § 12. Lehrſatz 12. A. 1) iſt ein Kegelfeuitt 
erſt durch fiinf Tangenten vollſtändig beftimmt, es giebt alfo, wenn 
nur vier Tangenten a,, by, cg, dy gegeben find, unendlich viele 
Kegelſchnitte, weldje diefelben als Tangenten haben können. Einen der— 
felben mug man nun erhalten, aber ob gerade den, dev bereits vere 
zeichnet vorliegt, dad ijt die Frage, ud eS iſt fein Grund, daß es fo 
fet. Noch weniger Fann man iiberzeugt fein, den gegebenen Kegel— 
jehnitt K. gu erhalten, wenn man zwei beliebige Vierſeite rev beiden 
ebenen Syſteme als homolog annimmt, 3. B. folche, wie in Fig. , 
in denen drei Seiten Gecanten dev Kegelfehuitte K,, K,, die vierte 
eine Tangente ijt. Auch wenn man, Fig. 148., ein vollftindiges, dem 
K,, eingefchriebenes Bierecd A,B,C,D, als einem vollſtändigen dem 
K, eingefchriebenen Vierſeit A,B,C,D, Homolog fest, und mun den 
Puntt M, des gweiten Syftems fucht, dev einem Puntt M, des Kegel 
ſchuittes kK, homolog ijt, fo liegt zwar M, mit A,, B,, C,, D, 
auf einem ‘Regelfepuitt, aber, da nach § 13, Lehrfa 12.A.1) eit 
folcher durch vier Punkte A,, B,, Cy, Dy nicht vollftindig bejtimmt 
ift, fo brancht M, nicht gerade anf dev Curve K, ju fiegen; ebenfo 
wenig, wenn man ganz beliebige Vierecke als Homolog fest. Bezieht 
man aber die Shfteme fo auf einander, wie in Lehrfag 1. angegeben 
wurde, indem man drei. Tangenten des einen drei Tangenten des ane 
deren und die Berührungspunkte von zweien derfelben an dem einen 
den Berührungspunkten der entiprechenden Tangenten im andeven als 
homology annimmt, oder indem man drei Curvenpuntte ves einen drei 
Gurvenpuntten des anderen, und die Tangenten an zweien derfelben 
in dem einen den Tangenten an den entfprecyenden Puntten im anderen 
a8 homolog annimmt, fo ift damit, wie oben bewiefen wurde, nicht 
nur die Collineation vollftindig beftimmt, fondern man muß auch, als 
bem K, homologe Curve die. gegebene K, erhalten, da nach § 12. 
Lehrfag 12. A. 3) durch die genannten Stücke ein Kegelſchnitt voll-- 
ftindig beftimmt ift, und es nur einen geben fann, dev von drei Tan— 
genter fo berührt wird, dag die Beriihrungspuntte von zweien geges 
bene Punkte find, oder der durch drei Puntte der Art geht, dag ev in 





398 § 13. Collineation der Kegelſchnitte. 


zweien derſelben bon gegebenen Geraden beriifrt wird. Welche dret 
Taugentenpaare, oder welche drei Punftpaave man als Homolog anſehen 
will, das ijt aber beliebig, md deßhalb können auch zwei, verzeichnet 
vorliegende Kegelſchnitte, auf unendlich viele Arten collinear auf eine 
ander bezogen werden. Der Lehrſatz 1. over 4. läßt ſich alfo nicht 
verallgemeinern, wie e8 mit feiner Umkehrung (Lehrſatz 5.) dev Fall 
war, vielmehr müſſen wir fagen: 





8. Lehrſatz. Zwei ebene Syſteme, deren jedes cinen 
Kegelſchnitt verzeichnet enthalt, können nicht auf jede be- 
liebige Weife collinear auf einander bezogen werden, 
wenn die beiden vorgefdricbenen Kegelſchnitte homologe 
Curven ver collinearen Syſteme werden follen; begieht 
man aber die Syjteme auf vie in Lehrſatz 1. angegebene 
Weife collinear auf einanver, fo ijt der Kegelſchnikt in dem 
cinen dem Kegelſchnitt in dem anderen Syſtem homolog. 
oder kurz, mit Berückſichtigung von Erklärung 2.: 

9. Lehrfak. Bwei verzeichnet vorliegende Kegel— 
ſchnitte K,, K, finnen nidjt auf jede beliebige Art collinear 
auf cinanber bezogen werden, wohl aber ſtets auf die in 
Lehrfag 1. angegebene Weife. 


Auch die fpeciellen Arten der Collineation, Affinität und Aehn— 
lichkeit köͤnnen bet den Kegelſchnitten vorkommen. Um uns hierüber 
zu orientiren, erinnern wir ims, daß bereits im § 12. ausgeſprochen 
worden war, ein Kegelſchnitt ſei nicht allein durch die dort in Lehr— 
fa 12. A. angegebenen Stücke beſtimmt. So ijt z. B. leicht zu ſehen, 
daß Kreis und Ellipſe vollkommen beſtimmt ſind, wenn von ihm die 











Endpunkte eines Durchmeſſers und ein Eudpunkt des ihm conjugirten 
Durchmeſſers gegeben iſt, und daß eine Hyperbel beſtimmt iſt, wenn 






von ihr ein Paar conjugirter Durchmeſſer und die Strecke, die auf 
der Tangente im Endpunkt des einen Durchmeſſers von dieſem und 
einer Aſhmptote eingeſchloſſen iſt, gegeben iſt, dag cine Parabel voll— 
kommen beſtimmt ijt, wenn von ihr eine dev Axe pavallele Gerade, 
iy im Endlichen liegender Durchſchnittspunkt und die Richtung der 
Sehnen, die von dieſer Geraden halbirt werden, und der eine End— 
puukt einer fo halbirten Sehne gegeben iſt, zugleich mit dem Mittel— 
punkte der Sehne, und vem Abſftande dieſes Mittelpunktes von dem 
Punkte, iam dem die der Axe parallele Gerade die Parabel ſchneidet. 
Denn eS fet Fig. 182. a. in einer Ellipfe v's’ ein Durchmeſſer, 
A ein Endpunkt des ihm conjugivten, fo fennt man ſogleich die Rich— 
tung o” des dem o” conjugivter Durchmeſſers, denn man hat nach 
§ 11, Erklärung 49. nur -& mit dem Mittelpunkt M von b/s’ gu 
verbinben; um den anderen Endpunkt vs des conjugirten Durchmeſſers 
zu finden, hat man nur (sb —M) um feine Länge Meb = Mvd über 
M hinaus gu verlingern. Zugleich weiß man nach § 11. Lehrſatz 50. 4), 
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dag die Tangenten in &’ und vs! parallel o”, die an &, vd parallel 
of find. Man kann diefelben alfo fofort geichnen. Man hat alſo vier 
Puntte cb’, Ww’, be, Vo und ihre Tangenten, folglic) noc) mehr, als 
zur Beſtimmung ves Kegelſchnittes nöthig iſt (vergl. § 12. Lehr- 
fog 12. A. 2); 3)). Gbenfo ijt es beim Kreis, wo fogar nur cin 
Durchmeſſer gegeben zu fein braucht, denn von dem ihm conjugivten 
weig man aus § 11. Lehrſatz 53., dak er fenfrecht auf dem erſten 
fteht, daß alfo nach § 11. Erklärung 52. beive ein Paar Axen find, 
und da die Curve ein Kreis ift, fo mug die fleine Ure gleich ver grofen 
jein, man hat alfo auch fogleich ihren Endpunkt. Gind in der Hy— 
perbel Fig. 132. b. die conjugirten Ourchmeffer o”, of und ob, ve auf 
oa” gegeben, fo weif man aus § 11. Lehrſatz 50.8), dag vie Tan— 
genten in b, vb parallel o” fein müſſen, man kann fie alfo fogleich 
jeichnen. Ferner ſoll zugleich gegeben fein die Strecfe vwQ’, die man 
alfo fofovt abtvagen kann. Gerbindet man Q’ mit vem Mittelpunkt 
M von vs, fo erhält man nad) § 11. Lehrſatz 47. cine Aſymptote r; 
und bie andere q beftimmt fic) nad) § 11. Lehrſatz 50.8) ſogleich 
dadurch, daß man eine Gerade q von dev Avt fucht, dak Strahlbü— 
ſchel Myo’re”q harmoniſch ift. Man hat alfo vier Tangenten x, q, 
die in cb und in vb, und auf zweien (oder, wenn man die unendlich 
entfernten Beriihrungspuntte ver Aſhmptoten mitrechnet, auf vieren) die 
Beriihrungspuntte sk, vs, (, 0), alfo mehr als zur Beftimmung 
ber Curve ndthig ift (vgl. § 12. Lehrſatz 12. A.2), 3)). Iſt end- 
lich von einer Parabel, Fig. 132.c. die Gevade oc” und auf ihr der 
Punkt L gegeben, fo wie die Michtung o” oder o, fo hat man mv 
burch ob’ eine Gerade a' in dieſer Richtung gu giehen, fo ijt fie nach 
§ LL. Lehrſatz 50. y) eine Tangente. Iſt ferner alfo vie Strecke 
AN, und Nsb gegeben, fo hat man nur (N—-b) um die Strede 
Nee bis vs zu verlängern, um noch einen Punkt vd ju befommen. 
Ferner weiß man aus § 11. Lehrfak 50. y), daß die Tangenten a, 6, 
an db, Ud fich auf o” ſchneiden. Da nun der Durchſchnittspunkt (« - 6) 
der Pol von (ob —vd) iſt, fo muß Punktreihe o/(a + 6)sb’N oo harmo- 
nifeh, alfo der Abſtaud des Durchſchnittspunktes (« +6) von ob’ gleich 
AN fein. Man hat alfo nur &’S = LN ju machen, und (— ob), 
(Z—V) gu giehen, um die Tangenten «, b gu erhalten. Es find alfo 
jest drei Tangenten «, 6, «” und ihre Berührungspunkte betannt, folg- 
lich noch mehr, als zur Beſtimmung ver Parabel nöthig find (vgl. 
§ 12. Lehrſatz 12. A. 3)). 

SGollen uur ein Paar Kegelſchnitte affin auf einander bezogen 
werden, fo ift Leicht gu ſehen, daß dieß mur bet jedem Paar folder 
Kegelſchnitte geſchehen fann, die beide entweder feinen, oder beide einen, 
oder beide zwei unendlic) entfernte Puntte haben, Denn, follten 3. B. 
eine Ellipfe und eine Hyperbel affin auf einander bezogen werden, fo 
müßte nach § 8. Lehrſatz 20. jedem der unendlich entfernten Punkte 
dev Hyperbel auch ein unendlich entfernter Punt der Ellipfe homolog 
fein. Es miifte alſo letztere gwei unendlich entfernte Punkte haben, 
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was nicht miglich ijt, Ebenſo wenig fann fie auf eine Parabel affin 
bezogen werden, da fie dant einen umendlic) entfernten Punkt haben 
miifte; und deßgleichen kann eine Parabel nicht auf eine Hyperbel affin 
bezogen werden, da fie fonft gwei unendlich entfernte Punkte haben 
miifte. Zugleich miiffen jede zwei homologen Punttreihen proportional 
getheilt fein, nach § 8. Erklärung 19.; und zugleich müſſen zwei pa— 
rallelen Geraden des einen Syſtems zwei parallele Gerare des anderen 
homolog fein, nach § 8. Lehrjas 25, Es müſſen alfo jede zwei pa- 
rallelen Tangenten des einen homolog fein parallelen Tangenten des ane 
deren. Nach § LL. Lehrfag 48. find aber nur die Tangenten an dew 
Endpuukten eines Durchmeſſers parallel; es müſſen alfo diefelben ho- 
mologe Richtungen der affinen Syſteme fein. Mun wird nach § 8. 
Lehrſatz 22. y. die Affinität durch drei Punkte beſtimmt, die nicht auf 
derſelben Geraden liegen. Man hat alſo, um ein Paar gegebene 
Kreiſe, ein Paar Ellipfen, einen Kreis und eine Ellipſe affin auf ein— 
ander zu beziehen, nur die die Affinität beſtimmenden drei Punkte ſo 
anzunehmen, daß zwei derſelben an den Eudpunkten eines Durchmeſſers, 
der dritte am Ende des ihm conjugirten Durchmeſſers liegt, denn durch 
dieſe Elemente iſt nicht allein die Affinität, ſondern, wie wir eben ſahen, 
auch die Curve vollſtändig beſtimmt. 

Es ſeien nun zwei verzeichnet vorliegende Kreiſe affin auf einan— 
dev zu beziehen, Fig. 151., fo hat man alſo, wenn A,, B,; A,, Ba, 
Gubdpuntte je eines Durchmeffers, C,, C, ver Endpuntt je eines auf 
ihm fenfrechten ijt, A, homolog A,, B, homolog B,, C, homolog C, 
gut ſetzen. Daaber dann /A,C,B,=/A,C,B,=1R, /C,A,B, 
=/ C,A,B, =4R; / OB, 4h iff, fo ift 
A\A,C,B, ~A A, c 2By. G8 find alſo nad) § 8, Lehrſatz 42. y. 
die Streife wiht affin, foudevn ähnlich auf einander bezogen. Und in 
der That, da (A,—B,) homolog (A,~B,), A, homolog A,, B, 
Homolog B, fein foll, fo mug die Punktreihe anf (A, -B,) und die 
auf (A, B,) proportional fein, Um alfo ven dem Mittelpunkt M, 
von A,B, homologen Puntt M, auf (A,—B,) Zu, finden, bat 
man 3 ſehen (A,~ B,)A,M, Bio nr (A,~B,),A,M,B,o alfo 

“IM fi iY ‘Agi, 
a= = ov," Da mn it = 1 ift, fo muß anch z I 
M, ber Mittelpunlt des zweiten Kreiſes ſein. Gbenfo findet WS, 
Dag M,D, = M,C, fein_ mug. G8 iſt alſo auch 7 D,A,B, 
=/D,A, IR} 7 D,B,A, = /D,B,A,= 4k Os {nt 
alſd zwei Baar fomologe Siraptoiijehet der beiven Shjteme Aare 

(A, > B,) (A, > D,) und Ay (Ay ~ C,) (A, ~ B,) (Ay 

BB, —C,) B,- A,) (B,7~D,) m> B,(B,— 6) (Ba Pe 
(BL D o) gleich, und es ift ſogleich zu ſehen, daß dieß mit jedem 
anderen Baar homologer Strahlbüſchel ebenfalls der Fall fein muß 
(ſ. § 8. Aufgabe 41. Auflöſung 2.4)). Es iſt demnach nicht mög— 
Lich, zwei Kreiſe affin auf einander zu beziehen. 

Sollen ein Kreis und eine Ellipſe affin auf einander bezogen werden, 











= 1, alfo 








§ 13. Gollineation der Kegelſchnitte 401 


fo nehme many Big. 151., die Punkte A,, B, in den Enden eines 
Durchmeſſers, C, im Endpunfte des conjugirter. Man überzeugt fich 
mun leicht, auf diefelbe Weife, wie bei Kreifen, dak der Mittelpuntt 
M, von A,B, dem Mittelpuntt M, umd D, dem D, homolog iſt. 
Da ferner, wenn man die Tangenten in Ay By A, B, Zieht, 
a, || iC D,), a, || (C,—D,) ift, und (A,—B,) die C,D,, 
B,) bie C.D, haibirt, fo ijt Strahibilfhet tenn a1 
(Ala B,)(A, =D, )a, und A,(A,—C,) (A,~ B,) (A,— 
harmoniſch nach §1. Lehr fag 26., alfo find beide conform, — 
homolog a,; ebenſo iſt b, Homolog by, Cy homolog c,. Zieht man 
nun an den Kreis eine Tangente e,, und beftimmt an dev Ellipſe auf 
a, und c,, je einen Punkt (a,-e,), (c,*e,) fo, daß Punktreihe a, 
(@y" ey) (Bg @,)Ag20°A a4(047€;) (0,°0,)A 20} Cy,(0"Ay) (Cy" Cg) 
C20 W e4,(6," a1) (c,"€;)Cy0 iſt, oder daß — ee = ce 3 on 
=r ift, und zieht (G,—H,), fo ift fie die ee e, homologe Ger 
rade ded giweiten Syſtems. Der dem Berührungspunkt P, homologe 
(nod) unbekannte) Punkt € im zweiten eae Keim ſch me durch 
die Lonforuut atsge chung €,(€y°ay) E(€2*a) (€2"b,) AW €y,(€,°a,) 
E,(e,*¢,) (e,* by). Wher es ijt nun nach § 11. Lehrſab! 65., weit 
ay, by, cy, o Tangenten find, Vunktreihe a,(a,*e,) are Ay w 
Rey (ey" &) ä Da mu 33 
Reavy es) Gy: e,)A,o, und 6,02 (cy ey) (Cy° 2) Ga’ Dy) 
WK €C,(64" €y) (1° 8) (yb 1) it fo ift auch a,,(a,*¢,) (a,*ea) 
20 K Cay tag es) (Cy'a 2) (64° b,), Alſo ift auch e, cine Tan— 
geitte der Ellipſe. Seriiprt mmoe, in Ey, eo N t Bay fo ijt nap 
§ 11. Lehrfak 65., e,,(e,a,) E,(e,"¢ eb K ayAy(a4*e1) 
(a,°€1) 05, @g,(@,"@,)Ba(e,"¢,) (ey"ba) A AL te 2) (ae) 2 
Da nun die Punktreihen auf a, und a, ae find, jo mug and 
@y,(€4° 8) Eg(€y" C) (@4"z) 1 €4,(0478,) By(@,"C,) (e,°b,) fein; 
es mg ‘fo € mit Ey jinfammenfatten, ober bein Yoviifjrungepuntt E, 
am Kreiſe ift der Beriiprungspuntt E, an dev Gllipfe homolog. Da 
ferner M, homolog M, war, fo ijt (E, —M,) homolog (E,~M,). 
Dem Batt K, mig, ba E,K, in M, Halbirt wird, ein Butt R, 
homolog fein, fo dab auc # 2K, in M, halbirt wird; e8 mug atfo 
K,, der andere Endpuntt des durch Pi “gebenden Durchmeſſers fein; 
alfo auch ein Punkt dev durch A,, B C, beftimmten Ellipje. Der 
Tangente in K, muß ferner die in KX Homolog fein, denn fie gehen 
durch homologe "Buntte, und die Tangente in K, ift pavallel e,, die 
Tangente in K, parallel e, uf. w. Mar fieht alfo, daß jerer gee 
gebene Kreis und jede gegebene Ellipſe affin auf einander bezogen wer— 
ben finnen. 

Sind zwei gegebene Ellipſen affin anf einander gu begiehen, fo 
bleibt vie Schlußfolge, da fie nichts von ben fpeciellen Gigenfchaften 
pes Kreiſes vorausſetzt, genau diefelbe, man hat nuv ftatt des Kreiſes 

BWeigendorn, Projection. 26 
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A,C,B, eine Ellipſe, A,, B, an den Endpuntten eines Durchmeſſers, 
C, in einem Endpunkte des conjugivten Durchmeſſers gu nehmen. 

Umgekehrt fieht man fogleich, dag, wenn man die einem Kreiſe 
affine Curve fucht, diefe eine Ellipfe fein mug. Denn dak man, wen 
man zwei ebene Shfteme auf irgend eine Art affin auf einander be- 
zieht, als Curve, die einem Kegelfdhnitt ves erſten homolog ift, wieder 
einen Kegelſchnitt erhalten mug, folgt aus Lehrſatz 7., da Affinität 
mix ein fpecteller Fall der Collinention ijt; es (apt fic) übrigens auch 
ebenfo beweifen, wie in Lehrſatz 5. und Lehrſatz 7. geſchehen tft. 
Ferner mug man als dem Kreis Homologen Kegelſchnitt einen folchen er- 
halten, der feinen Punkt im Unendlichen hat, und ein Kreis faun ev nicht 
fein, da wir oben fahen, dag fein Kreis auf einen andern affin bee 
zogen werden fant; er muß demnach eine Ellipſe fein. Genau auf 
diefelbe Weife überzeugt man fich, dag, wenn man die einer Ellipſe 
affine Curve fucht, man einen Kegelſchnitt, und gwar entweder einen 
Kreis oder eine Ellipfe erhalten mug. 

Um zwei gegebene Hyperbeln affin auf einander zu bezieher, 
fege man, Big. 152, A, dem A,, B, vem B,, C, vem C, homo- 
fog, wenn A,, By; Ay, B, die Endpuntte eines Durchmeſſers, C, 
md C, die Punkte find, in denen zwei Scheiteltangenten b,, b, je 
cine Ufpmptote ſchneiden. Man überzeugt fich dann, wie an Fig. 151., 
daß M, dem M,, a, der a,, by dev by, c, dev cy homolog ijt 
(letzteres weil C, und C, und M, und M, homologe Bunfte find), 
und bag jeder Tangente e, an der erjten eine Tangente e, an ver 
zweiten Hyperbel, und vem Berührungspunkt E, der Berührungs— 
punkt E, homolog ijt, daß alſo beide Hyperbeln in der That ho- 
mologe Curven affiner Syſteme find. Daß man umgefehrt, wenn 
man das Syftem conftruirt, welches einem anderen, eine Hyperbel 
A,B,.... enthaltenden, affin ijt, indem man das Dreied A,B,C, 
homolog A,B,C, fest, daß man dann wieder eine Hyperbel erbilt, 
folgt ebenfalls aus Lehrſatz 5. und davaus, dag jede zwei Hyperbeln 
gleich viel unendlich entfernte Punkte befigen. Uebrigens fieht man, 
daß bei gleichfeitigen Hyperbeln, weil bei ihnen nicht, wie beim reife, 
jede gwet conjugirten Ourehmeffer fentrecht auf einander ftehen, dev 
Fall ver Aehnlichkeit im Allgemeinen nicht cintvitt, wohl aber dann, 
wenn man zwei folche Durchmeſſer A, B,, A,B, einander homolog fest, 
vag 7 C,M,B,=/7C,M,B, iff. Denn dann macht nach § 11. 
Lehrſatz 58. auch der vem Durchmeſſer (A,—B,), (A,~B,) cone 
jugivte c,, co mit c,, c, gleiche Winkel, nach § 11. Lehrſatz 50. 6) 
md ¢8 ijt alfo aud / B,C,M,=/7B,C,M,, alfo ift dann 
AB,C,M, ~AB,C,M, md B,A,C, ~A B,A,C, und 
ple Shjteme find ahnlich. C8 können endlich, ebenfo wie ein Kreis und 
cine Ellipſe, cine gleichfeitige und eine gemeine Hyperbel affin auf ein 
ander bezogen werden. 

Sollen zwei Parabeln, die verzeichnet vorliegen, Fig. 153., affin auf 
einander bezogen werden, fo fege man die Endpuntte A,, BL; A,, By, 
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einer beliebigen Sehne, als homolog, halbire die Sehne durch eine zur 
Axe parallele Gerade, und ſetze die auf ihr liegenden Curvenpunkte 
C,, C, homolog. Dann find, wenn man die Syfteme affin auf ein— 
ander begieht, die Mittelpunkte N,, N, homolog. Zieht man ferner 
an A,, B,, die Tangenten a,, b,, und fucht die homologen Geraden 
im affinen Gyftem, fo müſſen fie zunächſt durd) A,, B, gehen. 
Ferner muß 3. B. die der a, homologe Gerade a, die (O -N Vd in 
einem ſolchen Punkt >, fcbneinen, dag fic verhatt 2, é,: 
=,C,:N,C, und alo, ba vermige § 11, Rehefaty” 61. * 8 
=N, 6 iſt, daß SC, = N.C, ijt. Dieß iſt aber die Gigenchaft 
der Tangente a, an “A. a dai ſie Teneiset die (C,-N,) in einem 
foldjen Punkt F,, daw *S, C,=N.C, ift, nad § 11. Reprints 61. 
Es ijt alfo a, eine Taugente, ebenfo b,. Da ferner pie Tangente 
c, in C, parallel (A,—B,) ift, nach § 11. Lehrſatz 50.7), fo iſt fie 
homolog ver gu (A,—~ B,) parallelen Tangente c, in C,. Um die 
einer beliebigen Tangente eo, an der einen Parabel homologe Gerade e, 
ant ber anderen gu finden, verfibrt man, wie in Fig. 151. gezeigt 
ward; man überzeugt fich, dag fie ebenfalls eine Tangente an der 
(wie wir oben fahen, durch die Stücke C,N,, N,A, und die Richtung 
von (C,—N,) und (A,—B,) beftimmten) Parabel fein mug; deß- 
gleichen, daß dem Beriihrngspuntt E, der Berührungspunkt E. ho— 
molog iſt. Sollen umgekehrt das einem gegebenen Syſtem, welches eine 
Parabel A,C,B, enthilt, affine Syſtem und die der Parabel homo⸗ 
loge Curve™ geſucht werden, fo mug die der Pavabel affine Curve ein 
Kegelfeynitt, und gwar, wie oben gezeigt ward, eine Parabel fein. 

Faſſen wir das VBisherige zuſammen, fo find e8 alfo folgende 
Geſetze: 

10. Lehrſatz. Sollen zwei ebene Syſteme, deren jedes 
einen Kegelſchnitt enthält, affin auf einander bezogen 
werden, fo daß die beiden Kegelſchnitte homologe Curven 
ſind, ſo iſt dieß nur dann möglich, wenn beide dieſelbe 
Anzahl unendlich entfernter Punkte beſitzen, nämlich: 

11. Lehrſatz. Zwei gegebene Kreiſe laſſen ſich nicht 
affin auf einander beziehen 

12. Lehrſatz. Jeder gegebene Kreis und jede gege— 
Bene Ellipfe laffen ſich affin auf einander beziehen, indem 
man die Endpunkte eines Durchmeſſers in beiden, und 
einen Endpunkt je des conjugirten Durchmeſſers homo— 
log ſetzt. 

13. Lehrſatz. Jede zwei gegebenen Ellipfen laſſen 
fic) affin auf einander beziehen, indem man die Endpunkte 
eines Durchmeſſers in beiden, und einen Endpunkt je des 
conjugirten Durchmeſſers homolog ſetzt. 

14, Lehrſatz. Fede zwei gegebenen gleichſeitigen Hy— 
perbeln laſſen fich affin auf einander beziehen, indem man 
die Endpunkte eines Durchmeſſers, der aber nicht in 

26* 
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beiden HHperbeln mit den Afymptoten gleiche Winkel 
maden barf, und den Durdhfdnittspuntt je einer Aſymp- 
tote mit je einer Tangente an einem Endpunkte diefer 
Durdhmeffer Homolog fest. 

15. Lehrſatz. Fede gegebene gleidhfeitige Hyperbel 
und fede gegebene gemeine Hhperbel laffen fic affin auf 
einander beziehen, indem man die Endpuntte eines Durd- 
meffers dem Durchſchnittspunkt einer Afymptote mit fe 
einer Tangente an einem Endpuntte diefer Durdmeffer 
homolog ſetzt. 

16. Lehrſatz. Gede zwei gegebenen gemeinen Hyper— 
beln laſſen fic) affin auf einander begiehen, tndem man 
die Endpuntte eines Durchmeſſers und den Durchſchnitts— 
punft einer Afpmptote mit je einer Tangente an einem 
Endpuntte diefer Ourdhmeffer homolog fest. 

17. Lehrſatz. Fede gwei gegebenen Parabeln laffen 
fich affin auf einander begiehen, indem man in jeder einen 
beliebigen Curvenpuntt und je die Endpunkte einer Sehne, 
welde bon einer durch den erften Punkt zur Wre paral- 
lelen Geraden halbirt wird, homolog fegt. 


Bir fahen ferner oben, dag jede einem Kegelſchnitt homologe 
Curve eines affinen Syftems wieder ein Kegelſchnitt fein mug. Da 
mun jedem Curvenpuntt des einen ein Curvenpunft des anderen, jeder 
Tangente des einen eine Tangente des andeven Homolog ijt, und je 
zwei pavallelen Tangenten des einen zwei parallele Tangenten des 
anderen homolog fein müſſen, folde aber nur an Endpunften dev 
Durehmeffer fich befinden (nach § 11. Lehrfak 48.), fo ijt jeder Durch— 
meffer des einen Kegelſchnittes homolog einem im anderen, und alfo 
der Durchſchnittspunkt zweier Durchmeſſer, d. h. der Mittelpuntt pes 
einen Kegelſchnittes homolog dem Mittelpuntte des anderen. Man 
fieht alfo nach dem Borigen aud): 

18. Lehrſatz. Wird zu einem gegebenen ebenen Sy— 
ftem, weldes einen Kegelſchnitt enthalt, ein beliebiges 
affines und in dtefem die dem Kegelſchnitt des erſten 
Syſtems hHomologe Curve gefucht, fo erhält man als 
folche allemal wieder einen Kegelſchnitt; in beiden Kegel— 
ſchnitten tft jedem Durchmeſſer in vem einen ein Durch— 
meffer im anderen, dem Mittelpunkt des einen der Mittel- 
puntt des anderen homolog; namlid: 

a) Iſt ber Kegelſchnitt des erften Syftems ein Kreis, fo 
ift ber bes gweiten eine Ellipfe. 

B) Bit der Kegelfdnitt des erften Syſtems cine Ellipfe, 
fo tft ber bes gweiten ein Kreis oder eine Ellipfe 

y) Sit dev Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine gleid- 
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feitige Hyperbel, fo ift der des gweiten eine gleich— 
fettige oder cine gemeine Hyperbel. 

6) Iſt der Kegelſchnitt des erften Syſtems eine gemeine 
Hyperbel, fo ift per des zweiten eine gleichfeitige 
oder eine gemeine Hyperbel. 

e) Oft der Kegelfdnitt des erften Syſtems cine Parabel, 
fo ift ver des gweiten auch eine Parabel. 


Stellen wir uns die Aufgabe, gwei gegebene Kegelſchnitte ähnlich 
auf einander gu begiehen, fo folgt, da nach § 8. Lehrſatz 39. in ähnlichen 
ShHftemen ebenfo, wie in affinen jede gwet homologe Punftreihen pro- 
portional find, daß auch mir ſolche Curven ähnlich auf einander bes 
zogen werden können, die in Bezug auf Anzahl ihrer unendlich ente 
fernten Punkte iibeveinftimmen. Wein es miiffen nach § 8. Lehre 
fas 36. anch jede gwei homologen Geraden gleide Winkel bilden. 
Wir fahen mm ſchon bei den affinen Syftemen, dak die Mittelpuntte 
homologe Puntte fein mußten; daffelbe muß auch bei ahnliden She 
ftemen, wegen ver proportionalen Theilung homologer Punktreifen der 
Gall fein; es miiffen daher auch jede zwei Durchmeſſer E,K,, E,K, 
(vgl. Sig. 151., 152.) homolog fein. Zugleich miiffen auch jede zwei 
conjugivte Durchmeſſer beiver, affiner fowohl als ähnlicher Curven 
homolog fein. Denn gieht man (Fig. 151. 152.) eine Sehne in der Curve 
des erſten Syſtems, die von dem Durchmeſſer E,K, halbirt wird, 
und fucht die homologe Sehne im Kegelſchnitt ves gweiten Shftems, 
fo mug diefe vom Durchmeſſer EK, halbirt werden, da die Mittel- 
puntte jeder zwei homologen Strecen homolog, und E,K, und E,K, 
homologe Gerave find. Es müſſen aber auch jede zwei homologe 
Durchmeſſer gleiche Winkel bilden. 

Nin bilden im Kreife jede zwei conjugirte Durchmeſſer rechte 
Winkel; paffelbe mug alfo auch in dem ähnlichen Kegelſchnitt der Fall 
fein. Derſelbe Faun demnach nur,“ da dieß eine Eigenſchaft ausſchließ- 
lich des Kreiſes iſt, ein Kreis ſein. Es können alſo nur zwei gegebene 
Kreiſe ähnlich auf einander bezogen werden, dieſe aber ſtets. Denn 
ſind zwei Kreiſe verzeichnet vorgelegt, ſo nehme man auf der Peripherie 
des einen drei beliebige Punkte A,, B,, C, an, und conſtruire das 
Dreied A,B,C,. Sodann fuche man im anderen Kreife ein ähn— 
liches Dreieck. Zu dem Zwecke conftruire man einen Centriwinkel 
BM,C, Fig. 154. doppelt fo groß als 7 B,A,C,, und an dem— 
felben einen Winkel, A,M,C, doppelt fo grok ale / A,B,C,, und 
conftrnive bas Dreieck A,B,C., fo ift die ähnlich vem Dreieck 
A,B,C,, weil / B,A,C,=4-B,M,C,=4-2-B,A,C,=B, 
A,C, u. f. w. ijt; und fege A, homolog A,, B, homolog b,,C, 
homolog C,. Dann find M,, M, auch homologe Punkte, wenn die 
Syſteme ähnlich anf einander bezogen werden, denn es ift / C,A,M, 
=/0,A,M,, u. f. w. Ferner ift die Tangente a, an A, homo- 
fog dev Tangente a, an A,, denn a, bildet mit (A,—B,) einen 
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Winkel, der gleich dem Peripheriewinkel A,C,B, über ver Sehne 
A, Bz ijt, und a, bildet mit (A,— B,) einen wala gleich A,C,B,. 
G8 ijt alfo der von a, und (A, —B,) eingeſchloſſene Winkel gleich 
dem von a, und (A,—~B,) gebildeten, alfo find a, und a,, ebenfo 
b, und b,, c, umd ec, homolog. Um den einem fernẽren Punkt D, 

homologen zu finden, sachs man einen Winkel A,M,D,= / A,M .D,. 

Dann ift i ZA,C,D, = Z A,C Dy utd Z om A, D, 

=/0C,A,D,, alfo D, ut b, « ein Paar Hhomofoger Putte, und jo 
ift jedem HVunlt des evjtent ein Punkt ves zweiten Kreiſes homolog; 
defigleichen mug, wie ſogleich zu fehen ijt, vie Tangente an D, 
homolog ter Tangente an D, fein. Goll umgelehrt auf ein einen 
Kreis enthaltendes Syſtem ein anderes ähnlich begogen und die dem 
Kreiſe homologe Curve geſucht werden, fo muß daffelbe gelten, wie 
von affinen Ghftemen; dieſe Curve muß nämlich ein Kreis oder 
eine Ellipfe fein, nach Lehrſatz 18.2). Da aber das zweite Syſtem 
nicht nur affin, fondern fpeciell ähnlich anf das erſte bezogen ijt, fo 
faun die Homologe Curve feine Ellipfe fein, denn es müßten fonft ein 
Kreis und eine Ellipſe ahulich auf einander bezogen werden können, 
was nicht möglich ift, wie wir oben ſahen; fie muß demnach eit 
Kreis fein. 

Sollen zwei gegebene Ellipſen ähnlich auf einander begogen werden, 
fo miiffen, wie oben gegeigt ward, jede gwei conjugirten Durchmeſſer 
in der zweiten Ellipfe venfelben Winkel bilden, wie vie ver erſten. 
Es miiffen alfo den auf einander fenfrecht ftehenden Durchmeſſern dev 
erften, d. h. den Axen (nach § 11. Erklärung 52. 4)) derfelben die 
Aen der zweiten Ellipſe homolog fein. Man hat alfo, Fig. 155. die 
Endpunkte A,, B, der gropen Axe dev zweiten, den Endpuntten A, 
B, dev groper are der erſten Cllipfe, und den einen Endpunkt c, 
ber Heinen Axe der zweiten dem einen Endpuntt C, der kleinen are 
ber erſten Sts homolog gu fegen. (Man kann natiivlich ebenfo gut 
aud A,, By, A,, B, al8 Endpuntte der fleinen, C,, C, als End— 
punkt der grofen Axe uehmen.) Indeſſen kann man “auch dann noch 
im Allgemeinen die Ellipſen nicht ähnlich auf einander begiehen. Denn 
ba die Mittelpuntte M,, M, homolog find, und in ähnlichen Syſte- 
men nach § 8. Lehrſatz 37. jede zwei homologen Dreiece ähnlich fein 
miiffen, mug, wenn fich die Ellipfen ähnlich auf cinander begiehen 
laſſen follen, A, A,M,B, ~/A A,M,B, fein, oder eS müſſen fich 
die Halbaxen verhalten: A,M,:B,M,—A,M,:B,M,. Iſt dieß 
nicht der Fall, fo können die ‘tlipjen gar nidht ahnlich ſjondern nur 
affin auf einander bezogen werden; iſt aber dieſe Bedingung erfüllt, ſo 
find, wenn man A,, By, C, bezuͤglich homolog Ay B,, C, fett, 
vie Ellipfen ähnlich ‘anf einander bezogen. Denn die Tange’ a, in 

A, ift nach § 11, Lehrſatz 51.0) fenfredjt auf (A,B), ebenfo 
a, fentrecht auf (A,—B,), alfo ijt der Wintel, den a,, ay mit hoe 
mologen Geraden eve, alcic folgtich find a,, a, homologe 
Gerade; ebenfo by, by. Iſt mm E, ein fernever inte der erſten 
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Elipje, fo fat man, um E, gu finden, 7 B,A,E,=/B,A,E, 
gu machen, Es ijt alfo, da dam anc) 7 C,A,E,= / C,A,E, 
und da ferner CATR Bas 2 Cy A,B, ift, StrablGifehet "he 
(A,—B) (As ~G,y (A,B) ay lei Ay, (A,B, (A, ~ Cy) 
(A, 7 E,) a,. me ift nach § 11. Lehrſatz 65. Slrahlolchel By by 
(B,-C je -E 1) By “A, A fay “B Ven C,) (A,-E,) 
ay und Bab, Be G,) (B,-E,) (B Ky) WK Ag (Ay 33) 
(A, ~ C,) (Ag~E,) ay, alfo aud —— B,, b, (B,— C2) 
(B,-E,) (B, Ae) A Bub Bx C,)(B, -B,)(B,-A,)- 3B 
yuu dev vom be mit (B,—A,) gebifoets Binet gleich dem von 
b, mit (B,~A,) gebitveten, Aen BA, =/ 0,B,A, und alfo 
auch der vor b, tit (B,~ C,) getildete dein gleich bem von by 
mit (B,—C,) gebileten ijt, fo mug auc) / E,B,A,= 7 E,B, A 
fein. és iff alfo BE, in dev That dev dem Buntt i, Homotoge 
Punkt ver gweiten Curve. Es find mm auch die Tangenten an C, 
und C, homologe Gerade, da fie mit ven homologen kleinen Axen 
gleiche Wintel bilden, und ferner ift leicht gu fehen, daß auch die 
Tangenten e,, ec, an E,, E, homologe Gerade der ahulichen Sy— 
fteme find. Denn, wie man ſogleich bemerkt, ift auch 7 C,E,A, 
=/0,E,A,. Da mm e,, e, Tangenten find, fo ift nad) § HH. 
Sebrja 63. Straddüſchel E,, e, (E,~A,) (E;~B,) (E,~ C,) 
W Ag, (A,~E,) a, (A.~ B,) (A, G,) und Bo, (2,- A,) 
@,-B,) (6, -C,)°x Ay, (A, -E,) a, (A, -B,) (4,7 0,).. Ba 
nun der Stralbiij chet B3 gleich dem Siraiylbiifehet A, ift, fo ift 
By @) (By Aa) (8, Be) (By Cx) FE yey (By Ay) (Ey By) 
(E,-C,), id bag ASE =A, ,B,, 7A, nC, 
Z B £0 2 = /7B,E, é 4 ift, fo mug auch der ‘vot e, mit (B, —A,) 
cingefehtoyfene Wintel glcid) dem von © mit (E, A, 1) ainhefchloffe 
nen ſein. Es ijt alſo e, die der Tangente e, Homologe Gerade bes 
ähnlichen Syſtems. Cin Gleiches gilt fiir jede andere Tangente. Iſt 
umgekehrt zu cinem eine Ellipje euthaltenden Syſtem ein ähnliches 
ju conſtruiren, ſo könnte nach Lehrſatz 18. die der Ellipſe homologe 
Curve im Allgemeinen nur ein Kreis oder eine Ellipſe ſein. Erſteres 
iſt nicht möglich, ſie muß alſo eine Ellipſe ſein, und zwar muß 
DA, C.M,~AA,O,M,, alfo A,M,:0,M,= A,M,: G.M, fein. 
‘oft bie einer gleitifetigen Sypevdet Homotoge Agulihe ‘Curve zu 
ſuchen, fo kann dieß nur eine Hyperbel fein, und zwar, weil, wenn man 
fi unter A,B,, A,B,, Fig. 152., die grofen, unter B,C,, B,C,, 
aljo die einen Axen fiir den Sugenblict vorſtellt, AM, Cc, 
©AM,B,C, fein muß (aus denfelben Gritnden, wie bet dev Etlipfe), 
in einer gleichfeitigen Hyperbel aber B,C, = B,M, ijt, eine gleich: 
feitige Hyperbel. Stellt man fic) alfo unter den Hyperbelu, Fig. 152., 
cin Paar verzeichnet vorliegende gleichfeitige vor, fo laſſen fich diefe 
ähnlich auf einander beziehen. Man braucht nämlich, wie ſchon oben 
erwähnt wurde, nur zwei ſolche Durchmeſſer A,B,, A,B, als ho— 
molog gu ſetzen (indent man fich alſo unter A,B,, A,B, nicht mehr die 
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Axen vorftellt), die mit den Aſymptoten c,,c, gleide Winkel bilden; 
dieß ift immer miglich, ba nach § 11. Lehrſatz 57. in jeder gleichſei⸗ 
gen Hyperbel die Aſymptoten denſelben Winkel, nämlich einen Rechten, 
bilden. Ferner hat man O, homolog O, zu nehmen. Dann find 
auch a5, a1; by, b, homolog, da fie mit (A,— B,), (A,—B,) gleiche 
Winkel machen. Da mun die der Axe (A,—B,) conjugivte o, mit c, 
einen Winkel bildet, dev gleich 7B, M,C, ift, nach § 11. Lehrſatz 58, 
fo ift Zoyoy=Z one, alfo, da a, ll oy, a, Il oy ift, mach § 11. 
Lehrſatz 50.6), fo ift A B.M,C,~AB,M,C,. Sit mm EB, ir 
gend ein Punkt der erſten Hyperbel, fo ſindet fic) der homologe E, dae 
burch, daß man / BLA, E,=/B,A,E, macht. Dann ift aber 
zugleich nach § 11. Retrfat 56, auc) der von b, und (A,—E,) eine 
geſchloſſene Winkel — /B,A,E,, und dev von b, und (A,~ E,) 
gebildete = / B,A,E,. “Gs ijt alfo ber von b, und (A,—E,) 
gebildete Winkel gleich bem von b, und (A,—E,) gebildeten. Es ift 
demnach E, homolog E,. Davon, dag anc) e, homolog e, iſt, über— 
geugt man fic) wie in Gig. 155. Conftruirt man zu einem, eine gleidh- 
feitige Hyperbel enthaltenden Syftem ein ähnliches, fo mug man als 
Homologe Curve, nach Lehrſatz 18. y), da eine gemeine Hyperbel einer 
gleichfeitigen nicht ähnlich fein foun, wieder eine gleichfeitige erhalten. 
Dah zwei gemeine Hyperbeln nur dann ähnlich auf einander be- 
zogen werden finnen, wenn fic) ihre großen (Halb-) Axen verhalten 
wie die Heinen, ergiebt fic) wie bei der Ellipfe; deßgleichen, daß man, 
falls dieſe Bedingung erfüllt ijt, die Endpuntte der grofen, und einen 
Endpunkt ver fleinen Axe homolog feken mug. Stellen wir uns Fig. 
152. unter A,, B,, A,, By erjftere, unter C,, C, lebteren vor, fo 
find aud) die Sefeitettangenten ay, by; ay, by, die Mittelpuntte M,, 
M,,, und die Ufymptoten c,, c, homolog. Macht man nun /B,A,E, 
=/7B,A,Ey,, fo ift nach § 11. Sehrjag 65., wenn wir die von A,, B,; 
A,, B, nach dem unendlich entfernten Berührungspunkt der Wfympto- 
ten c,, Cc, gerichteten Strahlen, My, My} Mg, My nennen, Strahl: 
biifdel A,,a,(A,—E,) my, fae i i B,,(B,~ Ay Gir Ba 
nyby Aga, (Ag— E,) m i By, (Ba~A,y (B,~ E,) 
n,b,. Oa nun — Ae me A, gleid) find (denn der von 
m, mit (A,—B,) gebilbete Wintel ift gleich bem von c, mit (A,—B,) 
gebildeten, alfo = / C,M,B,, und ebenfo der von m, mit (A,— 
gebiloete = 7 C iM,B,, alfo find beide gleich), fo iit Strapl uüſchel 
B, conform StraGlbiijchel B,; mb da n, und n, und alle übrigen 
Strahlen an Bz, B, gleiche Winkel bilden, auch / A,B,B, 
=/A,B,E,. 8 ift alfo E, homolog E,. Ziehen wir von E,, 
E, vac ben imendtich entferuten Bepiifrungspuntten von Cy, C, mai 
Strahlen qo,q,, alfo parallel c,, c,, fo iſt der von q, mit ( 
gebildete Winkel gleich) dem von y mit Be E,) dinette 
Nun ift Strait E,,e. (E,~ A.) (E,~B,) q, A x A,,(A,~E,) 
nes Pia) mai ees E,~ A,) (,~ B,)q, 1 Ay (A, —B,) 
-3 1)m,. &8 ijt aber Strahlbifche A, lei Ay, alfo Strahl 
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büſchel E, A B,, und da alle übrigen Winkel gleich find, auc) der 
von e, itd (E,— A,) gebiloete gleid) dem von e, und (E,— A,) 
gebildeten. Es iſt alſo auch e, homolog e,. Daß man * eudtich, 
wenn man ein Syſtem conftruivt, weldhes einem andern, eine gemeine 
Hyperbel enthaltenden ähnlich iſt, cine gemeine Hyperbel wieder erhält, 
deren (Halb-) Aven gu denen dev gegebenen daffelbe Verhältniß haben. 
folgt aus Lehrſatz 18.6) und daraus, daß eine gemeine nicht einer 
gleichfeitigen ahnlic) fein kann. 


Gine Curve, die einer Parabel ähnlich ijt, kann nur wieder eine 
Parabel fein, da fie nur einen unendlich entfernten Punkt haben kann. 
Es miiffen nun ſchon in affinen Parabeln jere zwei der Axe paralle— 
fen Geraden, welche homologe Sehnen A,B,, A,B, halbiven, ho- 
molog fein. In ähnlichen Syſtemen müſſen fie aber auch gleiche 
Binkel machen. Es miiffen alfo anch die Axen felbft und die von ihr 
halbivten, auf ihr fenfrecht ftehenden Gefnen der einen homolog dene 
felben Stücken ber anderen Parabel fein. Es miiffen demnach auch 
die Scheitel dev beiden Parabeln homolog fein. Um alfo ein Paar 
gegebener Parabeln ähnlich auf einander zu beziehen, fege man (indem 
man fic) in Sig. 153. unter C,, C, die Scheitel, (A,— B,), (A,—B,) 
ſenkrecht auf (C,- N,), (C,-N. ay unter (C,~ Ni), (C,—N,) die 
Axen vorftellt) bie Siheitet Cc, 6. Big. 153., homolog, nehme in 
ver erſten eine beliebige fenfrecht zur tee fteheride Sehne A,B, an, 
und auf der Axe der gweiten Parabel ein ſolches Stück C_N,, dak 
fich, wenn der Bavameter dev erften durch by bev der zweiten durch 
p. begeichnet wird, verhält: C,N.:p, = Durd den fo 
beftimmten Punkt N, lege mait eitte Sehne ‘8 hie fenlrecht zur ze, 























fo iſt AA,C,B, —— C,B,. Denn es it N, iA, =Vp, ON; 
NiA, =Yp,-C —— N O. :¥pC,N, 
ober Nate — da nun” Nt = ift, fo iſt alfo 
N,A,:N,A, =p. Sn den rechtwintligen Dreiecken C,N,A,, 


C,N,A, iſt ale PS =/N,=1R; C,N,: C,N, =A.N, 
:A\N, (=po:p,), alfo find bie Dreiedte agnlid, aljo 7 A,C,Ns 
= iN; und ebenfo / B,C,N, = / B,C —* “eat 
ALGB, LAAG BS alo auch” 7 B,A,C, = C43 

ZAB,C,= 7 A,B,C, und, wenn man die von Ay, 47 Pps 

nach dem untenbtich entjernten Punkt ver Parabel gerichteten. ‘gettend 
M,, ma; n,, n, nennt, der von m, und (A,~B,); von n, und 
(B,—A,) eingeſchloſſene Winkel gleich vem von m, und (A,—B,), 
von n, und (B,—A,) gebildeten. Ferner ift die Tangente a, in AY 
homolog a, in ‘Ay, denn nach § 11. Lehrſatz 61. ift = 302 = N,C,, 
=,0,=N,C,, alfo ,C,==,C, und /E,A,C, = Bec! 
alfo a, homolog a,; ebenfo ift Yo B,C,=/7 =,B,C,, alfo ba 
homolog b,. Zieht man mm von Ay :s nad) ‘einemt beliebigen 
Punkt E, ver erſten Barabel, und mat 7“ BLA, K,=/ B,A,E,, 
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und iff E, der auf (A,—E,) fiegende gweite Punkt der anbdeven 
Parabel, fo ijt iad $ 11. Sebring 65. Strahlbüſchel B,, (B,— C,) 
(B.&,) By Bn, Aa, (Aa Cy) a5(Aa Ea) maj By 
(B, ~C,) (By —A,) (B, 1) ny i Ay, (ym * — ym 
Rutt iſt ber Strahlbuſhel A} ‘lek bem Bit Ay ‘alfo ‘ver Sirahle 
büſchel B, conform By und da die drei — Winkel an B,, B, 
gleich find, aud) / A,B,E, = 7 A,B,E,. G8 ift alfo B, fomolog 
E,. Legen wir fernet an E,, E, die Rangenten ©y, ©, und ziehen 
von Ej, E, die halben Sehnen E ae oR, fenteeht a Axe, 
fo ift 7 L,E,.R,=/ E,B,A,, LE ft R,=Z a Ay, aljo, 
=/ E,B,A, wor, /L,2,R LE hy fers 
LR —— — hae Lat E,R,, 
ate L, R, 1 R. =, Hy: L Nun ijt aud, wenn mat c oEy, 
jiegt, A.C, L,E CNA b, 1E,, alfo L,E,:L,E,=C,L, 
be a? PLE, = +'N,L,:C,N,-- N,L,. St 
den Afjulicjen Dreiedten NB, i Nat B, b,j iſt aber N,L,: XN, L, 
=B,N,:B,N,, d. h. wie wir oben fafen = = Poi Ps alo iit NL, 
—— folglich ift L,E,:L,E,= CaN, + 92-N,L,:C,N, 
teal Es ift aber and) C,N,:C,N,=p,:p,, alfo C,N, 
=*2.0,N,, folglic) ijt L,E,:L,E, =p (C,N,+N,L,):0,N, 
; fotgtich aud L. »Ry! Ly R,= Es i 
che G, 57 TON ppg Nola: Ny hy pi pele: 

= Pat Par jolgticy aug ‘6 8..6 R * Py, aljo 7 C,E, aR, 

C,E,R,, es iſt alfo R, homolog R,. Nun fehneiden vie Lane 
getiten ey, e,, nad § 11. Schein 61. vie Axe in folchen Punkten 
Qar Qy, bak QC, = RB,Cy, Q,C, = B,C, alfo Q,Cy:Q,C, 
iP; iff. Es ift alſo AR,E,Q, x R,E,Q,, alfe R,E,Q, 
=/R,£,Q,, folglich find “mb Q, homologe Punfte der Ayer, 
und daher e, homolog e enfo ift die Tangente an jedem an- 
deren Punkt der zweiten Parabet homolog der Tangente am homolo- 
gen Punft der erften. Oak man umgefehrt, wenn man gu einem eine 
Parabel enthaltenden Syſtem ein ähnliches conftruivt, als ver Parabel 
Homologe Curve wieder eine Parabel erhält, folgt fogleid) aus Lehre 
fag 18.<). 

Faſſen wir das Bisherige gufammen, fo haben wir alfo die 
Gefege: 

19. Lehrſatz. Sollen zwei ebene Syfteme, deren jedes 
einen Kegelſchnitt enthalt, ähnlich auf einander bezogen 
werden, ſo daß die beiden Kegelſchnitte homologe Curven 
ſind, ſo iſt dieß nur dann möglich, wenn beide Kegelſchnitte 
zugleich Kreiſe oder zugleich Ellipfen, oder zugleich gleich— 
feitige Hyperbeln, oder zugleich gemeine Hyperbeln, oder 
sugttish Parabeln find, und and daun nicht immer; 
nämlich: 
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20. Lehrſatz. Jede zwei gegebenen Kreiſe laſſen ſich 
ähnlich auf einauder beziehen, und zwar auf beliebig viele 
Weiſen, nämlich indem man einem eingeſchriebenen Dreieck 
des einen ein ähnliches eingeſchriebenes Dreieck des an— 
deren homolog fest. 

21. Lehrfag. Nicht jede gwei gegebenen Ellipfen laſ— 
fen fich ähnlich auf einander beziehen, fondern nur folce, 
in denen die grofen (Halb-) Axen daffelbe Verhältniß 
haben, wie die kleinen, und anc folde nur auf die eine 
BWeife, daß man je bie Endpuntte der grofen umd einen 
Endpuntt ver fleinen Wyre, oder je die Endpunkte der 
kleinen und einen Endpunkt der grogen Homolog fest. 

22. Lehrſatz. Gede zwei gegebenen gleidfeitigen Hy- 
perbeln laſſen ſich ähnlich auf einander beziehen, und gwar 
auf beliebig viele Weifen, indem man nämlich die End- 
punfte je cines ſolchen Durchmeſſers, dev in beiden mit 
den Afymptoten gleiche Winkel bildet, und den Punkt, in 
dem die Cangenten in zwei Homologen Endpunften von 
der Afymptote gefdnitten werden, homolog fest. 

23, Lehrſatz. Nicht fede zwei gegebenen gemeinen Hy— 
perbelnu finnen dhulich auf einander bezogen werden, fone 
dern nur folce, in denen die großen (Halb-) Aven vaffelbe 
Verhältniß, wie die fleinen, haben, und aud folde nur 
anf die eine Weife, daß man je die Endpuntte der großen 
und den einen Endpunft der kleinen Axe homolog fest. 

24, Gehrfag. Sede zwei gegebenen Parabeln laffen 
ſich ähnlich anf einander beziehen, aber uur auf die eine 
Weife, daß man ihre Sdheitel und die Endpuntte je einer 
folden, auf den Aren fenkrechten Sehue homolog fest, 
deren Ubftinde vom Scheitel fic verhalten wie die Paras 
meter der Parabeln. 

25, Lehrfak. Wird zu einem gegebenen ebenen Shfteme, 
welches einen Kegelſchnitt enthalt, cin beliebiges ahntli- 
ches, und in diefem die Dem Regelfdnitt des erſten homo- 
loge Curve geſucht, fo erhalt man allemal wieder einen 
Kegelſchnitt; in beiden Kegelſchnitten tft jedem Durchmeſ— 
fer in bem einen etn Durchmeſſer in dem anderen, dem 
Mittelpuntte des cinen der Mittelpunkt bes anderen, find 
den Uren des einen die Axen des anderen Homolog; nämlich: 

a) Iſt der Kegelſchnitt des erſten Syſtems cin Kreis, fo 
ift Dev des gweiten aud cin Kreis. 

8) Hft der Kegelſchnitt des erften Syftems eine Ellipfe, 
fo tjt der Des gweiten auch cine Ellipfe, deren groge 
Axe fic) zur kleinen verhalt, wie die große Are dev 
gegebenen Ellipfe zur tleinen. 
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y) Sit der Kegelfdnitt des erften Syftems cine gleid- 
fettige Hyperbel, fo ift der des gweiten auc) eine gleich— 
feitige Hyperbel. 

6) Iſt der Kegelſchnitt ves erften Syſtems eine gemeine 
Hyperbel, fo ijt der des gweiten auch etne gemetne 
HHperbel, deren groge Axe fic) zur Eleinen verhalt, 
wie die grofe Axe der gegebenen gemeinen Hyperbel 
gur kleinen. 

«) Iſt der Kegelſchnitt bes erften Shftems eine Parabel, 
fo ift ber des gweiten auch eine Parabel. 

Bevor wir zur perfpectivifden Collineation übergehen, mag erft 
nocd Folgendes erwähnt werden. Es feien zwei gegebene Kegelſchnitte 
nach Lehrſatz 1. collinear auf einander begogen, und P,, P, feien ein 
Paar homologe Punkte, und gwar außerhalb der Leiden Kegelſchnitte 
gelegen, fo find nach Lehrſatz 1. auch die von P,, P, an dieſelben 
gelegten Tangenten, fowie deren Beriihrungépuntte homolog. Es ift 
alfo ber Beriihrungsfehne p, des einen die Berithrungsfehne p, des 
anderen, d. h. der Polaren p, von P, die Polare p, von Py hoe 
molog; urd umgetehrt ift, wenn p, eine Gecante des exften, p, die 
Homologe Secante des gweiten Megelfdynittes ift, nach Lehrſatz 1, die 
Tangente an je einem Durchſchnittspunkt von p, mit der Curve ho- 
molog der Tangente an je einem Durchſchnittspunkt von p, mit dem 
erften Kegelſchnitt. Es ift alfo auch P, homolog P,, d. h. der Pol 
der Polaren p, homolog dem Pol ver homofogen Polaren p,. Sind 
ferner P,, P, ein Paar homologe innere Punkte der Kegelſchnitte, 
und zieht man zwei Baar homologer Gerader durch P,, P,, nämlich 
P2 homolog p,, p, homelog p,, fo ift, wie wir eben ſahen, der Pol 
€, vot py homolog bem Pol L, von p,, der Pol L, von p, hos 
molog dem Pol L, von py, alfo (P,—L,) homolog (&,—@,), d. h. 
die Polare p, von P, homolog der Polaren p, von P,. Gind ume 
gekehrt ©,, ©; L,, 2, homologe Puntte homologer, die collinearen 
Kegelſchnitte nicht ſchneidenden Geraden, fo ift, wie wir eben fahen, die 
Polare p, von L, homolog ver Polaren p, von &,, die Polare py 
von &, homolog der Polaven p, von &,, alſo (p.*p,) homolog 
(pi‘ps) oder P, homolog P, d. h. nach § 11. Lehrfa 39. der 
Pol P, von p, homolog dem Pol P, vow p,. Man fieht alfo in 
allen Gillen: 

26. Lehrſatz. Sind zwei ebene, je einen gegebenen 
Kegelfdnitt enthaltende ShHfteme collinear fo auf einan— 
der begogen, daß die beiden Kegelfdnitte homologe Curven 
find, fo find die Polaren je gweier homologen Puntte ho- 
mologe Gerade, die Pole je gweier homologen Geraden 
homologe Puntte beider Syſteme. 

Gefen wir nun itber zur perſpectiviſchen Collineation, fo folgt fo- 
fort aus Lehrſatz 3. und 9. und aus § 7. Lehrfay 4.: 
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27. Lehrſatz. Jede beliebigen zwei verzeichnet bors 
liegenden Kegelſchnitte K,, K, finnen auf unendlich viele 
Weifen collinear auf einander begogen (jedoch mit Rück— 
fiht auf Lehrſatz 9.) und in perfpectivifde Lage gebradt 
werden. 

Und in der That, ftellt man ſich die: 

28. Aufgabe. Gegeben zwei vergeiduet vorliegende, 
Beliebige Kegelſchnitte K,, K,; diefelbe in perfpectivifde 
Lage gu bringen, 
fo hat man fofort die 

Auflöſung. Man beziehe wegen Lehrſatz 9. K, und Ky auf 
bie in Lehrſatz 1. angegebene Weife collinear auf singer, febe alfo, 
Big. 148., ay, by, co, Ay, B, homolog bezüglich a,, b,, cy, Ay, By, 
und bringe die homologen dollſtändigen Vierecke A,B, (b," cy) (ag* ca), 
A,B,(b,*¢,) (a,°¢,) mach § 8. Aufgabe i6.” in — 
Rage, ober man febe A,, B,, C., a2,b, homolog bezüglich A,, B, 

fa ay, b,, und bringe pie homologen —2 Vierſeite a, b, 
8 — O.) (A, —C,), a,b, (By 7 C,)(A,~C,), (ober wenn mat 
will, die ‘Yomologen vollfttindigen Vierecke b,) B,C,A,, (a,*b,) 
B,C,A,) nach § 8. Aufgabe 16. in perſpectiviſche Lage. GS uͤßt 
ſich alſo nach § 8. Lehrſatz 17., wenn der eine Kegelſchnitt K, als 
feftliegend gedacht wird, der andere K, auf vier verfdjiedene Weifen 
fo legen, dag K, und K, fich in Perſpective befinden. 

Da aber in jedem Kegelſchnitt alle Strahlbüſchel, die an belies 
Bigen zwei Punkten entftehen, wenn man fie immer mit denfelben 
anderen Curvenpunften durch Strahlen verbindet, conform fine, und 
da jede beliebigen gwei Tangenten von denfelben anderen conform 
geſchnitten werden, fo ift gu erwarten, daß bei der perſpectiviſchen Lage 
der Kegelſchnitte noch befoudere Verhältniſſe eintreten werden. 

Dieß ift auch in der That fo. Denn hat man die Megelfcnitte 
K,, K, auf eine dev nach § 8. Lehrſatz 17. fiir daffelbe Biereds- 
oder Vierfeits-Paar möglichen vier Arten in Perfpective gebracht, fo 
find zunächſt nach Lehrſatz 26. die Pole P, P, dev fich felbft homologen 
Collineationsaxe in beiden Kegelſchnitten homologe Punkte, fie Liegen 
daher nach § 8. Lehrfag 4. auf demfelben Collineationsftrahl. Ebenſo 
find nach Lehrſatz 26. die Polaren p, p’, des fic) felbft homologen Colli— 
neationscentrums homologe Gerade in beiven Kegelſchnitten und ſchneiden 
fich alfo nach § 8. Lehrſatz 4. auf der Collineationsaze. 

A) G8 feien mm Gig. 156. zwei Kegelſchnitte, K, K’, in per— 
ſpectiviſche Lage gebradt, p die Polare vom Collineationscentrum E in 
K, p’ die Polare von Sin K’ Man ziehe mm an K vier Lane 
genten a, b, c, d, fo, dag [(a*c)—(bed)] mit der Polaren gufam- 
menfallt, dann miiffen die Bertihrungspuntte , © von a, c; vb, O, 
von b, d je auf einem durch E gehenden Strahl Liegen, weil nad) § 11. 
Lehrfag 44. der Kegelfchnitt K flix ben Pol S als Guvolutionscen- 
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trum, und feine Polare p als Involutionsaxe involutorifeh collinear 
iſt. Zieht man alfo von E nach ©, fo geht diefer Strahl durch einen 
sweiten Punkt des Megelfchnittes, deſſen Tangente mit der Tangente d 
von © fich anf p ſchneidet. Dieß ift aber ver Conſtruction zufolge 
vb, und einen gweiten ſolchen Punkt vd’ faun es nicht geben, weil fonft 
von (bd) oder (p*d) aus dret Tangenten an K gelegt werden 
könnten, was gegen § 11. Lehrjay 25. wire. Ferner ift nach § 11. 
Lehrſatz 38. «) die Diagonale [(a+b)— (c+ d)] die Polare des Ourd- 
fehnittspunttes ver Diagonalen [(a+d)— (b+ c)] und [(a-c) - (b+ d)] 
oder p. Da aber diefer Durchſchnittspunkt ver Diagonalen auf p 
fiegt, und p die Polare von E ijt, fo mug, went man von E nach 
dem Durchſchnittspunkt ver Diagonalen des umgefehriebenen Bierfeits 
gieht, der dent Ourdhfehnittspuntt zugeordnete harmoniſche Punt 
fein; es muß alfo die Polare [(a* b) — (e? d)] des Durchſchnittspunktes 
urd) ES gefer. Da ferner p die Diagonale [(a*c)—(b<d)] ves 
umgeſchriebeuen Vierfeits ijt, fo mug nach § 11. Lehrfag 38. 8) ihr Pol 
DY der Durchſchnittspunkt der anderen beiven Diagonalen fein; es muß 
alfo aud) [(asd)—(b+e)] durch Y gehen. Conſtruirt man mm am 
Kegelſchnitt K’ vas homologe umgefehriebene Vierfeit a’b’c'd’, fo mu, 
pa die Polaven p, p' homologe Gerade dev beiden Syſteme find, [(a’c’) 
— ( d)] mit p zuſammenfallen und [(a’ b’)— (e%- d)] und def 
gleichen (a d’)— (b's c’)} durch E geben, und zwar liegen (a+b), 
(c*d), (a+ b’), (c’* d’); umd (a+), (be), (ad), (b’*e’); und 
(a’*c’), (arc), (b'd’), (b+ d) je auf demfelben Collineationsſtrahle 
bezüglich nj m; h*). Zugleich müſſen auch /, ©; vb’, O" je anf 
demfelben Colfineationsftrahl liegen, wie &, S; vs, G, weil die Kegel- 
ſchnitte für bas Collineationscentrum > perſpectiviſch liegen, und, die 
Berührungspunkte von a’ und a, von b’ und b, von ec! und ec! vow d’ 
und d find. Iſt ferner e, e', je die Tangente am Durchſchnitts— 
punfte von (P—P’) mit K, K’ in den homologen Buntten der Col- 
lineation E, E’; fo ift vermöge der Collineation: 

Punttreihe a, (a+b) (a*d) (arc) (ave) 0 

Punttreige a’, (a’* b’) (a+ d’) (aꝰ · ce’) (a· e). 

Punktreihe c, (c+ a) (eb) (c* d) (c*e) W 

Punttreife ec’, (ec! a’) (c’* b’) (c'+ d’) (ee), 
Da mum (+a) und (c'+a’), (c*b) umd (a+ a’), (cd) und (a’* b+), 
je auf demfelben Collineationsſtrahl liegen, fo ift, wenn wir den von = 
durch (ce) gehenden Collineationsftrahl durch y bezeichnen: Puntt- 
reife ¢,(c*a) (c*b) (c*d) (c*e) perfpectivife), alfo auch conform 
ber Punktreihe a’, (a’*c’) (a’*d’) (a/*b’) (ay). Da mum (a's y) nicht 
ber Berührungspunkt von a’ ift, fo geht durch ihn jedenfalls noch eine 
Tangente des Kegelſchnittes K’ (nach § 11. Lehrſatz 25.); diefe noch 





*) Man wird dieſe und mehrere im Folgenden vorkommende Linien, die in der 
Figur nicht verzeichnet find, leicht ſelbſt eonſtruiren (ogl. unten B)). 
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unbekannte Tangente heiße f’. So iſt alfo, da (a’sy) mit (a’-f) 
identiſch tft, c, (¢* a) (cb) (c* d) (c*e) A ai, (a’ c+) (a+ d’) (a’* b’) 
(a’- £"). Wir fuchen nun die ihr homologe Tangente f am Kegelſchnitt 
K, invem wir ihren Durehfchnittspuntt mit a und c, alfo die Punkte 
(arf), (cf) zu beſtimmen ſuchen. Es muß nad) § 11. Lehrſatz 65. nun 
fein Punktreihe a, (a+b) (a+ d) (a*e) (a*f) A ¢(e*b) (cd) (ete) 
(cf). G8 muß alfo, wenn der von E nach (a+ e) und der von > nad) 
(c+ £) gehende Collineationsftragl bezüglich u, x heißt, da (arf) anf 
demſelben Collineationsftrahl y liegen mug, wie (a’-f’) und (c*e), 
fein: Strahlbüſchel Ymmuy A E,mnyx. Nun ift aber ftets Strahl. 
büſchel Zmnyx A Znmxy, denn es ift aoe ;finms _ sinmn iy 
(ogl. § 1. VI. 1)), e8 ift alfo Strahtbilfhet =nmuy F Sumxy. "GS 
mug alfo x mit u zuſammenfallen, d. h. die Tangente f mug die c 
auf vemfelben Collineationsſtrahl fdyneiden, der von ES nach (ae) 
geht. Es geht alfo in vem, der Curve K umgefehriebenen vollftindi- 
gen Bierfeit afee die Diagonale [(a-f)—(c+e)] oder y, und [(a-e) 
—(e*f)] ober u durch E. ES mug alfo nach § 11. Lehrfag 38. a) 
die dvitte Diagouale [(a-c)—(e'f)] mit der Polaren von Y, d. h. 
mit p jufammenfallen. Es miiffen fic) demnach e und f auf p ſchnei— 
ven. Wegen der perfpectivifejen Collineation ſchneiden ſich alfo auch 
e’ und ff auf p’. Da ferner (ave) und (c-f) anf dem Strahl u 
over x liegen, fo liegen die homologen Punkte (a’*e’) und — 
ebenfalls auf u. G8 liegen demnach die Punktreihen c,(c+a) (ef 
(cb) (+d) (c+ e) amd a’, (a’* e) Ge)y) we 
ſpectibiſch im Strahlbüſchel Z,humny. Alfo ift 

Punttreife c, (ca) (e*f)(e*b) (cd) (ce) V 

Punbktreihe a’, (a’* c’) (a+ e') (aꝰ · d’) (a’* b’) (a: f") 
und wegen der Collineation alfo auch in demfelben Strahlbüſchel: 

Punktreihe c', (ce! a’) (ef) (e's b’) (Cd) (cre) A 

Punttreife a, (a +c) (a+ e) (a+ d) (a*b) (a-f). 
Es find alfo auch die Geraden a und c’, c und a’, e und f’, f und e! 
d ud bi, b und d’, homologe Gerade ver die Kegelſchnitte K, K’ 
enthaltenden Syſteme, oder diefelben können auch fo auf einander be- 
zogen werden, daß a der c’, e dev a’ u. ſ. w. homolog ift, und beide Sy— 
fteme liegen auch) dann fiir daffelbe Collineationscentrum = perfpecti: 
viſch. Es ift jedoch die Collineationsaze jest nicht mehr die friihere o, 
auf der (aa), (bb), (cre) w. f. wv. liegen, fondern oe neue Cols 
fineationgage o” enthilt die Punkte (a*c’), (c*a’), (ef), (fr e’), 
(d-b’), (b:d’), die nach § 7. Lehrſatz 2. auf einer X derfelben Ge⸗ 
raden liegen. Nun ſahen wir oben, daß, wenn zwei Kegelſchnitte per— 
ſpectiviſch collinear find fiir ein Collineationscentrum B, die Polaren 
p, p’ von = fic) anf der Collineationsaye ſchneiden müſſen. Es miiffer 
fich alfo p, p' auch auf der nenen Ure ſchueiden, oder of muß durch 
(p*p’) gehen. 
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Es miiffen nim, wie für die Are co und das Centrum F vie Be- 
rührungspunkte der Tangenten e, e’, f, f', alfo E, EH’, F, F' homolog 
waren, fo fiir die Axe o” und das Centrum Y die Beriihrungspuntte von 
e und £’, fund e’, alfo E, F’; F, F' homolog fein. Es miiffen alfo, 
ba ſich K, K’ fiir und o perſpectiviſch collinear begiehen laſſen, die 
Geraben (H—H’), (F—F’) durch E gehen; und da fie ſich fiir 2 undo’ 
perfpectivifc) collinear begiehen Laffer, miiffen aud) (E- IF’), (F- EF) 
durch ES gehen. Dieß ijt aber mur miglich, wenn E, EY, F, FY auf 
einer und derfelben Geraden fliegen. Da mm E, EH’ anf dem Collie 
neationsftrahl legen, der die Pole P, P’ von o enthalt, fo mitffen and) 
F, FY auf vemfetben liegen, alfo £, £', die Tangenten je an den gwei- 
ten Durchſchnittspunkt von (P—P’) mit K, K’ fein. 

B) Mehmen wir ferner auf der Peripherie won K vier folde 
Punfte A, B,C, D an, daß (a, C):(B~D)]} den Pol P ver Axe⸗ 
bildet, fo fliegen nach § 11. Lehrſatz 38.6) die anderen beiden Durch— 
ſchnitispunkte der Gegenfeiten ((A-B)-(C—D)], [((A-D):(B- C)] 
auf der PBolaren von P, d. h. alfo auf dev Collineationsaye o. Sind 
mm A’, BY, C!, D’ die den Puntten A, B, C, D homologen des Megel- 
ſchnittes K, fliegen alfo A, A’; B, B’; C, C’; D, D' je auf dem— 
ſelben Collineationsftrahl, fo liegt wegen der Collineation, da dem Bol P 
der Pol P’ homolog ijt, ver Puntt ((A’—C’) + (B’-D’)] in Pr; 
[(A’— B) -(C’— D’) fällt mit [((A- B)*(C- D)] auf o jufammen, 
amp [(A’— D’)- (B’— C’)] mit [(A-D)+ (B-C)] ebenfalls auf co. 
Ferner ſchneiden ſich (D-B) und (D’—B’) in L; (AC) and 
(A’—C’) in H. Es feien ferner E, HE’ die Durchſchnittspunkte vow 
(P—P’) mit K, K’, und gwar die homologen dev Collineation, Nun 
ift vermige derfelben 

Strahlbüſchel A, (A ~ B) (A-D)(A~E) (A-C) 7 
Strahlbüſchel A’, (A’— BY) (A’— D’) (A’— E+) A - C+); 
Strahlbüſchel C,(C —A) (C- E) (O-D) (CB) WV 
Strahlbüſchel C’, (C’— A’) (C'— FE) (C’- D) (C'- 
Da min (O— A) und (C’— A’), (C~ B) and (A’— D’), (C- D) und 
(A’—B’) je durch denfelben Collineationspuntt gehen, fo iff, wenn wir 
den Ourdhfehnittspuntt von (C—E) mit o durch Y begeichnen, Strahl- 
büſchel C,(C — A) (C— E) (C—D) (C~B) perfpectivifey, alfo auch 
conform Sirablbiijchet Al (A> C+) —E MB) D). Da 
nun CV nicht die Tangente in A’ iſt, fo liegt auf ihr Peanfats 
noc ein Curvenpuntt F’, Wir können alfo fagen, es ijt Strahlbüſchel 
CG, SS A) (C~E) (C~D) (C~B) X A’, (A’~C) (A'~ PF’) (AB) 
(A’ Suchen wir wh den dem Punkt F” homologen an K, ine 
dem oe ‘bie Strahlen (A—F), (C—F) beftimmen, wodurch F felbjt 
gefunden ift. Der Ourehfchnittspuntt von (A—E) mit o heiße U, 
ber unbekannte Durchſchnittspuukt von (C—F) mit o beige X, der 
Durehfeynittspuntt von (A —F) mit o ift natürlich derfelbe, wie der 
von (A'— F’) over (C—E), nämlich Y. G8 ijt nun nad § 11. 
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Lehrſatz 65. Strahlbüſchel A, (A—B) (A-D) (A~E) (A~F) 
C,(C ~B) (C~D) (C—E)(C—F), folglich Punktreihe « NMUY 
KR oMNYX. Nun ijt immer (f. § 1. VI. 1)) oMNYX A s,NMXY. 
Es ijt alſo Punktreihe oNMUY 7K oNMXY. Alſo fallt X nach UV. 
Es geht alfo die Verbindungsgerade von O mit F durch denfelben 
Gollineationspuntt, wie die (A~E). In dem dev Curve K einge- 
ſchriebenen vollſtändigen Viereck AFCE liegen alfo die Durchfchnitts- 
punfte der Gegenfeiten [(A—F) - (C~ E)] ober Y und [((AE) « (C—F)] 
oder U anf c. G8 muß alfo nach § 11. Lehrſatz 38.0) der dritte 
Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten (A— C):(E—F)] mit dem Pol 
von o jufammenfallen. Es geht aljo (E— P) durch P, alfo (E’-F’) 
durch P'. Da fich ferner (A~ E) und (C—F) in U ſchneiden, fo 
geben aud (A’— E’), (C’— F’) burch U. 8 liegen alfo die Strahl 
büſchel C, (C— A) (C—E) (C—D) (C-F)(C~B) und A’, (A’~ C+) 
(A’~ F) (A'— BY (A'~ E+) (A' DD) perfpectivife fiir die unt 
reihe co HYNUM. Alſo ift 
Strahlbüſchel C,(C - A) (C— E)(C~ D) (C~F) (C~B) © 
Strahlbüſchel A’, (A’— C’) (A'~ F) (A’~ BY (A'~ EF’) (A'- DI), 
und wegen dev Collineation auch über derſelben Punttreife: 
Strahlbüſchel C’, (C’— A’) (C’- E’) (C -D) (C'-F) (C'-B) WH 
Strahlbüſchel A, (A-C) (A~F) (A~B) (A~E) (A~D). 
Es find alfo A und C’, C und A’, E und F’, F und EY, D und BY, 
Bund D’ homologe Punkte der die Kegelfcjnitte K, K’ enthaltenden 
Shfteme, oder diefelben können fiir diefelbe Are + auch fo auf eine 
ander begogen werden, dag A und C, C und A’ u. f. w. homolog 
find. Das Collineationscentrum fann aber nicht mehr das friihere S 
fein, denn dba (A — A’), (C—O) u. ſ. w. durch E gehen, fo können nicht 
and (A— CO), (CA) u. f. w. durch E gehen; es müſſen fic) aljo 
(AC), (C-A’), (B—D’), (D~ B), (E- F), (F~E* in einem 
anderen Gollineationscentrum > fcpneiden, nach § 7. Lehrſatz 2. Nun 
fahen wir oben, dag, wenn zwei Kegelſchnitte fiir eine Collineations+ 
axe o perſpectiviſch collinear Liegen, die Pole P, P’, von o auf einem 
Collineationsftrahl Liegen miiffen. Es miiffen alfo auc) P, P’, va die 
Ae co unverdndert bleibt, auf einem durch L’ gehenden Gollineationg- 
hrae liegen, ober 2’ mug auf (P- P’) fich befinden; es müſſen alſo 
„P, Pr’, auf einer und derſelben Geraven fiegen. 

2) Bir fehen alfo: Liegen zwei Kegelſchnitte K, K’ fiir ein Cen— 
trum E und eine Axe o perfpectivifdy, fo liegen fie auch für daffelbe 
Centrum © und eine andere Age a perſpectiviſch. Nämlich, wenn ſich 
die homologen Tangenten a, a; b, b'; ¢ c; d, @ je auf co, und 
a, c3 b, d; a’, c'; b’, d’ ie auf, ver Polaren p, p’ von = ſchneiden, 
ſo ſchneiden {id a, F c, a; b, d'; d, b’ auf dev andern Axe o’ 

B) iegen zwei Seegelichnitte. K, K’ für eine Aye o und ein 
Centrum = perfpectivifah, fo liegen fie and) fiir biefetbe Axe o mid 

Weifenboen, Projection. 
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ein anderes Centrum >’ perfpectivifeh. Nämlich, wenn die Verbindungs— 
gevaden der homologen Puntte A, A’; B, B’; C, C’; D, D’; dur > 
und bie von A, C; B, D; A’, OC’; BY, D’ je durch die Bole P, P’ 
von_o gehen, fo gehen die Gerbindungsgeraden von A, C’; C, A’; 
B, D’; D, B' durch das andere Centrum >’. 

G8 miiffen alfo die Kegelſchnitte, da fie fiir Y und o’ perfpecti- 
viſch find, nad) 6) auch fiir of und ein gweites Centrum &” pers 
fpectivifc) fein. Und, da fie fiir o und >’ perfpectivife) find, fo müſſen 
fie nach o) auch fiir D und eine gweite Are o” perſpectiviſch fein. 

C) Da nun, wie wir in dev Unterſuchung B) ſahen, E, F’; F, EH’ 
homologe Punkte der Kegelfdnitte fiir das Centrum L’ und die Ure o 
find, fo miiffen fic) die Tangenten e in E und f’ in I’; f in F und 
ein E’, je auf o ſchneiden. Qu dev Unterſuchung A) aber faben 
wir, dag auch e und £’; £ und e’ fic) auf dev Are o” ſchneiden muften, 
es miiffen fic) alfo e und f’; f und ec” im Durchſchnittspunkt von o’ 
mit c, alfo im Punkt (p:p’) ſchneiden. Es ift alfo (E—F) oder 
(D— die Polare von (p‘p’). Es muß denmach der noch unbe- 
fannte Bol & ver Axe o auf (f ~~’) liegen. Denn e8 muß jede 
durch & gezogene Secante in den Durchſchnittspunkten mit K, in & 
und dem Durchſchnittspunkt mit o’ harmoniſch getheilt werden. Nun 
ift (p*p’)_ein Punft ver o’, es muß alfo auch die von L nach (p* p’) 
gesogene Secante fo getheilt werden, daß (p*p’) und L zugeordnete 
harmoniſche Punkte find. Es muß aber der dem (p* p’) zugeordnete 
harmoniſche Punkt auch auf der Polaren (S— =’) von (p+ p’) fich bee 
finden; folglidy liegt & auf (2— >’). Ferner mug die noch unbefannte 
Polare p von LY durch (p‘p’) oder («+ o’) gehen. Denn zieht man 
von >’ irgend eine Gecante durch K, fo miiffen die an die Durch— 
ſchnittspunkte gelegten Tangenten fic) auf der Polaren von &’ fehneiden, 
nach § 11. Lehrſatz 34.0. oder § 11. Lehrſatz 28. (indem man fich 
von = erft an K die Tangenten t, p’ gelegt denfen fann; denn >’ 
muß außerhalb der K Tiegen, da fiir >’ die Bunfte E, F'; H’, F ho— 
molog find, und, wenn man den Ourehfchnittspuntt von (S— E’) und c 
mit Z begeichnet, die Aufeinanderfolge der Homologen Punkte auf dem 
Gollineationsftrahl (2’— Z) diefelbe fein mug, indem (2’~ 2), S’FE'Z 
W (2-2), VEFZ ift; was nicht möglich ift, wenn Lin dem einen 
dev beiden Kegelſchnitte liegt). Es ift aber eine ſolche durch E' ge- 
hende Secante (F—E). Da fich mm die Tangenten e, f in E, F 
in (+ o") fcjneiven, fo muß alfo die Polare p von ¥’ dure) (c+ oc’) 
gehen. Ebenſo liegt der Pol L’ von o’ fiir den Kegelſchnitt K’ auch 
auf (R— ) und die Polare p’ von L fiir den Kegelfehnitt K’ geht 
auch durch den Punt (c +o’). 

Man fieht mm aus dem Vorigen, daf, wenn man zwei Kegel- 
ſchnitte K, K’ für ein Centrum Y und eine Axe c in perſpectiviſche 
Lage gebracht hat, man fofort cine gweite Ave o und ein gweites 
Centrum =’ von der Befchaffenheit finden fann, dag K, K’ fiir > 
und o’, für c und =! ebenfalls perſpectiviſch fiegen. Man braucht 
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nämlich, um o” zu finden, nur in K Tangenten a, b, c, d fo zu zie— 
Hen, daß fie fic) gu zweien a und c, b und d auf der Polaren p des 
urfpriinglichen Centrums Bſchneiden, und die homologen Tangenten 
an K’ zu fuchen, fo beſtimmen die Durchſchnittspunkte (a+ c’), (c* a’) 
(b:d’), (d*b’) nach A) oder a) die zweite Axe of Um > gu 
finden, braucht man nur in K vier folche Punkte A, B, C, D gu 
wählen, daß die Verbindungsgeraden von zwei Paaren, von A und C, 
B und D durch den Pol P dev urſprünglichen Ave o gehen, und die 
homologen Punkte auf K’ zu fuchen, fo beftimmen vie Berbindungs- 
geraden (4-0), (C~ A’), (B-D’), (D~B) nach B) over 8) 
bas zweite Centrum >. 

Es ſcheint alſo auf den evften Anblic, als könnte man zwei Kegele 
ſchnitte auf unzählig viele Arten perfpectivifeh auf einander begiehen, indem 
man gu der neu gefundenen Axe o’ nach der Methode B) cin neues Cen— 
trum &”, für bas neue Centrum 2’ nach A) eine neue Axe o”, fiir 
bas Centrum =” nach A) wieder eine neue Ure o”, fiir die Ae o” 
nach B) ein nenes Centrum =” finden, und auf diefe Weife beliebig 
fortfahven könnte. Es läßt fich jedoch zeigen, da, wenn man zur 
Axe of ein neues Centrum fucht, diefes mit Z’ zufammenfallen mug, 
und dag, wenn man gum Centrum >’ eine neue Axe fucht, diefe mit o” 
gufammenfatlen mug. Dieß ergiebt fic) fo: 

Wir fahen oben aus der Unterſuchung A), dag, wenn wir, vom 
Centrum L und ver Axe o ausgehend, eine neue Wye o” fuchten, 
diefe durch den Durchſchnittspunkt von (p-p’) gehen mufte. Ebenſo 
mug nun auch, wenn wir, vom Centrum Z und der Ave o ausgehend, 
eine neue Axe o” fuchen, diefe durch den Durchſchnittspunkt (p * p’) 
ber Polaren des Centrums >’ gehen. Nach C) aber fällt (p +p’) mit 
(p'p’), und (oro’) zuſammen; es mug alfo auch o” durch den 
Durchſchnittspunkt von p, pi p, po o” gehen. Ferner fahen wir 
oben, aus der Unterfuchung B), dag, wenn wir vom Centrum Y und 
dev Axe o ausgehend, ein neues Centrum >’ fuchten, diefes auf der— 
ſelben Geraden liege mug, auf der S und die Pole P, P' ver Axe o 
jich befinden. Ebenſo muß mm auch, wenn wir, vom Centrum S und 
ber xe o” ausgehend, ein neues Centrum ¥” fuchen, diefes auf vere 
felben Gevaden liegen, wie X und die Pole L, L’ der Axe oc’, Lewtere 
aber fiegen nach ber Unterfudung C) auch auf (£— >’) over (2 -P 
— P). Es mug demnach auch >” auf ver durch B, P, P’, 2, &, & 
gehenden Geraden fich befinden. G8 feien mm, Fig. 157., vgl. Fig. 156. 
d ound d’, ein Paar fiir das Centrum S und die Axe o homologe 
Tangenten, d und d’, ein Paar fiir das Centrum SF und die Axe o’, 
d und d’, ein Paar fiir das Centrum Z' und die Ure o homologe 
Tangenten. Bon vem Punfte (o’+d’,) oder (dd’,) fei die nach 
§ 11. Lehrſatz 25. mögliche gweite Tangente d’, an K’ gelegt. Da 
nun im Syſtem R, o (wenn man die collineaven Syfteme, vie flir das 
Gollineationscentrum Y und die Collineationsaze o perſpectiviſch liegen, 
kurz unter dem Namen: ,,Shftem =, o” gufammenfapt) e und e’ 


27" 
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homologe Tangenten find, fo find (d-e) und (d’,*e’) in demfelben 
Spftem hemologe Punkte und [(d + e)—(d’, e)] geht durch D; da im 
Syftem z, oc’ e und f’ homologe Tangenten find, fo find in ihm 
(de) und (d’,°£") homologe Punkte und [(d+e) —(d’, °£%] geht 
dure =, und zwar fallt diefe Gerade gufammen mit [(d- ec), -e’*)], 
dent fie haben beive die Punkte S und (d-e) gemein; da ferner 
e und £ auch im Syſtem >, c homologe Tangenten find, fo fine 
(d-e) und (d’,'f") homologe Punkte in demfelben und [(d-e)—(a', *f’)] 
geht dure) 2. Bugleich ſchueiden fic) d und d’, auf c, da fie homo- 
Loge Xangenten im Syftem z, o find; e8 fehneiden fic) ferner aber 
auch d und d’, anf c, va fie homologe Tangenten im Syftem >’, o 
find; e8 liegt alſo dev Durchſchnittspunkt (d-d’,d’,) dev drei Tanz 
genten d, d’,, d’, anf o. Mum ijt etm dem Kegelſchnitt K’ umge- 
ſchriebenes Sechsſeit entſtanden d’,d’,e’d’,d’,f’, in welchem ſich die 
Verbindungsgeraden dev erſten und vierten, zweiten und fünften, dritten 
und ſechſten Ecke*), alſo [(a’, +d’) ~ dn °A',)]; [@’, *e’) G £)]; 
(V’,e’) ~ (d’,£)] nach § 12. Lehrſaß 4. in einem und demfelben 
—* fchueiden. Erſtere beide min ſchneiden ſich in (d e), alſo mug 
auch [(d’, +e) ~ (d’,*f’)] durch (dee) geben. Dieſe hat alſo mit 
per Geraden [(d-e)~(d’',*f")] die beiden Puntte (de), (dy: f’) 
gemein, und fallt daher ganz mit ihr zuſammen. Da mun, wie wir 
foeben fahen, [((d* e) — (d’,* £’)] durch 2’ geht, fo mug auch [(d’, - &’) 
—(d’,°f")| durch 2’ gehen. Bezeichnen wir nun die Veritgrungepuntte 
von é, £’ bezüglich mit H’, FY, fo geht alfo (P'— FY) durch 2%. Bue 
gleich geht auch die Berbindungagerade [(d’,* durch >’. 
qesetgnen wir bie Berührungspunkte von d’,, d’, bezüglich mit ©’, 

@',, fo mug nach § 11. Lehrfag 31. ‘vechis ber Durchſchnittspunkt 
der Gegenfeiten (P'— EF’), (@',~ O',) im eingeſchriebenen Viereck 
EFO’,O', jufammenfatlen mit dem Durchſchnittspunkt ver Diago- 
nalen f(a’, vid~-@,e)), (@’° % +f"), oder es miiffen durch 
den Durchſchnittspunkt von CE’— ud [(d’, °f’)— (d’,*e’)] auch 
gehen vie Seite (®’, ~ O',) des — Vierecks und die Dia— 
gonale [(d’,° e’) — @, . —— des umgeſchriebenen Vierſeits. Der Durch— 
ſchnittspunkt von (E’— F’) und [(d’, £)~ (de 0')] ift aber 2’; es 
geht alfo auch die Dingonale [(d’, +e’) — (d’,*f)] durch B; und folge 
lich fällt die dritte Diagonale [(e’- f) —(d',°d’,)] nach § 11. Lehre 
{as 38.2) links mit der Polaren P Yon y zuſammen, oder d’, und 

ſchnelden fic) anf ver Polaren p’ von 2’, Ferner iſt, wenn wir 
SA Berühruugspunkt von d’, mit ‘oy, bezeichnen, ber Durchſchnitts- 
punft von (E’— F), (®',~ &) nach § 11. Lehrſatz 31. rechts iden⸗ 
tiſch mit dein Durehfehnittopuntie der Diagonalen [(d’, ec’) ~(d’, +f], 
(@,°f)—@,-e)]. Letzterer aber ijt nach § 11. Lehrſatz 38. 8) 
lints der Bol von [(e’* f’)—(d’,°d’,)] oder von o’, Es geht alfo 

















*) Qu der Figue faillt die britte umd ſechſte Ede ſehr mabe am bie Peripherie 
der Cire, und (O—¥/) mmf durch diefe Ccten 6. und 3. gehen. 
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(®',—@',) burg den Bol & von o% Um mm, vom Syſtem ¥, o” 
ſubhehend⸗ ein zweites Centrum zu finden, haben wir nach B), wenn 
®, ®', Homologe Punkte des Syftems =, o’ find, von G', durch den 
Pot @ yon of eine Gevare zu ziehen, fo erhalt man einen Punkt ©’,, 
deffen Verbindungsgerade (-G’,) mit © durch das neue Centrum L” 
geht. Zugleich liegt dieß, wie wiv oben fahen, auf ter Geraden (= <P 
Pr), Num geht aber, wie wir eben zeigten. G' ®',) durch >’; 
und da ©’, der dem © homologe Punt im Syſtem L’, o ift, fo geht 
auch (®', ~ * @) durch 27; alfo geht auch, da letztere mit (®’,~ 0',) 
zwei Puntte, Or 2gemein hat, und alfo mit ify zuſammenfälit, 
(O' O) durch 2’, amd fepneivet alfo vie (2 -P—P’) in YE 
fallt demnach das gefuchte Centrum =” nach 2’. Wan erhält demnach, 
wenn man, vom Syſtem =, o” ansgehend, pas zweite Centrum fucht, 
daffelbe Centrum >’ wieder, welches fic) ergab, als man, vom Sy- 
ftem R, o auggehend, bas zweite Centrum fuchte. Sucht man umge- 
fehrt, vom Shftem 2’, c ausgehend, vie zweite Wyre o”, fo hat man 
nach A), wenn d, d’, cin Baar homologer Tangenten in >’, x find, 
eine folche Tangente d’, zu fuchen, die mit d’, anf der Polaren p’ 
von 2’ convergirt; ihr Durchſchnittspunkt mit d liegt dann anf der 
geſuchten Axe oc”. Nun ſchneidet aber d’, die d auf o’, wie wir fahen; 
ba mun o” auch durch (p*p’) gehen mug, und auc) durch diefen 
Punkt geht, fo fallt demnach o” mit o” zuſammen. Man erhält alfo, 
wenn man, vom Syſtem LY’, c ausgehend, vie gweite Axe fucht, dies 
felbe Axe o’ wieder, welche fic) ergab, als man, vom Syſtem y, — 
auggehend, die zweite Axe fuchte. 

Gin Gleiches ergiebt fich, wenn wir, vom Syſtem ~’, o ausgehend, 
eine neue Axe o” fuchen. ES feien, Fig. 158., vgl. Fig. 156., © und 
@', cin Paar fiir die Axe o und das Centrum =, © und G', cin 
Paar fiir vie Axe o und das Centrum 2’, © und G', ein Paar fiir 
die Axe o’ und pas Centrum = Homologer Curvenpunkte. Auf der 
Geraden (O~G',) ober (2’— @',) werde der nach § 11. Lehrſatz 25. 
nothwendig liegende zweite Curvenpunft O', im Kegelſchnitt K' be- 
ftimmt. Nun find E unb E’ im Syſtem =, o Homologe Punkte, alfo 
(®-E), B’) homologe Gerade in dieſem Syſtem; es ſchneiden 
fich dieſelben alſo anf der Axe os im Syſtem 2’, c find E und FY 
homologe Puukte, alfo (O ~ E), (®',~ F’) homologe Gerade, und ihr 
Durehfehnittspuntt liegt ebenfalls anf c, es ſchneiden fich alſo (EH), 
(®’,— FE), (@',— F’) in demſelben Punfte ver Axe o; endlich find E 
und F’ auch im Syſtem >, of Homologe Punkte, ate ſchneiden ſich 
die homologen Geraden (O — P), (@’,~F’) anf o” Zugleich geht 
(®—G',) durch E, deßgleichen auch (® —@',) durch B, es liegen alfo 
®, @',, @', auf einer und devfelben durch S gehenden Geraden (© 
- BY, —@’,). Nun ijt ein vem Segelfchnitt K’ eingeſchriebenes Sechseck 
entftanber O',®' ,HG',G',F, in welchem die Durchſchnit: topunlte der 
erſten und vicrten, weiten “and fiinften, dvitten und ſechſten Ceite, alfo 
(4-8) (@,- 8), (© EB) @.- PF); oy 
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‘@', ~F)) nad) § 12. Lehrſatz 4. anf derſelben Geraden liegen. 

Erſtere zwei Liegen nun auf (© — P), alfo mug anh [(®’,— EF’) 
+(®',-F)] anf (OE) fliegen. Letztgenannter Puntt liegt nun fo- 

wohl auf (0’,— FE’), als auf (®’,—F), als anf (@~E) und mug 
aljo mit [(®-E) + (O'‚ FM gufammenfallen, Diefer Punkt aber liegt 
auf oc’; alfo mug auch [(®",- E’)-(@’,—F’)] auf o’ liegen. Bee 
jeichnen wir nun die Tangenten an H’, FY mit e’, f’, die Tangenten 
an 0',, O',, O',, O', bezüglich mit d’,, d’,, dy, d’, (fie find in 
dev Figur nicht vergeichnet, man vergleide aber die analogen Berhilt- 
niffe an Gig. 157.), fo oe alfo (e"* kN auf o’, und ebenfo der Durch— 
ſchnittspunkt [(®’;~ F) ~E). Berner, mug nach § 11. Lehr— 
jas 31, links die Dinzonsle ie: £)— (d’,°d',)] im umgeſchriebenen 
Vierfeit e'f'd’,d’, gufammenfatlen mit der So on der 
Duvehfehuittspuntte der Gegenfeiten [((®’,~F’) -(@',-E)], [((®’,-E) 
—F)], ober auf der BVerbindungsgeraden von (e’* £’) und [(@’, 

Gs *(@', — E)] liegen auch die Ecke (d’,-d’,) des umgeſchriebenen 
Vierfeits une der Durchſchnittspunkt [(0’, — E)*(@', —F)] ves ein 
geſchriebenen Vierecks. Die Verbindungsgerade von (e'· f’) und [(’, 
—F)-(', ~ E+) ijt aber os es liegt alfo anch ber Durchſchnitts⸗ 
puntt [(’, ~ BE’) (.-HV der Gepenfeiten auf o’ und folglich fällt 
ber dritte Durchſchmttspunkt (E - F’) - (@’, — ®’,)] der Gegenſeiten 
nach § 11. Lehrſatz 38,0) rechts mit dem Bol E von o” zufammen. 
Ferner ijt die Verbindungsgerade von (e' · f’) mit (d’,+d’,), wenn d’, 
die Tangente im Puntte O', iſt, nach § 11. Lehrfag 31. Links ibene 
tiſch mit dev Verbindungsgeraden der Durchfehnittspuntte [(@’,-E) 
+(®'".-F)], (@',> F)*(@', ~E)] ver Gegenfeiten. Mach § 11. 

Lehrſatz 38.6) rechts ift aber fegtere die Polare von [(E’— F’) 
‘Ox ®',)] oder von >’, Es liegt alfo (d’,-d’,) auf der Pofaren 
p von &. Um nun, vom Shftem >’, o ausgehend, eine gweite Are 
o” zu finden, haben wir nach A), wenn d, d’,, homologe Tangenten 
im Spftem Y o find, vom Durchſchnittspunkt von d’, mit ver Polaren 
p’ von 2” eine Tangente d’, an K’ gu legen, fo liegt dev Durehfchnitts- 
punft (d; d'.) auf der geſuchten Axe o”; zugleich geht dieſelbe, wie 
oben gezeigt wurde, durch den Durehfchnittspunte (tp p’). Nun liegt 
aber, wie wiv foeben jeigten, (d’,°d’,) auf oc’ und, da d’, die derd 
homologe Tangente im Syftem =, o’ ift, fo liegt auch (d’,-d) anf o’; 
alfo liegt auch (d', d) anf o’; und da o” anch durch (d. p*p’) geht, 
fo muß fie identiſch fein mit o”, oder o” mug mit co! 3ufammenfallen. 
Man erhilt alfo, wenn man, vom Shftem >’, o ausgehend, die gweite 
Axe fucht, diefelbe Axe oc’ wieder, die fic) ergab, als man, vom 
Shftem z, o ausgehend, die gweite Axe fuchte. Sucht man umge- 
fefrt, vont Syſtem =, o” ausgehend, das gweite Centrum &”, fo hat 
man nach B), wenn ®, ®', ein Paar homologer Curvenpuntte in >, 
o” find, einen ſolchen Curvenpunft ©, zu fuchen, dag die Verbindungs- 
gerade (',— O',) durch den Pol von o” geht. Die Verbindungs- 
gerade dieſes fo gefundenen Curvenpunttes ®', mit © geht dann burch 
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das gefuchte Centrum =”. Zugleich mug diefes auf (E— P) liegen. 
Nim geht aber (M—-O’,), wie wir oben fahen, durch 2’, und Z’ liegt 
aud) auf (P~ P’); es faillt_alfo 2” mit 2’ gufammen. Man erhalt 
demnach, wenn man, vom Syſtem =F, o’ ausgeherd, das zweite Cen- 
trum fucht, daffelbe Centrum >’ wieder, welches fic) ergab, als man, 
vom Shftem =, o ausgehend, vas zweite Centrum ſuchte *). 

Endlich bemerft man fogleich, bag, wenn man nad) A), vom 
Syſtem >, c ausgehend, die gweite Axe o” fucht, eit vollftindiges 
Biever’ (c+) (e+ 0’) (oa) (are), Fig. 156., entfteht, in welchem 
co, os ¢, a; cf, a! je ein Paar Gegenfeiten find, und in welchem p, p’ 
ein Paar Verbindungsgerade ver Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten 
find. G8 iſt alfo nach § 3. Lehrſatz 17. Strahlbüſchel (7 +o’), opo’p’ 
harmoniſch. Hatte man, vom Syſtem >’, o ausgehend, die gweite Are 
a’ gefucht nach A), fo hitte fic) ebenfo gefunren, dag auc) Strahl 
büſchel (c. 0”), cpo’p’ harmoniſch ift. Ferner bemerft man, dak, wenn 
man, vom Spftem =, c ansgehend, nach B) ein zweites Centrum =’ 
fucht, ein vollſtändiges Bierfeit (2—-C) (C- 2’) (2’— A) (A7 3) 
entfteht, in melchem &, 2’; C, A; C, A’ Fig. 156. ein Paar Eden 
and P, P’ cin Paar Durchfehnittspuntte der Diagonalen find; es ift 
alfo nach § 3. Lehrſatz 17. Punktreihe (2 — L’), SEPL’P’ harmonifeh. 
Hitte man, vom Syftem =, of ausgehend, das gweite Centrum >’ 
gefucht nach B), fo hätte fich ebenfo gefunden, daß auch Punftreihe 
(2-2), LHI’ harmonifdy iſt. 

Faſſen wir das Visherige gufammen, fo erhalten wir alfo mit 
Veriidfichtigung von § 8. Lehrfak 12. folgende Gefege: 

29. Lehrfak. Befinden fic) gwet collinear auf eine 
ander bezogene Kegelſchnitte K, K’ fiir ein Collineations- 
centrum > und eine Collineationsaze o in perfpectivifder 
Lage, fo befinden fie ſich aud allemal zugleich fiir daffelbe 


*) Sn dem Fale, daß, wie in der Figur angenommen if, K und K’ gang 
anferfials einanber Leger, ift es leicht eingufeher, bag es außer E nue nod) cin eit 
ziges Centrum S’ geben kann. Denn da das Collineationscentrum cin fich felbft 
homologer Puntt beider Syfteme ift, fo mug es darn auferhalh beider legen. Dent 
Yaige e8 nut auferhalh K, und innerhalb K’, fo könnten ven ibm aus an K Tan 
genten gejogen werben, an K’ aber nicht, es miifite alfo jeder diefer deiden Tangen- 
fen an K eine Gerade im gweiten Syftem homolog fein, die K’ nicht beviihrte, gegen 
§ 10. Gehrfaty 3. Giegen alfo K, K” gang aufer einanber, fo miiffen alle Collineas 
tiongcentva S, =’, Eu. ſ. w. außerhalb K und K’ fiegen. Zieht man alfo von >’ 
jroet Tangenten an K, fo find fie aud Tangenten an K’, ebenfo die von F an K 
gelegten Tangenten. Die Kegelfejnitte haben dann alfo vier Tangenten (rei von S, 
poet von E’ ansgehende) gemein. Meher aber fiunen fie nit gemein haben, weil 
fie fonft gang zufammenfallen mußten, nad) § 12. Lehrfatz 12.4.1); alfo tann es 
aujer S und Y’ fein Collineationscentrum mebx geben. iegen aber K und K’ gang 
ober gum Sheil in einander (der Ynfinger wird wohl thun, diefe Fiille aud) gu der? 
jeicnten unb fich iiber die damm eintretende Lage ber betveffenben Puntte unb dimen 
gu ovientiven, gl. Gig. 160.), fo Laffer fid) diele Schlüſfe micht zieden Es iff dager 
tin Obigen ein aud dann geltender Beweis gegeber worden, 
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Centrum S und eine gweite Ure o’, fiir diefelbe Axe o und 
ein gweites Centrum >’, und fiir das gweite Centrum > 
und die gweite Are o’ in perfpectivifdher Lage, und gwar 
nur für diefe, fo lange ihre gegenfeitige Cage nidt ver— 
dnbert wird. Gerner ift in gweien diefer vier Syfteme, 
im Gpftem =, c, und im Syſtem Y’, o’ die perfpectivifde 


Collineation entgegengefegt, in den beiden iibrigen Sy- 


ftemen 2%, o’, und >’ o einftimmig. Big. 159. 


30. Lehrfab. Liegen gwei | 
Kegelſchnitte K, K’ perfpece 
tiviſch, fo erhalt man, von 
einem Syſtem, 3. B.z, c, aus⸗ 
gehend, die gweite Are o’, 
tndem man, wenn d, d@’ ein 
Paar homologe Tangenten 
im Syſtem Zo find, vom 
Durchſchnittspunkt (dep) der 
einen Tangente mit der Po— 
{aren p des Centrums yim 
Kegelſchnitt K, an denfel- 
ben eine gweite Tangente b 
legt, oder, was daffelbe ift, 
indem man an den zweiten 
Durchſchnittspunkt w des 
Collineationsftrah{s (=~ ®) 
mit K an diefen eine zweite 
Tangente b legt; dann liegt 
der Durchſchnittspunkt (b-d’) 
auf dev gweiten Are o. Fig. 
159. i 


31. Lehrſatz. Die Bolas | 
ven p, p's pp’ Der Collineas | 
tionscentra &, >’ in ven | 
Kegelſchnitten K, Kſchnei- 
ven fic) alle im Durchſchnitts— 
puntte (" a’) ber beiben! 
Axen co, o’ und es ijt fowoht 
Stragroaiger (- o), ape'p’, | 
al8 (c° oy opo'p’ Harmonifd. | 
Sig. 15 | 

32. ene Miegen an 
zwei perfpectivifd liegenden 
Kegelſchnitten K, K’, die 
Durchſchnittspunkte aay, | 


30. Lehrſatz. Liegen zwei 
RKegelfcnitte K, K’, perfpece 
tiviſch, fo erhdlt man, von 
einem Syſteme, 3. By, o, 
ausgehend, bas zweite Cen- 
trum 2’, indem man, wenn 
®, B" ein Paar homologer 
Curvenpuntte im Sy ftem 
zy, co find, auf der Verbin— 
dDungsgeraden (O—P) des 
einen Bunktes mit dem Pol 
P ver Axe o im Kegelfanitt 


| Kaufdemfelben den zweiten 


Curvenpuntt B beftimmt, 
oder, was daffelbe ift, ine 
dem man auf der vom Col— 


| Tineationspuntt @:d) an K 


gezogenen sweiten Tangente 
den Berührungspunkt B bes 
jtimmt; dann geht die Bere 
bindungsgerade (B-~O") 
durch das zweite Centrum >’, 
Sig. 159. 

31. Lehrfak. Die Pole 
P,P; @, & der Collinea- 
tionsaren co’ in beiden Rex 
gelſchnitten K, K’ liegen 
alle auf dev Berbindungs- 
geraden (2 %’) der beiden 
Centra =, 25 und es ift 
fowohl Punktreihe (S— >), 
=Pr'P’, als (Z- 2’), TLrIE’ 
harmonifd. Fig. 156. 

32. Lehrſatz. Gehen an 
zwei perfpectivifd liegen— 
den Kegelſchnitten K, K’ die 
Verbindungsgeraden (@-O"), 
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(bb) ber im Syſtem zy, «| (B—B) der im Syftem ¥, o 
homologen Tangenten d, d’; | homologen Curvenpuntte 0, 
b, bi, von denen (d-b) auf | ©”; B, BY, von denen (O,- B) 
ber Polaren p von =, (d’-b’) | durch den Pol P von c, (®"-B) 
auf dev Bolaren p’ von | durd den Pol P’ von o geht, 
liegt, auf der erften Ure o; | durch das erfte Centrum x, 
fo liegen dic inverfen Durd- | fo gehen die inverfen Ver— 
{oh nittspuntte (d-b’), (b'd’) | bindungsgeraden (O-B), B 
der Tangenten d, b’; b, d | ~&") der Curvenpuntte 0, B'; 
auf dev zweiten Ure o’; lies | B, O” durch das gweite Cen— 
gen die Ourdhfdnittspuntte | trum >’; gehen die Verbin- 
(d-d’,), (d,-d’,) der im She | dungsgeraden (~B’) @, 
ftem 2’, o homologen Tan-|—@’,) der im Syftem = o” 
genten d, d’,; dy, dy, von | homologen Curvenpuntte, 
denen (d°d,) auf der Bola | von denen (@~®,) durch den 
ren p von &, (@’,°d’,) auf Pol & von o’, (W’'—O’,) vurd 
dev Polarven p’ von Y liegt, | den Pol L von o” geht, durch 
auf dev erften Axe o, fo lies | das erfte Centrum y, fo ge- 
gen dic inverfen Durch- hen die inverfen Verbin— 
ſchnittspunkte (d-d’,),(d,'d’,) | bungsgeraden (O—O',), (@, 
der Tangenten d,d’,;d,,d’, | —’), dev Curvenpuntte ®, 
auf dev gweiten Axe o. Fig. | O',;@,, Ww durch das gweite 
159. Centrum 2. Fig. 159. 





Gs ijt in manchen Fallen leicht zu erkennen, daß zwei Kegel— 
ſchnitte perſpectiviſch liegen, befonders dawn, wenn die von einem Punkte 
Fig. 159. in ihrer Ebene an K, K’ gelegten Tangenten m, n; m’, n’ 
penfelben Winkel, / mn= / m’n’ bilden, und m’ mit m, n’ mit n 
gufammenfallt. Denn man kanun dann, wenn man vie Berührungspunkte 
von m,n; m,n’ an K, K’ begiiglicy mit M, N; M’ N’ bejeichnet, 
nach Lehrſatz 3. m' homolog m, n’ homelog n, M’ homolog M, N’ 
homolog N fegen, fan von Y aus eine beliebige Gerade oO ziehen, 
und die Tangenten d, d’ in ihren Durchſchnittspunkten ©, O" homo- 
fog ſetzen. Dann find K, K’ collinear auf einander bezogen; es ift 
(m'+n’) homolog (m*n), alfo S fich ſelbſt Homolog, alfo (2 ~ ®) 
homolog ([— OB"); alfo haben beide Syſteme einen Strahlbüſchel 
Ymén, Ym’én’ gemein, und liegen alfo nach § 7. Lehrjag 26. links 
perfpectivifey fiir den Punkt LY al8 Collineationscentrum. Schneiden 
ferner K, K’ auf einer in ihrer Ebene liegenden Geraden o Fig. 160. 
daſſelbe Stück M’N’ = MN ab, fo fann man M’ homolog M, N’ ho- 
molog N, Tangente m’ Homolog m, n’ homolog n fegert, faun von 
einem beliebigen Puntte A ver o Tangenten d, d' an K, K’ legen 
und ihre Beriihrungspuntte ©, O' homolog fegen. Darn find nach 
Lehrſatz 3. vie Kegelſchnitte K, K’ collinear auf einander bezogen, es 
ift ferner o eine fich felbft homologe Gerade, und M over M’, N over 
NY, A ober (od) oder (o +d’) ein fich ſelbſt homologer Punkt. Beide 
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Syſteme haben alfo eine Punttreihe oo MNA, oM’N’A gemein, und 
liegen alfo nach § 7. Lehrſatz 26. rechts perfpectivifch fiir die Gerade o 
als Colfineationsaye. Man fieht alfo: 

33, Lehrfak Bwetin| 33. Lehrſatz. Bweiin 
derfelben Ebene Liegende, | derfelben Ebene liegende, 
demfelben Winkel m'n’= mn | diefelbe Strede MN’ = MN 
eingefdriebene Regelfdnitte | abfdneidende Kegelſchnitte 
K, K’ fiegen allemal per-|K, K’ liegen allemal per— 
fpectivifd fiir den Punkt ſpectiviſch für die Gerave 
(m+n) oder (m’ +n’) af8 Collie] I— N) oder (M’-N’) als 
neationgcentrum. Gig. 159.*).| Collineationsaze Fig. 

| 160.*) 


g 14. 
Polarität und Reciprocitat ber Kegelſchnitte. 


1. Erklärung. Die in § 11. Lehrſatz 32., 33., 34. 35., 
36., 38., 89. aufgeſtellten Cigenfdaften ber Kegelfdnitte 
werden ber in § 11. €rflarung 37. aufgeftellten Definition 
wegen jufammengefagt unter dem gemeinfamen Namen: 
„Polarität dev Kegelſchnitte“. 

Mit Hülfe der genannten Lehrſätze laſſen ſich mehrere Aufgaben 
löſen, z. B. 

2. Aufgabe. Gegeben ein verzeichnet vorliegender Ke— 
gelſchnitt K, und ein Punkt P auferhalb deſſelben; ge— 
fucht die Tangenten von P an K. 

Anflsfung **), Man ziehe von P aus zwei Gerade, even jede K 
in zwei Punkten fehneidet, die eine in A und B, die andere in C und D, 
fuche den Durchſchnittspunkt [(A —D)+(B—C)} oder E und (A-0) 
*(B—D)] over F und ziehe (F—E), fo ſchneidet dieſe den Kegel— 
febnitt Kin ben Buntten Q, R, in denen die von P an K gelegten 
Tangenten denſelben berühren; es find alfo (P—~Q), (P~R) die ge- 
juchten Tangenten q, x felbft. Denn nach § 11. Lehrſatz 38. a) rechts ijt 
(E—P) wegen des vollftindigen Vierecks ABCD die Bolare von E 
und nach § 11. Lehrfag 31. gehen die Tangenten von P an K durch 
Q und R. Diefe Methode ift ftets anwendbar, mag K ein Kreis, 





) Es wire mm die Theorie der Oseulatiouen gu entwickeln. Wir verweiſen 
jedoch bieviiber auf Paulus: ,,Grumblinien ber neueren Geometvie’. Neuntes 
Bud DV inch Bis H inch, wo man biefe Lehre ausführüch abgehanbelt findet. 

*#) Wo feine Figur angegeben iff, wird man fich dieſelbe nach den Angaben im 
Texte leicht confiruiren finnen. — Cine andere Auflöſung, als die oben angegebene 
theilt Stecglowsti in Grunert’s Archiv der Mathematit und Phyfif, Theil 34., 
Heft 8, Seite 302. mit, Diefelbe guimdet fish, wie man ſich ſogleich iberseugt, 
auf § 11, Lehrfng 44. 
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eine Ellipſe, eine Hyperbel oder Parabel fein. Ga, man braucht gar 
nicht zu wiffer, welcher diefer vier Arten eine vergeichnete Curve angehirt, 
wenn man nur überhaupt weif, dag fie ein Kegelſchnitt iſt. Auch 
braucht nicht die gange Curve vergeichnet vorguliegen, ſondern nur ein 
ſolches Stite von ihr, daß auf ihm noch die Beriihrungspuntte der 
von P an K ju legenden Tangenten fic) befinden. — Cine andere 
Aufgabe ift die 

3. Aufgabe. Gegebenein | 3. Aufgabe. Gegeben ein 
ver zeichnet vorliegender Rex | verzeichnet vorliegender Ke— 
gelfhnitt K und ein Punkt gelſchnitt K und eine Gerade 
P in feiner Ebene; gefudt | pin feiner Ebene; gefucht der 
vie Polare p diefes Punks | Pol P diefer Geraden. 
tes. 


Auflöſung dev Aufgabe links. Man ziehe, P mag inner- oder 
außerhalb K fliegen, durch ifn zwei Secanten, die K begiiglich in A 
und B; C und D fehneiven, fuche den Punkt [CA — D): (B-C)] oder 
E und (A-C)*(B-D)] ober F, und ziehe (EF), fo iſt dieß 
die verlangte Polare p nach § 11. Lehrfak 38.68) rechts. Liegt ins- 
beſondere P auf dev Pevipherie des Kegelſchnittes, 3. B. Fig. 161. a. 
in S, fo ift leicht zu fehen, daß die Tangente s in demfelben Punkt 
feine Polare fein mug. Denn läßt man einen innern Pol A immer 
näher nach dev Peripherie rücken, fo nähert fic) auch) feine Polare a 
bemfelben immer mehr. Over auch, wenn a die Polave von A ift, 
fo i Be a Fällt mm A mit S gufammen, fo mug auch 
SA’ = 0 fein, alfo A’ nach S fallen. Zugleich fann die Polare von 
S feinen gweiten Punkt mit K gemein haben, over K ſchneiden, denn 
fonft müßte ihr Pol auger K fliegen; auch fann fie nicht ganz anfer- 
halb K fich befinden, denn fonft lige ihr Pol innerhalb. Gie mug 
alfo K beriifren. 


Uuflsfung der Aufgabe rechts. Mag p ven Kegelſchuitt K 
ſchneiden oder nicht, in beiden Fallen foun man auf p (tenn fie den 
Kegelſchnitt fehneivet, auf der außerhalb von K fiegenden Strecke von p) 
zwei Punkte P,, P, annefmen, von denen man nach Wufgabe 2. an K 
je zwei Tangenten q,, 11; qa, ry legen fann, die bezüglich in Q,, Ry; 
Q., R, berühren. Dann giehe man (Q,—R,), (Q,7R,); ihr 
Duͤrchſchnittspunkt [(Q,-R,)+(Q.—R,)] ift der gefuchte Pol P 
von p. Denn nach § 11. Lehrſatz 31. rechts fällt im eingeſchriebenen 
Viereck Q,R,Q,R, der Punkt [((Q,—-R,)*(Q,—R,)] jufammen 
mit dem Durchſchniftspunkt der Diagonalen [(q,°r,) — (qo*r,)] und 
(C4. ° 42) — Gy *r_)] des umgeſchriebenen Bierfeits qir,qyr.; ev liegt 
alſo auf [(q,*r,)~(qo'r,)] ober auf p; dev Durchſchnittspunkt 
[(Q,~Q,)°(R,~ R,)} fallt” gufammen mit vem Durchſchnittspunkt 
ber ‘Dingowalen’ [(q,1,)~ (qq ¥2)] md ((qy-r,)~ Cr," da) e8 
fiegt aljo [(Q,— Qp)* (R,-R,)] ebenfalls auf (qi ry) ~ G4"*2)] 





423 Polaritit und Heciprecittt ber Kegelſchnitte. 


bd. h. auf p, der Punft ((Q,—R,)°(Q,—R,)] endlich fällt gufam- 
men mit dem Durchſchnittspunkte ver Diagonaten (1° 42) 7 (ty *r2)] 
und [(q,°r2) 7 4° qe JI; alfo ift nad) § 11. Lehrſatz 38. a). rechts 
der Punkt ic i R, 2 R,)] der Pol von p. Gm Fale p 
cine den Kegelſchnitt K fapneivende Gerade und es aus irgend einem 
Grunde unzulaffig wire, fie über ihve Durchſchnittspunkte V, W mit 
ver Peripherie von K yu verlingern, fann man auch fo verfahren; 
Man verbinde V und W mit drei beliebigen Curvenpuntten X, Y, Z 
von K, fo dag vie Strahlbüſchel entftehen V, (V~ W) (V—X) (V-Y) 
(v- 2) und W, (W-V) (W-X)(W-Y)(W~Z). Nun beftimme 
man im Büſchel V einen Strahl v fo, dag er ny Strahl (W-V) 
entfprict, dak alſo V,(V~X) (V~Y¥) (V~Z)v A W, (WX) 
(W-Y)(W~Z)(W-V) ift, und in W einen Strahl w fo, dak 
W, (W—X) (W~Y) (W~Z) w W V, (VX) (V-Y) (V-Z) (V-W) 
ijt; dann find v und w Tangenten an V und W nad § 11. Lehr- 
fag 65. und (vw) ijt der gefuchte Pol von (Y— W) oder p nach 
§ 11. Lehrfag 34. a, rechts. — Ferner ergeben fich aus dem Bisherigen 
aar alfgemeinere Löſungen von Aufgaben, die bereits frither ge- 
jind, 3. B. von ven Aufgaben 31. und 32. in § 1., alfo: 

4, Wufgabe. Gegeben drei | 4. Unfgabe. Gegeben drei 
Punkte A, C, B einer Punkt- | Strahlena,c, beines Strahl- 
reihes;c liege entweder auf | büſchels 8; e liege entwe— 
per Strede AB over auf der in der Glade des Wine 
AB; geſucht der ihm guge- kels ab oder in 180°— ab; ges 
ordnete harmoniſche Punkt  fudt der thm gugeordnete 
D. ‘parmonifde Strahl d. 


Auflsfung der Aufgabe links. Man conftruive einen beliebigen, 
durch A und B gehenden Kegelſchnitt K (am einfachften natürlich 
cinen Kreis, doc) fann jeder andere benutzt werden) und fuche die 
Polare c des Punktes C, fo ſchneidet dieſe die Gerade s im geſuchten 
Putte (se) oder D. — Um die Aufgabe rechts zu löſen, conftruive 
man einen beliebigen Kegelſchnitt K, ver die Strahlen a, b, berührt 
(ant cinfachften einen Kreis), ſuche den Pol C ber Geraden e, und 
jiehe dann (S~ C), fo ift diefe ver verlangte Strahl D. 

Ferner ergiebt fich mit Hülfe ver ans den Polaritätsgeſetzen ab- 
geleiteten involutoriſchen Eigenſchaft dev Megelfdynitte eine allgemeine 


§ 14. 





Loöſung der fehon in § 4. Aufgabe 

5. Aufgabe. Gegeben 
zwei Paar entſprechender 
Punkte wb, &’; S, SC’ einer 
Suvolution, gefudt die 
Hauptpuntte derfelben, wenn 
folche vorhanden find. 


Auflöſung der Wufgabe links. 
9) 


23. abgehandelten: 

5. Aufgabe. Gegebeu 
zwei Paar entfpredender 
Strahlen «, a’; cc einer In— 
volution; gefudt die Haupt. 
ſtrahlen derfelben, wenn 
ſolche vorhanden find. 

Man conjtruive einen beliebigen 


Kegelſchnitt K (am einfachften einen Kreis), der die Richtung s der 
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fPunttreihe sLCC'b! berührt, und giehe von , ©, C/, sb’ ans an 
denfelben die Tangenten, bezüglich a, o, c', a’, die den Kegelſchnitt in 
den Punkten bezüglich A, G, C', A’ berühren. In dem umgefchrie- 
benen Vierſeit aca’c’ beftimme man den Durchſchnittspunkt & der 
Diagonalen [(a +e) — (a: c’)] und [(a+c’)—(ea’)], umd ziehe von > 
aus die Tangenten t, t an K, fo ſchneiden diefelben vie s in den 
Sauptrantten G, G. Denn nach § 11. Lehrfag 31. liegt auch {A- AY 
— C+) in x, and [(A~ C)+(C—A’)] faͤllt zuſammen mit dem 
eg der Diagonalen ((a“a“) — (c*c’)] und [(a*e) 
—(a'+e)], und [((A~C)*(A’~ C)] mit dem Durchſchnittspunkt von 
[(ava’)~ (c+ c’)] und [(a“ ) - (a’*e)]. Es ift alfo [(a* a’) - (e'c’)| 
ober o die Polare von B. Es gehen alfo die Tangenten t, t’ durch die 
Durchſchnittspunkte T, T’ von o mit K. Nach 8 11. Lehrfag 44. iſt 
mm K fiir © als Centrum und o als Axe fich felbft involutoriſch 
collinear. Gs ijt alfo Punftreihe a, (a*c) A (a° t) (a a) (a* e) (a*t) 
Kal, (a’sc’) A’ (a: t) (a’* a) (a’*c) (a’* 3. aber nach § 11. Lehre 
fag 65. ijt auch a’, (a’+ 0’) A’ (a“ t) (a’* a) (a's c) (a tt) Ma, (acc) 
(a+a’) (at) A(a‘c)(a‘t’), alfo iff a A(at) (aca) (acc!) 
(a:t) W a,(a*e’) (ava/) (a* t)A(a‘c) (at). G8 entfteht dem— 
nach auf a eine involutoriſche Punktreihe. Num ijt nach § 11. Seine 
ſatz 65. Punktreihe s,(s*a) (s*c) (s*t’) (s‘c’) (s‘a’) (st) Ka A 
(ave) (at) (arc’) (ara’)(a*t). Oa mm a, A (ae) (at) (are’) 
(a‘a’) (at) Ka, (aca’) (a* 3 (at) (atc)A(ast) ift, fo mug 
aud) s, (sa) (s*c) (s"t) Ge’) (s*a’) (s*t) “As, (s*a’) (s+ e’) 
(5° t) (s+ c)(s*a)(s*t) oder sACVOH'E TK ssWOVEAG, alfo ine 
volutorifeh mit den Hauptpunften &, G’ fein (vgt. 811. Lehtſat 45.). 
— Um die Aufgabe rechts zu fen, conftruive man einen beliebigen 
Kegelfehnitt K (am einfachjten einen Kreis), der durch ven Scheitel 8 
des Strahlbüſchels S,ace’e’ geht, und von a, c, of, a” bezüglich in A, 
C, C, A' gejchnitten wird. Die Tangenten an diefen Punkten Heifer 
a,c, ce, a’. Sur eingefehriebenen Viereck ACC’A’ bejtimme man die 
Verbindungsgerade o dev Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten [(A- C) 
(A - O) umd [(A~ C0) (C—A)] und ihre Durchſchnittspunkte 'T, 
T’ mit K, und ziehe dann (S~T), (S—T’), fo find dieß die Haupte 
ſtrahlen t, . Denn nach § 11. Lehyfag 31. fällt auch [(a* a’) — (ce c’)| 
inc and [(@a-c’)—(ca’)] fällt gufammen mit der Berbindungsge- 
raden der Durebfepnttspunte der Gegenjeiten ((A—A’) + (C—C)] 
amd [(A— C) «(Al Cy), und [(ave) ~ (a ¢)] mit der Verbindungs- 
geraden von [((A—A’)*(C—C’)] und (A-0) (A -. 0)J. Es iſt 
alſo (A-A)“ (0 60)] ober E der Pol von c. Es liegen alſo die 
Curvenpunkte T, I’ auf den von Ban K gelegten Tangenten tt. 
Nach 8 11. Lehrfas 44. iſt nun K für - als Axe und Y als Cene 
trum fic) ſelbſt involutoriſch collinear, alfo Crval alge A (AC) 
a(A~ TY) (A~A’) (A~C’) (AW T) 1 AY, (A’~ C’) al (AY TY) 
A’~ A) (A’~C)(A’—T), aber nach § 11. Lehrſatz 65. iſt auch 
!, (A’~ C’) a’ (A'~ T’) (A’— A) (A’-C) (A'-T) WH A, (AW C’) 
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(A~ A’) (A~T’) a (A~C) (A~T). Gs ift alſo A, (A~ C) a (A~T’) 
(A~ A (A> C) (A> T) W A, (A> 0) (A~ A (A> T’) a (A~ C) 
(AT). G8 entftept demnach an A ein involutoriſcher Strahlbüſchel 
mit ben Hauptſtrahlen (A-T), (A—T’). Nach 8 11. Lehrſatz 65. 
ift mm auch Strahlbüſchet S, (S -A) (S— C) (S—T’) (S-C) (S—-A) 
(S~T) A_A,a(A~C) (A> T’) (A~ C+ (A~A) (A- T), amd da 
A,a(A~C) (A~T’) (A> C’) (A~A’) (AW 'T) WA, (AWAY) (Am CD) 
(A> T’) (AW C) a (A> T) ift, fo mug auch 8, (S—A) (SC) (S~T’) 
(S-C) (S-A) ®-T) WS, 8A’) S-C) (S-T) (S-C) 
(S—A) (S—T) oder Sjactlc'a't A Sa’c'veat fein (vgl. § 11. Lehre 
jag 45.). €8 find alfo +, t' die Hauptſtrahlen des involutoriſchen 
Strahlbüſchels S. Man wird bemerten, dag die gu § 4. Anfgabe 23. 
rechts gegebene Löſung nur ein particuliver Gall dieſer allgemeinen 
Löſung ijt, indem dort fiir den Kegelſchnitt K ein fpecieller, nämlich 
dev Kreis, als einfachfter, benugt worden war, fiir den fich die Richtig— 
feit der Auflöſung ſchon mit den aus der Elementar-Geometrie bee 
fannten Mitteln beweifen läßt. 

Aus vem Gefege § 11. Lehrſatz 44. ergiebt fich fofort noch ein 
anderes. Es fet nimlich, Fig. 161.a., 161.b. K ein Kegelſchnitt, p 
cine Gerabe in feiner Ebene, und auf derfelben die Punfte A, B, C, D 
gegeben. Suchen wir die Polarven a, b, c, d derfelben, fo miiffen 
diefelben offenbar alle durch ben Bol P von p gehen. Denn nach 
§ 11. Lehrfatz 44. ijt ber Kegelſchnitt K fiir P als Snvolutionscen- 
trum und p al8 Involutionsare ſich felbft involutoriſch collinear, d. h. 
er ijt in zwei involutoriſch liegenden ebenen Syftemen eine fich ſelbſt 
homologe Curve. Da mm A, B, C, D, .... auf der Axe p liegen, 
fo ift 3. B. A ein fic) felbft Homologer Punkt beider involutoriſch 
fiegender Syſteme, alfo mug, da ein Pol nur eine eingige Polare haben 
fann, die Bolare a von A eine fic) felbft Homologe Gerade beider 
Shfteme fein, nach § 13. Lehrſatz 26. Nach § 9. Lehrſatz 16. liegen 
aber zwei involutorifche Syſteme allemal perfpectivife), und nad § 8. 
Lehrſatz 3. giebt e8 in zwei perfpectivifd) liegenden ebenen Syſtemen 
auger dev Collineationsaxe und dent Collineationsftrahlen feine fich felbft 
Homologe Gerade. Da nun die Polare von A nicht die Collineations- 
axe, oder hier die Involutionsaxe fein fann, weil A nicht mit P gu- 
fammenfallt, fo mug die Polare a von A ein Guvolutionsftrahl fein, 
bd. h. durch das Guvolutionscentrum P gehen. Defigleicjen müſſen 
die Polaren b, c, d .... von B, C, D.... und ebenfo die Polaren 
a’, b,c, d' .... von A’, BY, CO, D’.... durch P gehen. Iſt ume 
gekehrt K cin Kegelſchnitt, P ein Bunft, und find a, b,c, d .... 
durch P gehende Gerade, fo miiffen ihre Pole A, B,C, D.... ſämmt- 
lich auf der Polaren p von P liegen. Denn nach § 11. Lehrſatz 44, 
ift K fir p als Axe, P als Centrum ſich ſelbſt involutoriſch collinear, 
alfo find a, b, c, d .... Collineationsſtrahlen, alſo ift jeder von 
ihuen, 3. B. a fich felbft Homolog. Folglich muß auch fein Pol A 
fic) felbft Homolog fein, nad) § 13. Lehrfak 26. Nach § 9. Lehre 


§ 14, Polarität und Reciprocitiit ber Kegelſchnitte. 431 


fas 16. Liegen aber zwei involutoriſche Syſteme auch allemal perfpecti- 
viſch, und nach § 8. Lehrſatz 3. giebt es in perfpectivifeh Liegenden 
Spftemen auger dem Collineationscentrum und ven Punkten der Collie 
neationsare feinen fich felbft homologen. Da nun a nicht mit p 
fammenfallt, fo fann A nicht das Suvolutionscentrum fein, es muß dem— 
nach A ein Punkt der Gnvolutionsaze p fein, alfo auf p liegen. Ebenſo 
müſſen die Bole B, C, D, .... von b, e, d, ...., und die Bole 
A’, BY, CD’, .... vona’, bi, ce, d’, .... auf p fich befinden. Es 
Laffen fic) diefe Beziehungen übrigens auch Leicht, wenn auch umftind- 
licher, mit Hülfe dev in Erklärung 1. diefes Paragraphen angezoge— 
nen Sätze beweifen. Wan erhilt demnach den 

6. Lehrfag. Liegen meh— 6. Lehrſatz. Gehen meh— 
rere Punkte A, B, OC, D, A’, | reve Gerade a, b, c, d, 2, bi, 
B,C, D'.... im dev Ebene c,d’, .... in der Ebene eines 
eines Regelfdnittes K auf Kegelſchnittes K durch einen 
einer und derfelben Geraden | und denfelben Punkt P, fo 
p, fo gehen ihre Polaren | liegen ihre Pole A, B, C, D, 
a, b, o, d, a’, b’, c, di, ....| AY BY O, D,.... fammtlig 
ſämmtlich durch einen und auf einer undderfelben Ge— 
denfelben Punkt P derfel-|raden p derfelben Ebene, 
ben Ebene, nämlich durch den | namlid auf der Polaren des 
Pol ver Geraden p. Fig. | Punttes P. Fig. 161. a, 161. b. 
161.a, 161. b. 

7. Erklärung. Diefe Cigenfdaft ver Kegelſchnitte 
wird mit bem Namen: ,,Reciprocitét dev Kegelſchnitte“ be- 
zeichnet. 

Gs ſeien mum, Fig. 161. a, Fig. 161. b., a, b, c, d die Polaren 
von den anf derſelben Geraden p liegenden Punkten A, B, C, D; fie 
ſchneiden diefelbe in A’, B, C, D. Rach 8 11. Lehrſatz 44. find mm 
Aund A’; Bund B’; C und C’; D und D' entſprechende Punkte 
der anf dev Guvolutionsaze p erzeugten Guvolution. Es ijt alfo 
Punktreije p,ABCDD'C'B‘A’ oder p,ABCDA’B'CD' involutoriſch, 
alfo Punktreihe p,ABCD p, ABCD'; alfo ift auch Punktreihe 
pABCD X Strahlbüſchel Pabed, und Punktreihe p,A’BO'D' 7A Strahl 
biifehel P,a’b’c'd’ und ebenfo ijt Punktreihe p,ABCDA’B'C'D’ A Strahl: 
büſchel P,abcda’b’c’'d’. Umgekehrt, find A, B, C, D die Bole dev durch 
P gehenden Geraden a, b, c, d, fo find nach § 11. Lehrſatz 44. a, a 
b, b’; ¢, c; d, d’ entfprechende Strahlen der am Gnvolutionscene 
trum P entftehenden Involution. Es ijt alſo Strahlbüſchel Pabedd’e’b’a’ 
oder P,abcda’b’c’d’ involutovifch ; alfo Strahlbüſchel P,abed X P,a’b'e'd’; 
alſo auch Strahlbüſchel P,abed A Punktreihe pABCD und Strahl 
büſchel P,a’b’c'd’ Punktreihe p, A BOD und ebenfo ijt Strahlbüſchel 
Pyabeda’b’c’d’ A Punttreihe p.ABCDABOCD. Man hat alſo den 

8. Lehrſatz. Liegen in der 8. Lehrſatz. Gehen in der 
Ebene eines Kegelſchnittes Ebene eines Kegelſchnittes 
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K bie Punkte A, B, cD wee | K die Geraben a,b,c, d, .... 
oper A’, B,C, D’. ober a’, b’, c', d’, .... oder 
A, B, C, D, A’, BY, a, b, c, d, a, bi, c,d’, .... 
auf einer und derjelben durch einen und denfelben 
raden p, und find begiiglich | Puntt P, und find bezüglich 
a,b, ¢,d,.... oder a’ bi, c,d’, A, B, C, D,.... oder A’, BY 
... oder a,b,c, d,a, b,c, d’,' C, D, .... oder A, B, C, D, 





PS 
& 





. . . ihre Durch einen und dene , CD, .... thre auf 
ſelben Punkt P gehenden Poe: einer unr derſelben Geraden 
laren, fo iſt allemal Punkt— liegenden Pole, ſo iſt al— 
reihe pABCD A Strahlbü— PemalStrabl6iiidel Pabed-e 
feel Pabcd; Punktreihe p, Punktreihe p ABCD; Strahl- 
ABOD' FH Strahlbüſchel P, büſchel Pab'eſd' A Punttrei- 
ab’c’d’; Bunftreihe p,ABCD he p,A’BC'D’; Strahlbüſchel 
ABCD K Strahlbiifdhel P, P,abeda’b’c’d’ VW Punttreihe 
abeda’b’c’d’. Fig 161.a;161.b. pABCDABCD’. Fig. 161. a; 
161. b. 

Dieſes Verhalten führt, verglichen mit dem in § 7. Lehrſatz 9. 
von collinearen Syſtemen ausgeſprochenen, auf den Gedanken, zwei 
ebene Syſteme ju conſtruiren, in denen nicht, wie bei collinearen, jedem 
Punkt des einen ein Punkt des anderen, jeder Geraden des einen eine 
Gerade des anderen homolog iſt, ſondern in denen jedem Punkt A, 
B,.... A’, BY .... des einen eine Gerade a, by .... AD .... 
des anderen, un jeder Geraden a,b,...., a b’,.... ded einen 
ein Punkt A, B,.... A, BY .... ded anderen entfpricht, nämlich 
jedem Pol in dem einen ſeine Polare in dem anderen Syſtem und 
jeder Polaren in dem einen ihr Pol in dem anderen Syſtem. Man 
kann dann eine ähnliche Reihe von Sätzen, wie in § 7. Lehrſatz 1. 
bis 15. entwickelt worden iſt, aufſtellen. Der dortige Lehrſatz 13. iſt 
fofort auch hier gültig, ber oben aufgeſtellte Lehrſatz 8. eutſpricht dem 
Lehrſatz 14. in § 7. u. ſ. w. Da alſo jedem Pol in dem einen feine 
Polare im andeven Shftem, und umgefehrt, entfpricht, fo definirt man 
im Hinblick auf Erklärung 7.: 

9. Erklärung. Zwei ebene Shfteme, in denen jeden 
Punkt des einen cine Gerade im anderen, und jeder Gera— 
ben im bem einen ein Punt im dem anderen entfprict, 
heißen: „ebene Polar-Syfteme”, oder auch wohl: „ebene rez 
ciprote Syſteme“. Von zwei ebenen Syſtemen feftfegen, daß 
jedem Punft des einen eine Gerade im anderen, und um- 
getehrt, entſprechen foll, heißt, die ebenen Sy fteme reciprof 
auf cinander beziehen. 

Much wendet man hier nicht mehr den bet colfinearen Syſtemen 
iiblichen Ausdruck homolog” (f. § 7. Erklärung 8.) an, fondern man 
fagt, mit Rückſicht auf § 11. Lehrfag 49., Analoges mit gleichen Na- 
men begeichnend: 
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10. Erklärung. Gn zwei Polare ober reciprofen Sy— 
ftemen heifen jeder Punkt des einen und die ihm entfpre- 
cende Gerade im anderen Syſtem: conjugirte Elemente der 
Syſteme; ver Punkt heift „der Geraden”, die Gerade „dem 
Puntte” conjugirt 

Man wird übrigens leicht überſehen, daß die Polaritits- und 
Meciprocitits-Gefege nur eine nothwendige Folge aus dem Dualis mus 
find, dev fic) vom Anfang an zwiſchen ‚Puukt“ und ,,Gerade”, „Punkt⸗ 
reife” und „Strahlbüſchel“, ,Berbindungsgerade” und „Durchſchnitts— 
puntt“, ,,Curvenpuntt” und ,,Beriihrungsgerade” oder Tangente, 
/Serbindungsgerade der Gegeneden” oder Diagonale und „Durch- 
ſchnitts punkt ver Gegenfeiten” geltend gemacht hat. Es ſpricht vas 
Geſetz ver Polarität umd Reciprocitdt viefe Verhaltniffe nur kurz aus, 
und weift ihren Urfprung nach. Wir find alfo fomit gewiffermagen 
wieder anf den Anfang unferer Unterfuchung zurückgekommen. 

Es wire Hiermit gwar diefelbe eigentlich) abgeſchloſſen; doch foller 
im Folgenden noch einige dev mit Hiilfe der in den vovigen drei Ka— 
piteln entwickelten Begriffe und Gefege fic) ergebenden Cigenfchaften 
ber eingelnen Kegelſchnitte abgeleitet werden, theils wegen der großen 
Wichtigkeit diefer Curven, theils, weil manche Sige, die fonft nur 
ſchwierig zu beweifen fein dürften, fic) aus dem Bisherigen mit über— 
raſchender Leichtigkeit ergeben. 


Kap. IV. 
Eigenſchaften der Kegelſchnitte im Einzelnen. 


§ 15. 
Der Kreis 


Nach § 13. Lehrſatz 20. Laffer fich jede zwei beliebigen Kreiſe 
ähnlich auf einander beziehen. Webnliche Syſteme aber laffen fic) 
nach § 8. Lehrſatz 49. allemal in perfpectivifce age bringen nad 
§ 8. Aufgabe 50. Es laſſen fich alfo gwei beliebige Kreiſe ftets in 
perfpectivifche Lage bringen, ja fie können ftets, fobald fie nur in deve 
felben Ebene Liegen, als homologe Curven ähnlicher perfpectivifdy liee 
gender Shfteme angefehen werden. Gtellt man nämlich die 

1, Unfgabe. Zwei in derfelben Ebene gelegene Kreife, 
K, X dhulich auf einander gu beziehen, fo daf beive fic 
zugleich in perfpectivifder Lage befinden, 
fo hat man fofort die 

Weigenvorn, Projection. 28 


434 § 15, Der Kreis. 


Auflöſung. Man giehe in dem einen Sreife Fig. 162., 3. B. 
in K bvet beliebige Halbmeffer MA, MB, MC, und in K’ drei pae 
rallele Halbmeffer M’A’ || MA, M’B’ || MB, M’C’ || MC, und verbinde 
ihve Endpuntte durch die Geraden AB, AC, BC; AB’, A’C’, BIC’; fo 
ift 7 BWC’ = / BMC, / A'M’C'= / AMC, / A'MB’= / AMB, 
alfo auch die drei Beripheriewinfel / A’ = / A, / B'=/ B, 7 C 
=f C0. Alſo ijt AABC ~A ABC. Alſo find nach § 13. Lehre 
fa 20, die beiden Kreiſe ähnlich auf einander begogen. Da zugleich 
AM’ || AM, BM’ || BM war, fo ijt auc) A’B’ || AB, ebenfo ijt A’C’ 
|| AC, BC’ || BC. Es liegen alfo nach § 8. Lehrſatz 48. beide Sy— 
fteme zugleich perſpectiviſch. Es ſchneiden fic) alfo (A’— A), (B’—B) 
(C’—C) in einem und demfelben Punkte, nämlich im Wehulichteits- 
centrum 2. Nach § 13. Lehrſatz 25. fine nun auch vie Mittelpuntte 
M, Al homologe Punkte der ähnlichen Syfteme, es geht alfo auch (M’ 
—M) dure) das Aehnlichfeitscentrum ¥, oder: E liegt auf dev Cen- 
tralen (M’-M). Zugleich bemerft man, daß man zwei verzeichnet vorlie— 
gende Kreiſe ſtets auf zweifache Weiſe ähnlich auf einander beziehen kann. 
Man kann nämlich die Radien M’A’, M'B, M’C' entweder je auf derſelben 
Seite der Centrallinie (M' — M) ziehen, in welchem Falle man das Aehn— 
lichkeitscentrum = evhilt, man kann aber auc) M’A’, AB, M’C’ je auf 
der entgegengefegten Seite der Centvallinie (M’—M) verzeichnen, als 
auf welcher die ihnen parallelen Halbmeſſer MA, MB, MC, des Krei-— 
jes K fich befinden. Dann evhilt man das Aehulichfeitscentrum >’. 
Da nach § 8. Lehrſatz 38. in ähnlichen Syſtemen jede zwei von ho- 
mologen Punkten begrenzte Strecker ein und daffelbe Verhältniß haben, 
fo erhilt man zwei homologe Punkte Q, Q’ der ähnlichen Syſteme, 
indem man auf einem Paare homologer Geraden, 3. B. auf (M~A), 
(M ~<A’) zwei folche Punkte Q, Q’ annimmt, daß ſich verhalt M’Q’ 
:MQ=WMA':MA. Dann alfo find Q, Q’ homologe Punfte, und 
alfo geht nach § 8. Lehrſatz 4. (Q— Q’) durch das Aehnlichkeitscen— 
trum Z oder L Offenbar gilt viefe, eben angegebene Methode, ein 
Baar Kreiſe perfpectivifeh ahnlich auf einander gu begiehen, in allen 
Fallen, wie diefelben auch liegen mögen. Es können nämlich fünf ver- 
ſchiedene Lagen ſtatt haben, denn es können K und K’ I. einer ganz 
außerhalb des anderen (Sig. 162.), IL. einer den anderen von außen 
berührend, III. einer theilweiſe innerhalb des auderen, ſo daß ſie eine 
Sehne gemein haben, LV. einer den anderen von innen berührend, V. 
einer ganz innerhalb des anderen liegen. Die ſpeciellen Fille I. und 
IV. follen im Folgenden nicht weiter beviictfichtigt werden *). 

Wir Hatten nun in § 8, ven Fall ver Affinität aus dem der 





*) Man überzeugt ſich darn leicht, daß der Beriiprungspuntt dev beiden Kreiſe 
im Gall IL. bag inmere, im Fall LV, dag dufere Yebulidjteitscentrum ijt. Uebri- 
gens wixd es aud) hier gut fein, die Gaille 111, und V. gt conftenicen, und fich gx 
Wrsengen, ba} Bas int et fin Galle J. Bowiefore anh ber then genau Rafe 
bleibt. 
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perſpectiviſchen Collineation abgeleitet, indem wir das Colfineations- 
centrum, det Fall der Aehnlichkeit, indem wir die Collineationsare in 
bas Unendliche rücken ließen, und Hatten nachgewiejen, daß zwei ähn— 
fiche Syſteme fic) ftets in perſpectiviſche Lage bringen Laffen, indem 
man ein Paar homologer Dreiecke fo legt, dak ihre homologen Sei— 
ten parallel find. In perfpectivife) collinearen Syſtemen aber ſchnei— 
den fic) jede zwei homologen Geraden auf ver Collineationsaxe; liegen 
alſo zwei Baar homologer Gerader, 3. B. (M’— A’) und (M— A), 
(M’~ B’) und (M—B) parallel, thre Durchſchnittspunkte alfo auf 
einer unendlich entfernten Geraden, fo muß der Durchſchnittspunkt anc) 
jedes anderen Baares homologer Gerader im Unendlichen liegen, d. h. 
fie miiffen parallel fein (vgl. § 8. Erklärung 44.). Man erhalt alfo 
aus dem Bisherigen den: 


2. Lehrſatz. Werden im gwet, in derfelben Ebene lies 
genden, Kreifen K, K’ parallele Radien gezogen und ihre 
Endpunkte A, A’; B, BY; u. ſ. w. oder foldhe Punkte Q, Q’, 
Q,Q' anf ihuen, deren Entfernungen vom Mittelpuntte 
MQ’, MQ, fic verhalten wie die Radien ver Kreife, urd 
Gerabe mit einander verbunden; fo ſchneiden fic diefe Ge- 
raben alle in demfelben Punkte. Solder Punkte giebt es 
zwei, B, D, je nachoem die Radien auf verfelben oder auf 
entgegengejegten Seiten dev Centrallinie gezogen werden. 
Und umgefehrt: 

BWerden von einem der beiden Punkte ¥, d’ beliebige 
Gerade gezogen durch die beiden Kreife, und diejenigen 
Durchſchnittspunkte A, A’, die ren Puntten >, LY zugleich 
bie naberen, oder zugleich die entfernteren find, durch Ge- 
rade mit ben Mittelpunften M, M’ verbunden, fo find diefe 
Radien MA, M’A’ parallel. 

Es gelten diefe Size natürlich auch, wenn man Q, Q’ nicht gee 
rade auf zwei Halbmeffern, fondern auch auf einem anderen Paar ho- 
mologer Gerader in den ähnlichen Syſtemen wahlt, und die Umkeh— 
ving auch, wenn man in den ähnlichen Syftemen den Durchſchnitts- 
puntt eines Achulichfeitsftragles mit einem Paar homologer Gerader 
fucht, und diefen Durchſchnittspunkt mit einem anderen Paar homolo- 
ger Punkte verbindet; es find 3. B. auch (Q’—B’) und (Q—B), (Q’ 
0) und (Q— ©), ferner (Q'~ 2’) und (Q—Q) u. f. w. parallel; 
eS follen jedoch, da uns hier das Syſtem als ſolches nur Mittel, 
vie Betrachtung ver Curve Hauptſache unt Zweck ift, nur die fic 
unmittelbar auf letztere beziehenden Geſetze aufgeftellt werden, welche 
über igre Natur Aufſchlüſſe herbeifiihren. Die itbrigen Beziehungen 
find bereits im zweiten Kapitel behandelt, und follen daher als befannt 
vorausgeſetzt werden. 

Daf es fiir fede zwei Kreiſe zwei Wehnlichfeitscentra geben mug, 
und dag es deven nicht mehr geben tann, erhellt fofort aus § 13. Lehre 

28° 
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fag 29., dent die perſpectiviſche Aehnlichkeit iſt nur ein fpecieller Fall 
bev perfpectivifcjen Collineation. Wir fehen alfo ans § 13, Lehrfag 29., 
bag, wenn zwei Kreiſe fiir ein Collineationscentrum Y und eine unend— 
lich entfernte Axe o perſpectiviſch, alfo in perfpectivifeh ähnlicher Lage 
fiir das Aehnlichkeitscentrum Y liegen, fie fic) auch allemal noch fiir 
ein zweites Centrum X’ und diefelbe Ave o in perſpectiviſcher Lage 
befinden, daß es alfo dann noch cin gweites Aehnlichkeitscentrum > geben 
mug, aber auch fonft feines. Ferner wiffen wir aus § 13. Lehrſatz 29., 
bag die Kreiſe auch noch fiir eine andere Axe o” und ſowohl Y als D’ 
als Collineationscentrum in perfpectivifcher Lage fic) befinden müſſen. 

Mir unterfuchen zunächſt die beiden Aehnlichkeitscentra y, Z’, in 
Bezug auf ihre Lage. Daß beive auf dev Centrallinie (M’— M) fic 
befinden müſſen, ift ſchon erwähnt worden. Gu dem mehr erwähnten 
§ 13. Lehrfag 29. fahen wir nun, daß, wenn die perſpectiviſche Colli- 
neation fiir ein Syſtem von Centrum und Axe, 3. B. fiir Y, o, ent 
gegengeſetzt war, die perfpectivifehe Collineation fiir diefelbe Are o und 
das zweite Centrum einftimmig war, und umgefehrt. Um unfere jebige 
Gig. 162. mit der fritheren, Fig. 159. volljtindig in Uebereinftimmung 
zu bringen, wollen wir die unendlich entfernte Achulichfeitsaye mit o 
bezeichnen. Denn offenbar ift dann Hier, wie dort die Collineation fiir 
bas Shftem >, o’ einftimmmig, weil die Punktreihen auf vem Aehnlich— 
keitsſtrahl (M’—M) over m, alfo mX%Moo und m,Z%/M’co ein 
ftimmig, die Punktreihen m,2’%Moo und m,2’b'M’ co entgegengefest 
verlaufen. Oa nun nach § 13. Lehrſatz 29., wenn die Collineation 
fiir das eine Centrum einftimmig ijt, die fiir das andere nothwendig 
entgegengefegt fein mug, fo folgt, daß das eine Aehnlichkeitscentrum, 
hier >, allemal auf ver Strece Moo M’, dad andere, R auf der Strecke 
MM’ fich Gefinden mug. Man erhält aljo ven 

3. Lehrſatz. Liegen zwei Kreife K, K’ in einer und 
perfelben Ebene, fo haben fie allemal zwei, aber auch nur 
zwei, Aehnlichkeitscentra, y, > 

Beide Aehnlichkeitscentra liegen auf der Centrallinie 
(M’'—M) ober m der beiden Rreife. 

Das eine Aehnlichfeitscentrum liegt allemal auf der 
Strede MoM’, das andere auf der Strede MM’, wenn M, 
M’ die Mittelpuntte dev beiden Kreife bezeichnen. Fig. 162. 


Dak, wenn die beiden Kreiſe K, K’ ganz außerhalb einander 
fiegen, fowohl =, als >’ auferhalh K und K’ fich befinden müſſen, ijt 
ſchon oben erirtert worden, da, wenn einer innerhalb des einen Kreiſes 
und außerhalb des anderen lige, vom Centrum ans an letzteren Tan— 
genten gelegt werden könnten, und an den evjteren nicht. Ebenſo wenig 
fann, wenn vor den beiden Kveifen der eine gang innerhalb bes andes 
rent liegt, ein Centrum auger beiden fiegen, denn fonft müßten die von 
ihm an den einen gelegten Tangenten auc) den anderen berühren, was 
unmöglich ift, da dev eine innerhalb des anderen liegt. Defigleichen 
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fann in diefem Falle fein Centrum auferhalb des kleineren, und inners 
Hal des größeren fich befinden, denn fonft ließen fich an erſteren Tan— 
genten Legen, an Lesteren aber nicht. Liegen K, K’ zum Theil immer, 
jum Theil außerhalb einander, fo mug Baußerhalb beiver, =’ auf der 
Stree MM’ fliegen, und gwar kaun letzteres nur auf der Stree 
ber Centrallinie fiegen, welche ein Theil des Halbmeffers fowohl 
des einen, als des anderen Kreiſes ift, muß alfo fowohl innerhalb K, 
alg innerhalb K’ fich befinden. Die letzte Abtheilung des Lehrſatzes 3. 
Bedingt nun die Unterſcheidung der beiden Centra durch befondeve Na— 
men; nämlich: 


4. Erklärung. Dasjenige Aehnlichkeitscentrum F 
zweier Kreife, welches auf der Strede MoM’ liegt, heipt 
ſtets „das äußere“; dasjenige Centrum B, welches auf der 
Strecke MM’ fic befindet, heißt „das innere Aehnlichkeit s— 
centrum“. 

Stellen wir uns nun die 


5. Aufgabe. Gegeben zwei Kreiſe K und K’ in dere 
ſelben Ebene; geſucht die beiden Aehnlichkeitscentra der— 
ſelben. Gig. 162. 
fo ergiebt fic) fofort ans Lehrſatz 2. umd 3. die 

Auflöſung. Man giehe in K und K’ gwet beliebige, parallele 
Radien MA, MA’ und ziehe die Gerade (A’— A), welche ihre End— 
puntte verbindet; fo ſchneidet diefelbe die Centrallinie (M’- M) im 
äußeren oder inneren Wehnlichfeitecentrum, je nachdem man MA, M’A’ 
auf denſelben ober auf verfcjiedenen Seiten der Centrallinie anges 
nommen hat. 

Nach § 13. Lehrſatz 31. wird die von den Polen der Aehnlich— 
feitgaze o’ in K und K’ eingeſchloſſene Strecke von S und >’ harmo- 
niſch getheilt. Es liegen ferner nach) § 13, Lehrſatz 31. die Pole von 
o’ auf der Geraden (2— >’) over (M’-M). Da mm ſich im 
Unendlichen befindet, fo mug ver Pol, bezüglich &, ©’, diefer Aehn- 
lichkeitsaxe in den Mittelpunkt M ves Kveijes K, und in den Mittel- 
punkt M' pes Kreiſes K’ fallen, Gs wird alfo vie Stree MM’ von 
Lund LY harmonifeh getheilt. Dieß läßt fich auch direkt nachweifer. 
Denn, wegen ver UÄehnlichkeit der Dreiecke TMA, SM’A’ verhält fich, 
Sig. 162. MS:Mz = M’A’: MA und M’2’: My’ = M’A’: MA, 
Es verhält fic) alſo, ba MA’ und MA in beiven Figuren Radien 
deſſelben Kreiſes find, und alfo in beiven Gleichungen M’A’: MA den- 
felben Werth hat, M=S:MY= M's’: ME. Man fieht alfo: 


6. Lehrſatz. Die Stree zwiſchen den Mittelpuntten 
M, MW zweier in dervfelben Ebene liegender Kreiſe K, K’ 
wird von den beiden Weh nlichfeitscentren =, 2 harmonifd 
getheilt. 
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Um ung ferner Aufſchlüſſe über die andere Wee o zu verſchaffen, 
haben wir zunächſt nach § 13. Lehrſatz 31. gu bedenfen, daß die Po— 
Laren, ſowohl von & al8 von 2’, alfo p, p's p, p” fich im Durchſchnitts- 
puntt der beiden Aven d undo’ fehneiver. Da mun oc’ im Unendli- 
chen liegt, jo folgt, daß auch ihr Durchſchnittspunkt mit , und aljo auch, 
dag die Durchſchnittspunkte (p+ p’) und (p.p’) im Unendlichen legen; 
e8 iſt alfo p’ || psp’ [| pe Dieß folgt auch ſchon ans § 13. Lehrſatz 26., 
indem p’ und p; p’ und p homologe Gerade der aihnlichen Syſteme, 
und alfo, da fie ſich auf dev uncudlich entfernten Aehnlichkeitsaxe o” 
ſchneiden miiffen, parallel find. Da fich ferner die Tangenten in F, S, 
am Sreife K, fowie die Tangenten FY, F’ Fig. 163. an K’ auf der 
Polaren p, p’, des Punktes S, ſchneiden miiffen, alle Tangenten am 
Kreife aber jenfrecht zum Radius find, fo ijt fl. m, fm, f’.m, 
f’ Lm; e8 mug alfo auch, da fie fich im Unendlichen ſchneiden, weil fie 
parallel find, und zugleich (f+ f) anf p, (f° f) auf p’ Ciegen foll, p und 
ptm fein. Ebenſo miiffen fic) f undp; f° und f’ auf den Polaren 
pr p’ von S! fcbneiven; es müſſen alfo auc) p und p’ fentvecht auf m 
ſtehen. Man erhilt alfo ven 


7. Lehrſatz. Liegen zwei Kreiſe K, K’ in derfelben 
Ebene, fo find die Polaren p, p’ des äußeren Aehnlich— 
keitscentrums &, fowie die Polaren p, p’ des inneren Wehn- 
lidfeitscentrums einander parallel, nämlich pp' und 
piip: Zugleich ftehen p, p’ pp, ſenkrecht auf der Centrale 
linie. Fig. 162, Fig. 163. 

Die gweite Axe d mug nun nach § 13. Lehrjak 31. fo befchaffen 
fein, daß Strahlbüſchel (c +o’), opop' und (o +0’), c'pcp’ harmoniſch ift. 
Es miiffen alfo dieſe Strahlbüſchel auf dev Centvallinie (2 — >’) eine 
harmoniſche Punktreihe erzeugen. Da aber oc’ im Unendlichen liegt, 
fo ſchneidet ſie die m im Unendlichen; es muß alſo c den von p und p’ 
erzeugten Abſchnitt RR’, fowie den von p und p’ gebildeten Abſchnitt AK’ 
Halbiren, Und da ferner o durch den Durchſchnittspunkt (p+ p') und 
(p*p’) gehen mug, und beide im Unendlichen liegen, fo mug c |] p Il p’ 
lp Ip’ fein. G8 Lat fich dieß anch diveft zeigen. Denn giehen wir, 
Sig. 163. an die fiir das Syſtem B, o” homologen Punkte A, A’ der 
Peripherie der Kreife die Tangenten a, a’ und an den zweiten Durch— 
ſchnittspunkt &’ des Aehnlichkeitsſtrahls (A—A’) mit einem devfelben, 
z. B. mit K’ die Tangente «’, ziehen wir ferner vie Geraden (A- F), 
(A~B), (A~ §), (A’- F), (A’~ BY), (A'~ #7) u. ſ. w, fo ift wegen 
der Aehnlichkeit der Dreiecke AF und AVF’, ALF und ALb'F’ uf. w., 
und weil jedes Baar ſolcher Punfte ans homologen in ähnlichen Sys 
ftemen beſteht: 


Strahlbüſchel A, a (A) (A~ F) (A— 8) (A- B) (A- F) = 
Strahlbüſchel A’, a! (A’— 2’) (AF?) (A'—W) (A’~ BY) (A/F), 
Da aber K’ auch fich felbft involutoriſch collinear ft, fo ift auch: 
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Strahlbüſchel A’, a’ (A’— <b’) (A'S) (A -ab“) (AB) (A'- FY) 1 
Strahlbüſchel L%, a! (dl —A’) (IF) (de! BY) (dea!) (db! F), 
Es ift alfo auch: 

Strahlbüſchel A,a (A~-b) (A~ F) (A-— ab) (A~ B) (A~ F) W 
Strahlbüſchel sv’, a” (A!) (ob —F") (dh! —B’) (del —ab') (sb! 8") 
und zwar liegen fie, da fie mit einem Paar entfprechender Strahlen 
(As), (se? A’) zuſammenfallen, perfpectivifey, und jedes Baar ent. 
fprechender Strahlen fehueidet fic) auf dev gweiten Axe o; auf diefer 
liegen aber auch nach § 13. Lehrſatz 30. die Durchſchnittspunlte (Ef), 
e ~— der fiir diefe Axe homologen Tangenten f, f'; ff (in § Gig. 156. 

fee) Stun iit thes UWE b's alle bap fra fe if 
fl ti (if Es mug alfo auch o |} p lp’ fein. Es find ferner fiir 
bas Syitem Z, o die Tangenten a und a’; « und a’ homolog, alfo 
fiegt auch (a+e’) und (w+ a’) auf o (nach § 18. Lehrfag 30). Da 
aber a und a’, @ und «” homologe Gerade in den ähnlichen Syſtemen 
mit dem Centrum = find, fo ijt a’ a, «’ ha. Zugleich find alfo 
(ate) und (a’*a’) ein Paar homologer Punkte in demfelben Syſtem, 
fie liegen alfo auf einem Aehnlichkeitsſtrahl. Es ift alfo das Viereck 
CEDE’ ein Parallelogramm und die zweite Axe o und der Aehnlich— 
keitsſtrahl (E— E’) feine Diagonalen. Qu einem Parallelogramm hal- 
biven fic) aber die Diagonalen, alſo wird vie Strede EE’ von co in 
S halbirt. Da nun auch p |] p’ ll p Ile’ ift, weil fic) p und p’, p und p’ 
im unendlich entfernten Duͤrchſchnittspunkt (c +o’) dev o mit o” ſchnei⸗ 
den nach § 13. Lehrſatz 31., fo ift auch c || p |] p’. Es verhialt fich 
alfo auf irgend einem Uehulichfeitsftrahl, 3. B. auf (E-~A—A’) OQ 
:0'Q=ES:E'S. Da mm ES=ES iſt, fo muß aud) OQ = O'Q 
fein. G8 wird alfo auf irgend einem beliebigen Aehnlichkeitsſtrahl die 
von den Polaren des Aehnlichkeitseentrums R abgeſchnittene Strecfe OO’ 
von dev zweiten Are o in Q halbirt. Ebenſo läßt fich zeigen, daß 
aud die von den Polaren p, p’ des Centrums ¥ abgefdnittene Strecke 
OO" auf jedem Aehnlichkeitoſtrahl halbivt wird. Man erhält alfo, va 
oll p ll p' Ip lp’ und alfo (M — M) ijt, nach § 13. Lehrſatz 29. den 

8. Lehrſatz. Liegen zwei Kreiſe K, K’ in devfelben 
Ebene, fo befinden fie fich ftets fiir die beiden Aehnlichkeits— 
centra ©, DY als Collineationscentra, und eine, aber nur 
eine eingige, in endlider Eutfernung Lliegende Gerade o 
als Collineationsaze, in perfpectivifdher Collineation. 
Dicfelbe ijt entgegengefest fiir das dufere Aehnlichkeits— 
centrum % al$ Collineationscentrum, einftimmig flir das 
innere Aehnlichkeitscentrum Y als Collineationscentrum. 
Fig. 163. 
und, 

9. Lehrſatz. Die in endlicher Entfernung Liegende 
Collineationsaxe o fteht ftets fenfredt auf ver Centrale 
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linte und halbirt die von den Polaren p, p’; p,p’ der beiden 
Aehnlichkeitscentra auf allen Aehnlichkeitsſtrahlen abge- 
ſchnittenen Streden OO’; OO u. f. w., und ift parallel den 
Polaren p, pp, p’ der beiden Aehnlichkeitscentra. Fig. 163. 


Liegen die Kreiſe einer ganz außerhalb des anderen, fo fann auch 
die Collineationsage o Feinen von ihnen ſchneiden, da anf ihr Lauter 
fich felbft Homologe Punkte liegen, und alfo, wenn fie einen Streis 
ſchnitte, diefer Durchſchnittspunkt zugleich ihr Durchſchnittspunkt mit 
dem anderen ſein müßte, was in dem angenommenen Falle unmöglich 
iſt. Ebenſo wenig kann c, wenn von K, K’ der eine Kreis ganz 
innerhalb des anderen liegt, einen von ihnen ſchneiden, denn es iſt dann 
unmöglich, daß ſie in demſelben Punkte von dem anderen Kreis ge— 
ſchnitten werde. Liegen aber beide Kreiſe theilweiſe in einander, ſo 
mug nad § 13. Lehrſatz 33., wenn man ſich in Fig. 160. unter den 
beiven Kegelſchnitten zwei Kreiſe vorftellt, die gemeinfchaftliche Secante 
(M—N) ober (M’—N’) die Collineationsaxe fein*). Was die Auf— 
ſuchung dev Axe o nach § 13. Lehrſatz 30. rechts betvifft, fo mag an 
das ſchon oben bemerkte evinnert werden, dag die Pole &, & ver Axe o” 
mit ben Mittelpunfter M, M’ der Kreife K, K’ zuſammenfallen (vgl. 
Big. 164.). 

Es feien mm, Fig. 164. A, L’ ein Paar im Syſtem >, o ho⸗ 
mologe Punkte der Peripherien der Kreiſe, alſo (A~ A.) ober a ein 
Aehnlichkeitsſtrahl, a die Tangente an A, a” die an WL’, « die an cb, a! 
die an A’, und vom Durchſchnittspunkt (a-«’) oder T feien nod) 
gwet Tangenten, ¢ an K, c’ an K’ gelegt, fo ift a’ || a, «|| x, weil 
fie homologe Gerade in den ähnlichen Syſtemen =, o’ find. Es iſt 
alſo faa=/ ala. Da aber a’ und «’ Tangenten von E’ an den 
Kreis K’ find, fo ijt E’A’ = H’%’, alfo AAER gleichfchentlig, alfo 
aud fala = / a’a; folglich ijt /aa=/ oa, alfo auch A ATL’ 
gleichſchenllig, alſo TA= TX’, Nun ift TA = TS als Langenten 
m K, TC’ = Tk’ alg Tangenten an K’. Es ijt alſo TA= TO 
= TA’ = TC. Man hat alfo ben 


10. Lehrſatz. Die von einem Punkte T dev im Endli- 
chen liegenden Collinegtionsaxe o gweier Kreiſe an dice 
felben gelegten vier Tangenten find alle von gleicher 
Linge, TAS=STAP=THM= TC. Fig. 164. 

Es war alfo / aa = / a; ebenfo läßt fi nun aud) zeigen, dag 
aud) Sey =/ c’y ijt. Denn * ift cI] ¢, "Wo, alfo Sey = / cy, 
ferner ijt F’O’: FC, alfo ACT'S’ gleichfejentlig, folglich /c'y = /c'y, 
alfo Z ey = / cy. Ferner if Ti wegen der Aehnlichkeit Fig. 163. 
(A’~1h) |] (A=a8), umd —* ) {| (e-W5), alfo / EAA! = / SwbA, 
oder LBWA = Z WA. G8 ift aber / Bus'A’ = / BMA’ 








t ein Kreis den andern, fei es von außen oder von innen, fo iſt alle- 
mat bie im Berithrungepuntt gemeinſchaftliche Tangente die Collineationsage o. 
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=/BANE als Peripheriewinkel, alfo iſt auch / Bw’S— / SbA 

oder / S&'B’ = / VvbA, Da ferner auch (ob— vs) || (’— vb") und 

(%’—B’) || (dB) ift, fo ift aud) 7 PV'B’ = / TAB, oder / Até'BY 
= / 2B. Nun ift / AWB’ == / Anh/B! = / ANS = 7 

aljo auch 7 rw'A’ = / D&B. Wir haben alfo 7 aa = / 
cy = / cy Gig. 164, / Eb'B) = / xrbA; / DWA = / DAB. 

Sig. 163., over den 

11. Lehrſatz. Liegen zwei Kreife K, K’ fiir das Cen— 
trum 2 (oder 2’) und die Axe o perfpectivifd und find A 
und &/, v» und Bi gwei beliebige Paare in diefem Syſteme 
zo (oder 2’, c) homologer Punkte der Peripherien, & und 
A’, Bund ab' die anderen auf demſelben Collineationsftraht 
a, 8 liegenden Paare homologer Punkte deſſelben Syſtems 
Ec, fo bilden die homologen Geraden (A~%) und (’—B); 
(B~&) und (ab' A’) je mit dem Collineationsftrahl a; B, 
gleide, aber entgegengefegt Liegende Winkel; / Z&B 
=f WA ZS IA=/TNB. Fig. 163. 

Gind ferner a und a,c und ec je irgend cin Paar hoe 
mologer Tangenten in dem Syſtem 2, c, (oder Lo), fo 
bilden auch a unda«, cundc’ je mit dem Collinentions- 
ftvahl a, y, der durch ihre Berührungspunkte geht, gleide, 
aber entgegengefest liegende Winkel; Aaa=/ wa; Soy 
=/ecy. Fig. 164, 

Da fich mm (A~ vd) und (&’— B’), Fig. 163., weil fie homo— 
loge Gerade in dem Syſtem 2D, — find, in einem Punkt P der Collie 
neationsaxe o ſchneiden, jo entiteht ein Dreie BPs. Gn diefem ift 
Z PB! = / BoA, / PBYW = / WB’. Nun ijt 7 BHA 
=/ BA = / A&B, alfo / PWR = / A&B; / ABW ijt 
gleich 7 WAND, alſo / PBs = / &’A’'. Da nim (a — B) 
|| (Se’ — BY) ift, fo ift 7 ALB= / Asv’B’, und da (AI) || (A’~20’) 
ift, fo ift 7 AW = / AAW. Gs ift folglich + aR Z AxB, 
ZPB w= / w'Ard, oder / PUB = / ANP; / PBb = / WAP. 
Ulfo ift AAPM’ wo ABPrw. Daher verhält fich: 

PA: Pb! = PB’: Pab 
ober, es ijt PA-Puvs = Pr’. PBL 


Sim Falle K und K’ ganz außer- over ganz innerhalb einander 
liegen, ergiebt fic) dieß auch aus Lehrſatz 10. Denn das Produft 
PA-Pvs ijt gleich dem Quadrat der von P an K, das Produkt 
PA’. PB’ gleich vem der von P an K’ gelegten Tangente. Beide 
Tangenten find aber ach Lehrjak 10. gleich fang, alfo PA · Pw 
= PA’. PB. Giegen K und K’ theilweife in einander, fo läßt fich 
derſelbe Schluß anwenden fiir jeden Punt P, der auferhalb dev beiden 
Kreife liegt. Fir einen Punkt P, der auf dem Stücke von o liegt, 
welches gemeinfchaftliche Sehne it, hat man, Fig. 60., wenn wir dae 
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felbjt M und N (wie in Big. 160.) ftatt G,, G,, v’ ftatt Ah rw" 
ftatt B’, febveiben: PM. PN = PA- Pvb und PM- PN = Pv’. PB’, 
alfo PA- Pub = Pr’. PB. Da mm, wenn man, Fig. 163, und 60., 
von P aus irgend eine beliebige, den Streis K in A, und vb, ſchnei⸗ 
dende Secante zieht, bekauntlich ſtets PA, - Prd, = PA. Pus, amd 
ebenfalls, wenn man von P eine beliebige, den Kreis K’ in , BY, 
ſchneidende Gecante zieht, Po’, . PB’, = Pr’ PB’ ift, fo ſieht ‘maw: 


12. Lehrfag. Berven von einem beliebigen Punkt P 
der Collineationsaxe o gweier Kreife beliebige Secanten 
durch diefelben gegogen, fo find die Brodufte aus den Ent— 
fernungen ber Ourdfdnittspuntte viefer Secanten mit 
den Sreifen bon P einander gleich. PA+ Pw = P&’: PB 
Sig. 163, 

Wegen diefer Eigenſchaft wird die Collineationsaye mit einem 
befonderen Namen begeichnet. Nämlich: 

13. Erklärung. Wird durch einen außer- oder inners 
halb eines Kreifes K gelegenen Punkt P eine Gerade (be- 
züglich Gecante oder Gehne) gezogen, welche den Kreis 
in den betden Punkten A, v fdneivet, fo hei ft der fiir alle 
durch denfelben Punkt P gehende Secanten oder Sehnen 
veffelben Rreifes conftante Werth des Propuctes PA* Prd 
die „Potenz des Punktes P fiir den Kreis K,“. Fig. 163., 60. 


Man drückt vaher ven Sak 12. auch fo aus: 


14. Lehrſatz. Die Potenzen jedes Punktes P der Col- 
lineationsaze o fiir beide Kreiſe K, K’ find einander gleid. 
Sig. 163. 


und definirt dager: 


15, Erklärung. Die im Endliden liegende Collinea- 
tionsaxe o gweier reife K, K, die in derfelben Ebene 
fic) befinden, heißt: ,Potenglinie der beiden Kreiſe K, K'”. 
Fig. 163. 

Umgekehrt läßt fic) leicht zeigen, dag jeder Punkt P in der Ebene 
zweier Sreife K, K’, deffen Potenzen fiir viefelben gleich find, auf der 
Potenzlinie liegen mus. Denn, nennen wir die Centraldiſtanz MM’ 
der beiden Kreiſe K, K’:e, Sig. 167., und fallen von dem gegebenen 
Punkt P ein Loth PD auf MM’, nennen den Radius res Kveifes K: R, 
den des Sreifes K’: R’, fo mug, wenn wir (P—M), (P~ M’/) jiehen 
und ihre Ourehfehnittspunfte mit K, K’ bezüglich X, Y; X, Y’ nennen, 
bev Definition von „Potenz“ zufolge fein: PX-PY = PX’. PY’ ober 
(PM—R) (PM + R) =(PM’— R’). (PM’ + R’) over PM?— R? 
= PM?—R”, folglic) PM’2= PM?+ R’2—R?. Nun ift MD=e 
— MD, mb MD? = PM?— PD?; MD? = PM’?— PD? = PM? 
-+ BR’? — R2—PD?, oder (e—MD)? = PM?-+ BR’? — R?— PD?. 
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Aus dtefer Gleichung folgt mum fogleic) PD? = PM? -+ R?— R2 
—(e—MD)? und ars MD? = PM?— PD? folgt PD? = PM? 
—MD2. Man hat alfo durch Vergleichung der beiden Werthe fiir 
PD? die Gleichung: MD2— PM? = (e—MD)?— PM?— R? 
++ R® over MD? = e?-- 2e- MD + MD?— R? + R?, alſo MD 
a ee a "D =e—MD=2£4 82_ BR 
=y Je 1 Ge wd ebenfo MD =e =F te — 
Es iſt alſo die Entfernung des Fußpunktes D ves Perpendikels PD 
von der Lage des Punktes P ganz unabhängig, alſo für dieſelben zwei 
Kreiſe K, K’ und für dieſelbe Centraldiſtanz e conſtant. Es mug 
alſo das von jedem Punkt P, deſſen Potenzen fiir K und K’ gleich 
find, auf MM’ gefällte Loth vie MM’ in demſelben Punfte D treffer. 
Dieß ijt aber nur möglich, wenn alle Punkte P, deren Potenzen gleich 
find, auf einer Geraden fiegen, vie fentrecht auf MM’ ſteht, und durch 
den Punkt D geht. Bit mm SF das äußere Aehulichfeitecentrum von 
K, K’, Big. 163., fo find M, M’ homologe Punfte ver Aehnlichkeit, 
und D fich felbft homolog, und zugleich ijt jedem Punkt anf dem Um— 
fange von K ein Bunft auf dem Umfange von K’ homolog, 3. B. F 
und F’, Es verhält fich alfo nach § 8. Lehrfag 46. SF: DE’ = 2M 
:2M’ oder EF: 2M = ZF’: SM’ ober EM—R:=2M= =M’—P 
22M’ ober 2M:=2M’=R:R. Es ijt aber MM’ 1 alfo hat 
moan 2M: =M-+e=R:R’, over 2M:e =R’—R:R, folglich 
2M = vor Sit ferner R (weldhes alfo auger dem Radius von K 
nod) eine andere Bedeutung hat) der Durchſchnittspunkt dev Polaren p 
von E mit (M—M’), fo hat man die harmoniſche Proportion: ZF : RE 
= 2F: RF oder S>M—R:3R—2F = 2M +R: =F + 2R— IR 
ober EM—R:>R—(2M—R) = M+R: (2M—R) + OR 
—=R ober: EM—R:2R—2M+R=2M+R:2M+R 
— ER; hieraus folgt: EM—R: R= 2M-+R:2(73M+R)—=R 
oder: EM —R:2M+ R= 2R; 25M 4-2R—=R; aljfo 2M—R 
122M = ER: 22M +-2R; daher SM?—R2==M- IR, alfo 2R 


R? * 
= — > —. Bermige des Werthes Map hat man daher 


RP rgiebt ft (RR)? op, 

RR) R. Chenfo evgiebt ſich ZR’ =—@-m FP 

(wie auch ſchon aus § 8. Lehrſatz 46. folgt). Alſo ift 2R — R 
2 (R’—R)2 2 (R 

ober RR’ = SSE YR) ober RWB, Die 

Entfernung des Mittelpunttes A von RR’, d. h. nach Lehrſatz 9. 

die Entfernung des Durehfehuittspunttes ver Collineationsage ¢ von 


R, ober RA iſt = "Foun iſt RM = 2M — sR 
R= © PF alſo MA =RA—RM 






























Ree? --(R’ — RB)? 
y—R aR) 
R? +4 2RR’ — e R? R⸗ wy 
— Be = 7 ge + a G8 iit alfo 
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die Entfernung des Durchſchnittspunktes A der Potenzlinie o mit 
(M~M’) von M ebenfo grog, of8 die Entfernung ves Punktes D 
Sig. 167., in welchem die Gerade die (M—M’) fehneidet, auf dev 
jeder Punkt P, deſſen Potengen fiir K und K’ gleich find, liegen mug. 
Da nach Lehrſatz 9. auch o fentrecht auf MM, fteht, fo mug alfo 
jever Punkt P von der angegebenen Befchaffenheit auf o fich befinden, 
und man erhält den 

16. Lehrſatz. Feder Punkt P in ber Ehene zweier 
Kreife K, K’, deffen Potenzen fiir diefelben gleich find, mug 
auf der Potenglinie c an K und K’ fliegen. Sig. 163. 

Da es alfo aufero feinen eingigen, viel weniger mehreve Punkte 
geben foun, deren Potenzen gleich find, fo folgt fogleich weiter: 

17. Lehrfak. Zwei in derfelben Ebene liegende Kreiſe 
K, K’ fiunen nur eine eingige Potengzlinie haben. 

18. Erklärung. Die in Lehrfag 14, 16., 17. ausge— 
fprocenen Eigenſchaften bes Kreijes werden gufammens 
gefaft unter bem Ausdrucke: ,,Potengialitét des Kreiſes“. 

Eine ähnliche Eigenſchaft, wie fie in Lehrſatz 14. von der Collie 
neationsaze o ansgefproden wurde, läßt fic) von den Aehnlichkeitscentren 
E, 2’ nachweifen. Sind nämlich, Fig. 163., a und 8 zwei beliebige 
Aehnlichkeitsſtrahlen, ſo ift in den Dreiecken LAYS und SL'B’ der 
ZL Adib = / WEBI, und nach Lehrfah 11. / SA = / DW, 
G8 ijt alfo A ABW SA BEN; alfo hat man die Proportion: DA 
:Dvb = SB’ TH! over XA · Db! = Bes - EB’. Ferner iſt, ba (AB) 
|| (A'~ B) iff 7 ZAB=/ EAB’. Da aber A’B’vs'" cin dem 
Kreiſe K’ eingefchriebenes Viereck ijt, und nach einem befannten Sage 
der Planimetrie in jedem einem Sreife eingefchriebenen Viereck dev 
Außenwinkel an einer Ecke gleich dem gegeniiberliegenden Gunemvintel 
ijt, fo ift 7 TAB! = / Buyer’ = / TWh’, 68 ift alfo in den 
Dreieen ALB und we’ der / ATB= / WE; / TAB 
= Z2WH; alfo ijt A AZTB ~ AWER und e8 verbilt fic) FA: ZB 
== Dh’: TM’; over es ift TA- Td’ = SB. rw’, Ferner ift wegen 
der Aehnlichkeit ber Kreiſe (vw) || (ew), alfo / Tv = / DAV’, 
An vem dem Kreiſe K’ eingefchriebenen Bieved AB rd’ ijt aber 
ZL 2ky = / ANY = / EBA. Es ift alfo / Tew = / TBA, 
dager aud) A bEv ABTA’. Alfo verhilt ſich Bw : Dvds = ZB’ 
: DA‘; ober es ift De - SA’ = Dvd. SB’. Man Hat alfo die Gleichung: 

TA. SA = B+ DA! = Dtb- TB’ = TB. Dw’, 
Man hat alfo, da a und 6 beliebige Aehnlichfeitsftrahlen waren und 
fich ebenfo jeigen Laft, dag anf einem beliebigen ferneven Aehnlichkeits- 
ſtrahl y auc) DA. Zeb’ = T+ YA = TP. LO’ = TO- EI” iſt, wenn 
T, 1; ©, © homologe Puntte der Aehnlichkeit find, den 

19. Lehrſatz. Auf allen Mehulidfeitsftrahlen a, B, .... 
ift Das Produkt aus den Entfernungen des Aehnlichkeits— 
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centrums = (ober >’) von zwei fir das Syſtem =F, o (oder 
LY, c) homologen Punften, A und &M; bund A’; Bund w’; 
vw und BY; ... conftant Sig. 163. 


Wegen der Analogie diefes Sages mit Lehrſatz 12, ftellt man eine 
dev Erklärung 13. ähnliche Definition auf, nämlich: 

20. Erklärung. Das Produkt dev Entfernungen eines 
der Aehnlichkeitscentra S (oder E’) von zwei Punkten, die 
fiir > (oder B’) als Collineationscentrum und die Poten3- 
linie c als Collineationsaze Homolog find, wie A, *; 
a, A’; u. ſ. w. heißt die „Potenz dev beiden Kreiſe K, KM’ fiir 
den Punkt L (oder L’)“*). 

Zwei im Shftem yo (oder Yc) homologe Punfte: 
A, d's db, Alu. ſ. w. heißen: ,,potenghaltende Puntte’. Fig. 163. 


Da ferner nach Lehrfag 11. / BVA = / VAH'B’, oder VA 
=/ AWB ijt, fo ijt / AWB + / BrsA = 180°, alfo laßt ſich 
um bas Viereck AUB’! cin Kreis bejchreiben. Ferner ijt nach Lehre 
fag 11. ZAB = / Evo'A’, over LAB = / Bw'A’, alfo 
ZL AKB + / Bas'A’ = 180°; alfo (apt fic) um das Viereck LB’ A’ 
ein Kreis beſchreiben. Ferner ift, wie wir gum Bebhufe des Beweifes 
von Lehrſatz 19. bemerft Hatten, / TAB = / SwW'r' ober / TAB 
= / Bur’, daher / &’AB + / Bub'd’ = 180°; alfo (apt fich auch 
um das Viereck ABw'R’ ein Kreis befchreiben. Und ebenfo war 
Lr = / SBA = / WBA’, folglich 7 A’ovs + / WBA’ 
= 180°; es Lift fic) baher auch um das Vieve LwvBiA’ cin Kreis 
beſchreiben. Man fieht alfo: 


21. Lehrſatz. Um jede zwei Paar potenghaltende 
Puntte (fiir vaffelbe Wehnlichfeitscentvum F oder L’), 
die nicht auf demfelben Aehnlichkeitsſtrahl liegen, alfo— 
3. B. um A, ab, BY, wb’; &, B, vs’, A’; A, B, vb, co; cb, vb, BY, A’ 
Lift fic) ein Kreis befdreiben. Fig. 163. 


Der Lehrfak 19. iſt aber blog ein ſpecieller Fall eines allgemei- 
neren Gefeses. Es feien nämlich Fig. 165. gwei beliebige Sreife 
K, K’ mit den Mittelpuntten M, M’ in devfelben Ebene gegeben uno 
der geometrifche Ort der Punkte P gefucht, die fo befchaffen find, dak, 
wenn man einen von ifnen durch Gerade mit den Mittelpuntten dev 
Kreife verbindet, und dann beliebige Gerade a, a’ durch die Kreiſe 
sieht, welche mit (P—-M) und (P—M’) gleiche Wintel bilden, allemal 
auf zwei ſolchen Straglen a, a’ vie Gleichung ftatt finde: PA · Por’ 





*) Man wird bemerfen, daß ſich dieſe Definition von ber in Erklärung 13, 
aufgeſiellten dadurch unterfcheidet, daffy es dort hie: ,,Poteng bes Punktes”, hier: 
gente der Kreiſe“, dort: „potenz für ben Kreis”, hier: „Potenz fiir dew 

anit”, 
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=PA&L-PA’ Es verfteht fich, daß es fiir die Wufgabe einerlei ift, 
ob man a und zugleich auf dev rechten oder linfen Geite von 
(P-M), (P~ M) zieht, oder ob man eine davon, 3. B. a anf dev 
linken Geite von (P- M) und a” auf dev rechten Geite von (P ~ M’) 
gieht, wenn nur a’ mit (P-M) denfelben Wintel macht, wie a mit 
(P—M). Denn hatte man 3. B. einen Strahl g’ links von (2 - M) 
gegogen, der mit (P— M) denjelben Winkel bildet, wie a’, fo daß 
Z APM =/ BPM’ ijt, fo ift offenbar PB’ = PA’, Pw’ = Px’, 
Es folgt aber aus der gemachten Vorausfegung nocd) mehr. ft 
namli) 7 APM=/ APM, / BPM=/ BPM und alfo PA 
+ Ps’ = P+ PA’ und PB. Ps’ = Pab · PB’, und bedenft man, daß 
aud PA. P& = PB.· Pab, PA’. Pe’ = PB’: Prd’ ijt; fo erhält 
man, wenn man diefe beiden Legten Gleichungen mit einander multi— 
plicirt: PA. Pst’. Pst PA’ = PB - Pit’. Pub. PB. Nach der ers 
ſten ijt aber P&-PA’ = PA-P&’, nach dev zweiten Prd- PB 
PB. Prd’, Man fann alfo anch ſchreiben: Es ijt (PA - Po’)? 
(PB. Pvs')2, alfo PA. P’= PB- Pw, Man hat alfo PA 
+ Pab’ = P+ PA’ = PB- Prd’ = Pab · PB Man erbalt alfo den 


22. Lehrſatz. Hat ein Punkt P in ver Ebene gweier 
Kreiſe K, K’ die Eigenſchaft, Daf, wenn man von ihm aus 
Sehuen oder Secanten durch beide Kreiſe zieht, auf je 
gwei folchen Strahlen a, a’; 8, B ...., welche mit den 
nach den Mittelpuntten gehenden Strahlen (P—M), P-M) 
gleiche Winkel maden, das Produkt aus der Entfernung 
des Punktes P° vom näheren Punkte A ves Strahles a 
oder 6 .... und von dem entfernuteren Punfte des 
Strahles a’ gleich ift dem Provuft der Entfernung des 
Punktes P von dem entfernteren Punkt & des Strahles a 
oder B.... und dem näheren Punkt A’ des Strahles a’ 
ober 6’ ...., fo ift ber Werth des Produktes auf allen 
Strahlen a, 6, .... verfelbe, und alfo conftant. Es ift 
alfo PA. Pw’ P& - PA’ PB . Pw! Pv - PB’ eee 
Big. 165. 


Der Aufgabe nach muß mm die Gleichung PA - Ps’ = P&L - PA’ 
auch erfüllt fein, wenn man in K, K’ von P aus zwei Strahlen 
sieht, bie mit (P-M), (P— M’) dew gleichen Winkel O° bilden; es 
mup alfo aud auf den Strahlen (P —M), (P ~M), welche die „Cen— 
tralſtrahlen“ heißen follen, die Gleichung ſtattfinden: PC. Pe’ = Pe 
. PO. Und umgefehrt, findet fiir einen Punkt P auf den Centrale 
ſtrahlen diefe Gleidung PC. Po’ = Pe. PC’ itatt, fo ift auch, wenn 
man von P irgend zwei beliebige Strahlen a, a’ sieht, die mit den 
Centralſtrahlen gleiche Winkel bilden, allemal auf ſolchen Strablen 
PAP’ = P&-PA’. Denn aus der Gleichung PC. Po’ = Po 
+ PC’ folgt fogleich, wenn man den Halbmeffer des Kreiſes K mit R, 
det von K’ mit R’ begeichnet: 
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PC: (PC + 2B) = we ++ 2B) - PC’ 
ober: R-PC = R-PC 
ober: PC:R =PC:R 
ober: PC+R:R =PC+4R:R 
alfo: PM:R =PM:R 
ober: PM:PW = R:R. a) 


Bieht man nun gwet beliebige Strahlen a, a’ fo, daß / APM 
= / APM’ ijt, _ Pann die Radien MA, MA'; fo tft alfo, da 
MA=R, WA’'=f ijt: 
PM:MA= PW: WA; 
ferner ijt / APM =/ A'PM’. Es find alfo in den beiven Dreiecken 
APM, APM' jwei Seiten proportionivt und ein micht ven ihnen ein- 
geſchloſſener, den Seiten MA, M’A’ gegenitberliegender Winkel gleich; 
vie ber Seite PM, PM’ gegeniiberliegenden Winkel müſſen nun zu— 
gleich ftumpf fein, wenn A, und A’ die dem Puntt P niheren Puntte 
auf a, a! find, alfo iff AAPMx A A'PM’, Alſo verbalt fic) PA 
:MA = PA’: M’A’ over PA: PA’ = MA: M’A’. Gbenfo ijt A %PM 
A %e'PM’ und es verbilt fic) Poe: Po’ — Mov: Mb’, Da nun 
Mot: M's’ = MA: M/A’ ijt, fo hat man: PA: PA’ = Pov: Pod’, oder 
PA- Pe’ = Pr- PA’. G8 fommt alfo die Aufgabe darauf hinaus, 
den geometrifden Ort derjenigen Punkte P gu fuchen, deren Entfer- 
nungen von M und M’ fic) verhalten wie die Radien R: R. 
Bundehft erhellt, daß die den gefuchten geometriſchen Ort dar— 
ftellende Curve durch die Aehnlichkeitsſcentra , E’ von K, K’ gehen 
mug. Denn find, Fig. 162. MA, M’A’ ein Paar paralleler Radien, 
fo daß alfo nach Lehrſatz 2. (A~A’) durch S geht, fo verhält fidy 
M>:M>=MA:MA’, alfo MZ: WE=—R:RK, und ebenfo Mz’ 
:MS'=R:R. Es find alſo jedenfalls vie Aehnlichkeitscentra R, =" 
Puntte des gefuchten geometriſchen Orts. Bieht man mu, Fig. 165. 
vot P nach S und Y’ die Geraden (P~ Z), (P— >’), fo ijt, weil 
nach Lehrſatz 6. die Strecle MM’ von &, &’ —8 ‘getheitt wird, 
Strahlbiijehel P,P ~ M) (P— 2’) P— M) (P~ D) harmoniſch. Fällt 
man nun von Bauf den Strahl (P- M) md (P—M’) die Lothe, 
bezüglich (2’— N) (2’—N’) und vor P auf (M~ aa) das Loth (P—3t), 
und wendet auf die Dreiede MPS’, MP2’ den befannten Gag an, 
dag fich die Seiten eines Dreieckes umgefehrt, wie die zugehörigen 
Hohenperpendifel verhalten, fo hat man 
PM _ PG PM’ PIG 
2M ~ YN? YW ~ SN? 
dividirt man die Gleidhung links durch die rechts ſtehende, fo evgiebt fic): 
PM 2M _ 
YM" PM ~~ SN* 
Da nun der Borausfegung nach a x und, wie eben gezeigt 
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= ¥ itt, fo hat man auf der linken Geite dev Legten 


Gleichung den — ; es iſt alſo: 
rN ='N’; 
LANPY,, folglich 7 PN = / YPN’ over 
ZUPM = / YPM’. 

Gs halbirt alfo ver Strahl (P— >’) den von den beiden Strahlen 
(P—M), (P~M) gebildeten Winkel. Folglich fteht nach § 1. Lehr 
jag 27. der ihm gugeordnete harmonifde Strahl (P— Z) auf (P—>’) 
fenfrecht. Es bildet alfo jeder Puntt P der gefuchten Curve den 
Scheitel eines rechten Winkels, deffen Schenkel durch S und L’ gehen, 
d. h. jeder Punkt P liegt auf ver Peripherie eines Kreiſes, dev die 
Stree SE’ gum Durchmeſſer hat. 

Stellen wir nun die der Erklärung 20. analoge Definition auf: 

23. Erklärung. Liegen zwei Kreiſe K, K’ und ein 
Punkt Pin derfelben Ebene, und hat legterer die Gigen- 
{haft, daß, wenn man von ihm aus die Strahlen a, a’; 
B, 6 « unter gleihen Winkeln zu den Centralftrahlen 
(P~M), (P—M) jieht, PA- Po’ = Pv -PA’ = PB- Pvt’ = Py 

-PBR= .... iff, fo heift der conftante Werth des Punttes 
PA- PA’ = Pb - PA’ = PB. Put’ = Prd. PB’ = .... das „Po⸗ 
tengial dev reife K, K’ fiir den Punkt PA, 

Der Punkt P heißt ein „Potenzialpunkt dev Kreiſe K, KW. 
Sig. 165. 

Wir können demnach jest fagen: 

24. Lehrſatz. Der geometriſche Ort aller Potenzial- 
punfte P zweier Kreiſe K, KY, ift ein Kreis, der durd die 
beiden Wehulicfeitscentra E, y derfelben geht, und die 
Strede VD’ gum Durdmeffer hat. Fig. 165. 

Und analog der Erklärung 15. fagen wir: 

25. Erklärung. Der durch die Wehnlichfeitscentra 
=, EY gehende Kreis, der den geometrifden Ort fiir die 
Potenzialpuntte der Kreife K, K’ bildet, heißt: „der Poten= 
zialkreis dev beiden Kreiſe K, K’ a Big. 165. 

Man bemerkt fogleich, daß der Lehrſatz 19. nur ein fpecielfer 
Fall von Lehrſatz 22. ijt, indem, wenn man B, > fiir P fest, die 
Strahlen a md a’; B und 6 gufammenfallen, bei Y, wenn man fie 
auf derſelbeu, bet >’, wenn man fie anf verfehiedenen Seiten der 
Centralſtrahlen (P-M), (P-M) gegogen hat. 

Da der Potengialfreis, der im Folgenden ftets durch 2 bezeidhnet 
werden foll, die Cigenfchaft hat, dag das Produkt aus der Entfernung 
eines jeden fener Punkte P je vom näheren Durejfehnittspuntt mit 
K und vom entfernteven Durchſchnittspunkt von K’ gleich fein foll dem 








alfo ijt A NP» 
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Produkt der Entfernungen wom entfernteren Durchſchnittspunkt mit K 
und vom näheren Durchſchnittspunkt mit K’, alſo PA- Pa’ Po - PA’, 
fo folgt, daß dev Potengialfreis feinen ver beiven Kreiſe K, K’ fchnete 
den Fann, ohne anch den ander gu ſchneiden. Denn gefest X€ jehnitte 
K in, und @ wave nicht zugleich ver Durchſchnittspunkt von I mit 
K’, fo giehe man von & ixgend einen den Kreis K fcjneivenden Strahl a. 
Der eine Durchſchnittspunkt A mit K fale dann nach &, der ent— 
ferntere heiße &,. Man ziehe dann einen Strahl a’, der mit (@-M) 
denfelben Wintel macht, wie a mit (P— M) ſo ſchneidet derſelbe den 
Kreis K’ in gwei Punkten A’,, se’, (wenn er ihn überhaupt ſchneidet; 
gefchieht dies nicht, fo Fann ohnehin & fein Potenzialpunkt fein). Es 
miifite alfo fein GA,- Pe’, = P%,-PA',. Da nun aber A, mit 
@ zuſammenfällt, dies aber ver Vorausſetzung nach weder mit A’,, 
noch mit &', dev Fall ift, ſo müßte, da CA, = 0 ijt, O — Pr, LA’, 
fein, was unmiglich ijt. Man fieht alfo: 

26. Lehrfak. Schneidet der Potenjzialfreis zweier 
Kreife K, K’ den einen derfelben, fo mug er in demfelben 
Punkte auc) den andern fdneiden. 

Man fieht hieraus fogleich, da, wenn K, K’ gang aufer eine 
ander liegen, auch &, außerhalb beider fiegen, und da der Voraus- 
ſetzung nach K und K’ fich nicht ſchneiden, daß auch 9¢ feinen der— 
felben ſchneiden fann, alfo den kleineren der beiden Kreiſe K, K’ gang 
umſchließt. iegt einer dev beiven Kreiſe K, K’ gang innerhalb des 
anderen, fo liegen auc) ſowohl ¥, als &’ innerhalb des kleineren, wie 
wir oben fahen, es muß daher auch 9 von dem kleineren Kreiſe gang 
umſchloſſen werden. Liegen K, K’ jum Theil aufer-, zum Theil 
innerhalb einander, indent fie fic) in M, N fepneiven, fo liegt = aufer- 
halo K, und außerhalb K’, 2’ aber liegt auf dem beiden Kreiſen gee 
meinfchaftlicjen Sticke der Chene. Es muß alfo 2X nothwenvdig beide 
Kreife K, Xſchneiden. Dies faun aber nach Lehrſatz 26. nur in den 
gemeinfamen Durchfehnittspuntten M, N gefchehen. Und in ver That 
uͤberzeugt man fich fofort diveft, dag M, N Potengialpuntte fein miiffen, 
und daß ihr Potenzial den Werth O hat. 

Gs fet min P ein Potenzialpunkt, alfo ein Punkt der Peripherie 
des Kreiſes XH. Wir fuchen feine Polare fiir die Kreiſe K und K’ 
und nennen den Durehfchnittspuntt ver erfteren mit vem Centralftrahl 
(P—M), den Durehfehnittspuntt der letzteren mit (P — M’) bezüglich 
Q, Q’, und fuchen den geometriſchen Ort diefer beiven Punkte Q, Q’, 
Fragen alfo, welche Linie beſchreibt der Punkt Q und Q’, wenn wir 
für P jfucceffive alle Bunfte des Umfangs von 3 annehmen, oder, 
wenn wir P auf dem Umfange von I fic) fortbewegen Laffer. Bu 
dem Zwecke ziehen wir dure) den Mittelpunft M von K eine Gerave, 
die den Potenzialkreis HC in zwei Punkten P,, P, Fig. 166. ſchneidet, 
fo liegen auf (P,P, —M) ober ce die beiven Puntte Q,, Q., deven 
einer der Durchſchnittspunkt diefer Geraden mit der Polaren vou P,, 
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deren anderer der Durchſchnittspunkt mit der Polaren von P, ijt. Es 
ift alfo ſowohl Punktreihe ¢,P,CQ,S, als c,P,CQ,S harmoniſch. 
Es wird alſo die Stree P 19; md P, 2Qe voit C, © harmoniſch 
getheilt. Da ferner M in der Mitte von CO fiegt, fo iſt anch 
Punktreihe c,coCMS harmoniſch. Es ijt alfo nach § 4. Lehrſatz 17. 
Punttreihe c,oP,CQ,MQ,€P, eine entgegengefebt verlaufende in⸗ 
volutoriſche mit den Hauptpuntten CG, ober es ijt Punktreihe 
c,©P,CQ,MQ,©P, A c,MQ,CP, oP, vO. Es find alfo M und 
ber umentlich eutfernte Punkt clſſrechene "Bumntte ber auf o vereinig- 
ten Punktreihen, d. h. M ift der Centralpunkt ver Involution. Alfo 
it nad § 4. Lehrſatz 7. MP, -MQ,= MP, - MQ, = MC? = Me? 
R?. Es iſt daher: 








Re R? 
MQ, = MP, i MQ,= Mp,? 
MP, MP, 
alſo Q,Q,=MQ, + MQ, = sip — +R; 
P. Pp, 2 
ober: Q,9,.= iP, NIP; . Re. 


Errichtet man in der Mitte X von Q,Q, cin Loth auf (Q,-Q,) 
oder (P,—P,) und fucht den Durchſchnittspunkt N deſſelben mit 
(MM, fo ergiebt ſich zunächſt, wenn man den Mittelpunkt des 
Potengialfreijes durch OM, ſeinen Halbmeffer durch K begeichnet, und 
MY LPP, gieht, da dann (IU~ Y) || (N~ X) ijt: 

MX: MN = MY: Mon, 


Nun ift MX =4Q,Q,—MQ,=4 PiPy a R 





Mp, Me, °°’ Mp, 
MY 




















= GPP, — MP.) sp ip, = sp, aie, * Bs 
alſo it: MN= won, “Re : 
Tum iſt NX? MN? + MX? = ppt 5 « (Mote? + My?) 
OILY? = Rt; 
alfo NX= MP, 
Tam iſt NQ A= NX?+4Q,Q,)°=PUY?+GP,P,) apes 


RE R2 





MP; 
Genau derfelbe Werth ergiebt fic) ebenfo fiir NQ,2. Man erhält alfo: 
RR 
NQ, =NQ.= MP, MP,” 
Nun iff, da P,P, und Ty Sehuen des Kreiſes HC find, die M 
ſchneiben, MP, MP, — Mz’. Mz, J Ro in 
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Da mm SF und LY’ die WAebhnlichfeitscentra find, und, wenn MA, M’A’, 
Gig. 162., ein Paar paralleler Radien in K und K’ find, nach Lehr— 
fag 2. (A~A’) durch & oder 2geht, fo hat man: 












Ms: M2 = MA:MWA’ 
ober: Ms: M= : 
ober: Ms :Mz + MM R: RB; 
ober: Ms: MMW = R: R—R; 
alſo ijt: Mz =p: MM 
und Ms =: MMW; 





ferner ijt ebenfo M>’: M’z’ 









oder: My’: MM’—Mzx 
alfo: Mz’: MW’ 
jotgtich: My 
and Mz 
Man hat alfo: 
Mp = jy: MM; Me’ = jy MM; 





VER | 
“MM. | 
Da gugleich OL in dev Mitte ver Strecken VS liegt, fo ift ferner 
Big. 166. . 

Mow = 4(Mz + Mz’) — My’ = 4(Mz— M2), 


rp R W 
ME = jp Ad; MY = 





















oder: MO = a MM; 
ferner: R=MzE— Ml =p, x yz MM’— 

RY 7 p 
ober: R= pape MM. +t 


Bermige der Werthe von Mow, RK, und ME, ME’, hat man aun, 
wenn man fich erinnert, daß MP,-MP, = ME. Mz’ ift; daß alfo: 











MP, -MP, = gaye MM? 
te oo Re + R2—RF 1 » 
ijt: MN = pata MAP A a Re, 
oder: MN = 5 
9 RR R2— k2 1 
und NQ, = NQs= Rye: MM. a aes 
~, RR 
oder NQ, =NQ.= sy 
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Man bemerft fofort aus der Gleiching MN =, daß ber Werth 
von MN ein von ber age des Punftes P, oder P, anf dem Um— 
fange von 9 villig unabhängiger ijt, und aus der Gleidung NQ, 
=NQ,= ie, daft ein Gleiches von dem Werthe NQ, oder NQ, 
gilt, der ebenfalls von der Lage der Puntte P,, P, gar nicht abhängt. 
Es folgt Hievaus ſogleich, daß dev geometrifde Ort der Punkte Q,, 
Q, ein Kreis ke ift, deffen Mittelpunkt in N fich befindet, und deſſen 
Halbmeffer die Linge “ Hat. Grmittelt man ebenfo, wie beim 
Kreiſe K gefhefhen ift, auch für K’ die Werthe von Mon, MP, 
“MP, fo ergiebt fich, wenn man den Durchſchnittspunkt per Polaren 
von Py, P, mit (P.-P. -A) ober eo” durch Q’,, Q’, bezeichnet, 


ny RE, 
MN = 5 

1 —wNor. — BR 
NQ) =NQ.= ire 


Es iſt alfo auch vie Strecke MN’ conftant, und Q’,, Q’, liegen auf 
ver Peripheric eines Kreiſes k’ mit dem Meittelpuntte N'. Begeichnen 
wir die Stree MM’ kurz dure) e, fo ijt alfo: 

12 


wna"; wen’ = ** 
NQ, =NQ, a ;NQ,=NQ, RR 


e 
Da alfo NQ, =NQ, = NQ’, =N'Q,, if, fo Hat man fofort den 


27. Lehrſatz. Läßt man einen Punkt P auf der Peri- 
pherie des zwei Kreiſen K, K’ zugehörigen Potenzial- 
freifes OX fich fortbewegen, und fucht immer den Durch— 
fGnittspuntt Q, Q' fetner Polaren fiir diefe Kreiſe K, K’ 
mit den Gentralftrahlen (P—M), (P—M) over e, e, fo bee 
wegen fic) auc) Q und Q’ je auf dev Pevipherie eines 
Kreifes k, k’. 

Und gwar ift die Entfernung MN, MN’ der Mittel- 
puntte N, N’ diefer Kreiſe k, k’ von den Mittelpuntten 
M, M’ ber Streife K, K’ je gleich ber mittleren Broportio- 

2 Re 

nale aa _ gwifden der Centraldiſtanz e der beiden 
Kreife K, K’ und dem jedesmaligen Halbmeffer R, R. 
Die Halbmeffer der reife k, k’ find gleich grog, und 
gwar ift jeder gleich der vierten Proportionale der Cen— 
traldiftang e, bem Rarins R des Kreifes K und dem Rae 
ding R’ des Kreifes K’. Fig. 166. 

Man hat ferner MS’ e+; Mi’V=e—Q’; M¥=c 


) 
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— R; MFse+R. Sener iftNF=MN{R="“+R=% 
(e +R); N¥=R—MN=R 


Re 


Re 








R igh , 
“(e-—R); N= MIN’ 
+R +R={(+R); NP=R—wN=R—™? 
= x (e — R). Man hat alfo: 
Ms’: Ns = ME: NE; (=1:%); 
MF:NF =M'9:N¢; (=1:-4), 
° 
Man erhalt alfo den: 


28. Lehrſatz. Die Strede MN’ vom Mittelpuntt M 
des Kreiſes K bis gum Mittelpunkt N’ des Mreifes k’ 
wird durch die Durchſchnittspunkte F, # ves Kreifes K’ 
mit ber Gentrallinie (M—M); die Strede MN vom Mit- 
telpunft M’ des Rreifes K’ bis zum Mittelpuntt N des 
Kreiſes k wird durch die Durchſchnittspunkte F, F ves 
Kreiſes K mit der Centvallinie (M—M’) harmoniſch ge- 
theilt. Fig, 166. 

Hieraus folgt fogleich weiter: 

29. Lehrſatz. Der Mittelpuntt N’ liegt tm Durch— 
fanittspuntt der Centrallinte (M—-M’) mit der Bolaren 
des Mittelpunttes M von K fiiv ben Kreis K; ver Mittel- 
puntt N liegt im Durchſchnittspunkt der Centrallinie 
(M~M’) mit der Polaren des Mittelpunttes M’ von K’ 
für ven Kreis K. Fig. 166. 

Gs iſt daher leicht, mittelſt der Auflöſung der Wufgabe 3. links in 
§ 14. die Puntte N, N’ ju finden. 

Wir fahen ferner in Lehrſatz 9. mit Rückſicht auf die Erklärung 15., 
daß die Potenglinie d der reife K, K’ fentrecht auf der Centvallinie 
(M — M) jteht, und die von den Polaren eines Aehnlichkeitscentrums 
abgeſchnittene Strece halbirt. Begeichnen wir mim den Durchſchnitts- 
puntt der Polaren von &’ fiir den Kreis K mit (I— M) durch 8, 
fiir K’ mit 8’, Gig. 167., den Durchſchnittspunkt ver Polaren von S 
für den Kreis K’ mit (M—M’) durch 8’, ver Polaren von S fiir K 
mit (M~ M’) durch S, fo verhält ſich alfo: 

VE :SF=VF:8F; WPS = VIG: 8'9', 
oder, nach +), wo alfo MM’ jest mit e begeichnet wird, 
MU tR:Ms + R =) —RB:R—Ms; 


RHE VER 
-R’: R — ws’ 














Re Re 
RR VFR 








und R.MBSA RB; 
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Re Re 

ober: apy tb Re py R= MS + Re RMS; 
und R: wae +R Ro — Ms: Ms Ry 

. Re = : — MSs: 
alfo: wER R= 2R:R—MS; 
und 5 Rilipy = RW —-M8': 2R; 
ober 

& bd . . = e . © + 

RR. MS = yt wee }s RMS R= eh es 
ober 

Ri MS pring ty MS°R = biog 
folglich Ms ENE, Ms =e EWE, 
over: MS By BR wry RE RR, 


bd. h., da nach *) ze MN, -- MN’; me ber Radius ver Kreiſe 
k ud k’ ift: vie Polaren von 2’ gehen durch denfelben Punkt von 
(M~M’), in welchem die Kreiſe k and k’ diefelbe ſchneiden. Ein 
Gleiches läßt fic) ebenfo von der Polaren des anderen Aehnlichkeits— 
centrums & jeigen, Man fieht alfo: 


30, Lehrſatz. Die Polaren ver Aehnlichkeitscentra 
=, für vie Kreife K, K’ jdneiven die Centrallinie M~M) 
in denſelben Punkten, bezüglich S, 8; 8, 8, in denen diez 
felbe von den Kreiſen k, k’ geſchnitten wird. Sig. 167. 

Nach Lehrſatz 9. alfo halbirt die Potenglinie o ver Kreiſe K, K’ 
die Strecke SS’, jowie Ss’, Fig. 167., da die Polave p, p’ die M-M’) 
bezüglich in 8, 8’; die Polave p, p’ dic (M~ M) in 8, 8’ fehneivet. 
Es iſt alfo, wenn wir ven Durchſchnittspunkt dev Geraden co mit 
(M~M’) durch D bezeichnen: SD = 8D; SD=SD. Da aber 
auch NS — Ns == NS= NS = ™ ft, fo muß alfo auch ND 
— ND fein. Man erhält alfo ven 

31. Lehrfatz. Die Potenzlinie — der Kreiſe K, K’ 
halbirt die Centraldiſtanz NN’ dev Kreiſe k, k, wid fteht 
auf ihr ſenkrecht. Sig. 167. 

Da die beiden Kreiſe k, k' gleiche Halbmeſſer haben, alſo cons 
gruent ſind, fo mug dag üußere Aehnlichkeitscentrum derſelben im Une 
endlichen liegen, und alſo ſeine Poiare durch die Mittelpunkte N, N’ 
von k, Kgehen, und fenkrecht auf (N— N) ober (MI-A' ſtehen. 
Nach Lehrſatz 9. aber muß die Potenzlinie vou k, k die Strecke, vie 
von den Durchſchnittspunkten ber Polaren eines Aehnlichkeitscentrums 
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mit dev Centrallinie auf diefer abgefdnitten wird, halbiven. Es mug 
alfo die Potenzlinie von k, ko die Strecken NN’ halbiren amd auf 
(N—N’) ſenkrecht ftehen. Dies thut aber, wie wir fahen, beides die 
Potenzlinie o won K, K. A) Es ift alfo co gugleich vie Po— 
tenglinie von k, k. Suchen wir ferner die Potenglinie vom Kreis- 
paar K und A, fo muß auch fie die Strecke zwiſchen den Durchſchnitts— 
punkten dev Bolaven eines Aehnlichkeitscentrums halbiren. Das noc 
unbekannte äußere Wehulichfeitscentrum von K, HX heiße Y,, das inneve 









































Vy rchſchnittäpunkt der Polaren von SY, flix K mit (M— on) 
heiße S,, fiir 9: 5, die Centraldiſtanz MO heiße e, fo muß ſich 
alfo verhalten: . 
x,F:8,F= 2, F:8,F 
ober: t-—Mz,:8,f=R+Mz,:8,F. 
Nach +) ift aber, inbem wir K fiir R, MOW oder e für MM’ feten: 
. R 
ME, =% a5 
alſo muß fein: 
Re Re — 
R avn SF =R+Q—_:SiF 
Re Re 
ober: R aaa MS. R= aca MSi4+ B, 
woraus folgt: MS, = a 9, 
Nun war nach +H) 
alſo: 1 wR, 
und ferner ijt MO == e = {(M=— Mx’) =r, 3 
folgtich gee 


alſo: 


folglich iſt 
Deßgleichen muß ſich verhalten: 





oder: R— IME: 


Nach +) ift aber 





alfo ift 
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Re , Re 
ober: K aon MS, A=sA x 





1S, +R; 


66 —R)R 


folglich: ons’, 






= R . 
™ R2—R? 





Es ijt aber 












alfo: 
alfo: 
Ferner ift 
und 
=1MS4 MP) =a, 
alfo: ws’, = Be, — ROR 
Re na 
= Poe By 
ober MS, =h =MP. 


Gs geht aljo vie Polare ves äußeren Centrums Y, für dew 
Kreis H durch ven Punkt FY. Es folgt weiter aus der legten Gleichung: 
NS, = NF. 

Gs liegt alfo S, um vie Stree NF’ linfs von N, und 8’, 
um die gleiche Strece NE’ rechts von N. Alſo ift ver Mittel- 
punkt D der Strecke NN’ jugleicd der Mittelpunkt der Stree $,S’,. 
B) €8 muß alfo die Potenzlinie des Kreispaares K und 
X ebenfalls gujammenfallen mit der Potenglinie der 
Rreife K, K. 

Suchen wir ferner die Potenzlinie der Kreiſe K’ und IH, fo haben 
wir zunächſt die Uehulichfeitscentra, die, das äußere durch E,, das 
innere durch &’,, bezeichnet werden migen, gu beſtimmen. Man über— 
jeugt fic) hier ebenfo, wie in dem eben behandelten Falle, dak, wenu 
dex Durehfehnittspuntt per Polaren des inneven Aehnlichkeitscentrums 
Y, mit (M—M’) ourd S, fiir den Kreis K, durch 8’, fiir den 
Kreis H bezeichnet wird, die Gleichungen ftatt haben: 

NS, = NY, 
NS’, = NS. 

Es muß alfo ver Halbirungspuntt ver Strecke NN’ jzugleidh dev 
Halbirngspuntt von 8,8’, fein, oder C) die Potenzlinie von 
K, K’ muff zugleich die Botenglinie von K, X fein. Bue 
gleich folgt aus dev zweiten Gleichung, daß die Polare des inneven 
Gentrums >’, fiir den Kreis I durch den Punkt F geht. 
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Laffen wir vor ber Hand die unter A), B), C) gemadhten Bee 
mertungen weg, fo haben wir zunächſt den 

82. Lehrſatz. Die Polare des äußeren Aehnlichkeits— 
centrums der betden Rreife K, X fiir X fcdneivet die Cen- 
tratlinte (M—-M) im Bunfte FY des Mreifes K. Die Pox 
fave des inneren Aehnlichkeitscentrums der beiden Kreife 
K’, X fiir HX fohneidet vie Centrallinie (MM —M) im Punkte 
F des Kretfes K. Fig. 167. 

Suchen wir ferner das äußere Aehnlichkeitscentrum LF, der Kreiſe 
ot umd Kk’, fo ift nach }), indem wir R fix RY, um für R, Non 
oder M’oll —M’N’ für MM’ ober e ſetzen, und bedenken, dag 


























RR RR’e RR e?—(®?—R) py, 
RWS = pa * (R2— Re “RR; 

a yr Re R2 _ e@&—(R?—R) py, 
und MIL — MN = pga ra We? he Ri 
ift: RR (/2— Re [e®@ —(R2—RAYR’?, 

. e [RF RRR (RF R)e 
* 
oder: we, EN. 


Es fällt alſo B, nach M’, Ebenſo überzeugt man fic) ſogleich, daß 
das innere Aehnlichkeitscentrum der beiden Kreiſe X umd k nach M 
fallt. Man fieht alfo: 

33. Lehrſatz. Das äußere Achnlidfeitscentrum der 
beiden Kreife X, k’ liegt im Mittelpuntte M’ des Kreifes 
K’; das innere Aehnlichkeitscentrum der beiden Kreife 
Ot, k (iegt im Mittelpuntte M ves Kreiſes K. Fig. 167. 

Suchen wir pen Durchſchnittspunkt der Potenglinie von IC und k’, 
fo haben wir den Durchſchnittspunkt S, ver Polaren von B, fiir ot 
und den Durchſchnittspunkt 8’, ver Polaren von LY, fiir k’ zu ſuchen. 








2 % —sS .wsS- 
E,= 28,:2/8,; 
ober nach Lehrſatz 33. 2M’: 2M’ = A + NLS,: R-— ONS, ; 
oder nad 7) RW+R:R—-R=R+OS,: A —MS,; 
woraus folgt: R: RFR NS, : RK; 





Rte 


alfo: 





Es ift aber 
Ge fallt alfo S, noch M. 


Um 8’, zu finden, haben wir 
SB, :8', 
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ober ba nach Lehrfag 33. 2, in M’ liegt: 















swe = "8 yy 
: ANS; 
oper; M2 RR RE | RR ORR wg N's, 4 
oe e e 
ober: R—R:B +R ="2_weg,: vs, 4 
° 
woraus folgt: NS, = Re 


7 
Da alfo, wie wir fahen, S, in M liegt, fo iſt NS, = NM = NN 
+NM=NN+ ®; alſo ift 8,8, =—8',N + NN+NM. Es 
ift alfo, ba 8.N=NM= © ift, bev Mittelpunkt von NN’ auch 
ber von S,8',; folglich fällt auch) D) die Potenglinie von X 
und k’ mit ¢ zuſammen. 

Um die Potenglinie ver Kreiſe H und k gu finden, Haben wir 
nach Lehrjag 33. den Durehfchnittspuntt S, und 8’, ver Polaren ves 
inneren Aehnlichkeitscentrums M fiir 90 amd k mit QE M) zu ſuchen. 
Mian hat vaher: 





e 


=M:2M=2S,:2'8, 
ober nach f) RR: R—R=MS,-+ R:MS,—A, 











, on AR Re 
folglich OMS, = eee 
Es war aber auch MOM = jpg ei 
alſo iſt OS, =: LM; 


ober S, liegt in M. Ferner Hat man: 
SM:8M = 88 : 88 
R? WR | RE R’ 














ober: ping bop = NS NS 4 
ober: R—R:B + R=nNe,—"® 
folglich 





Do nun S, in M'liegt, fo iſt NS, — NM’ = NN’ -+- MN’; alfo iſt 
8,9, =S',N + NN’ + NM; umd ba SN = x = NM iſt, fo 
mug der Nittelpunft von NN’ auch ver von $8’, fein. Es ijt alfo 
E) ¢ auch die Potenglinie von XH und k. Zugleich ſehen wir: 

34. Lehrfak. Die Polare des äußeren Aehnlichkeits— 
centrums von X und k’ fiir ſchneidet vie Centrallinie 
(M~M’) im Mittelpunkte M des Kreiſes K; die Polare 
bes inneren Wehulidfeitscentrums von X und k fiir X 
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ſchneidet die Centrallinie (M—~M’) im Mittelpuntt M’ des 
Kreifes K. Fig. 167. 
Um die Potenglinie des Kreispaares K’ und k yu finden, ſuchen 
wir ihre Aehnlichkeitscentra E, E’,. Wir fegen zu bem Zwecke in 4) 
fiir Round e bezüglich ae und ee. Dann ift: 
RR’ RR’ 





oder: 
alfo: 


ober: 





ober: = 
Gs fällt alſo , nach F; >’, nach F; und ebenſo überzeugt man 
fich, daß das dufere Aehnlichkeitscentrum des Rreispaares K und k’ 
nach #, dad innere nach F' fällt. Man fieht alfo: 

35. Lehrſatz. Die Kveife K und K’ find bezüglich fiir 
die Kreispaare K’ und k; K und k’ die Potengialtreife. 
ig. 167. 

Der Durchſchnittspunkt S, der Polaren von FS, oder F im 
Paare K’ und k fiiv K’ beftimmt fich aus ver Gleichung: 








PF :9'T = PS,:9'S,; 
ober: e—R’'-+ Rie + R'+R=R—MS,:R'+MS,, 
woraus ſich ergiebt: MS,= ae 


Um den Durchſchnittspunkt 8’, ver Polaren von F fiiv k gu finden, 
hat man: 
SF :SF = 88’,:88’, 


























oder: 
R (ae 2) oR ex m2) a N ENS; 
alfo: N= ty =" te 
Aus vem Werthe MS, folgt fogleich: 
MN —MS,=_ aE, 


er: paren 
ober: NS, = cere 
Gs liegt alfo 8, um diefelbe Strecke x ar links von N’, als 
8’, rechts von N; alfo ift ber Halbirungspuutt von NN’ zugleich dev 
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von S,8’,, oder F) bie Potenglinie von K, K’ ift gugletdh 
die Potenglinie von K’, k. 
Suchen wir ferner vie Durchſchnittspunkte S,, 8’, der Polaren 
für K und k’ für das Centrum # nad) Lehrſatz 35., fo haben wir: 
99: FF = IS, FS, 
oper e+ R’—R:e +R’ 4+ R=R—MS,:R+MS,. 


R 

















alfo: MS,= fava 

fodann SF": SF’ = YS’,: S'S; 

ober: 

pe R? BR pr RP RR! RR’ roy BR ay. 
PR Dt he SONS ENB 
: ye RO RR 

alfo: NS, =spR' = 3 ope 


e 
Mus vem Werthe von MS, folgt mm: 
Re Re RR 
MN—MS,= > — pw = yop 

Es liegt alfo S, ebenfo weit von N rechts, als S’, von N’ tints; 
daher wird die Strede SS’, zugleich durch den Mittelpunkt von 
NN’ halbirt und G) die Potenzlinie von K, K’ ift zugleich 
pie von K, k. 

Um die Potenglinie des Kreispaares K, k ju finden, haber wir 
erft eins ihrer Aehnlichkeitscentra, 3. B. das äußere, F,, gu fuchen. 
Man hat nun nach +) 











RR’ 
R R? e Rt R R? 
7 RR ee RR © eRe" 











Mz 








— R-— 


© 
Um mm den Durchſchnittspunkt S, der Polaren von B, fiir K ju 
finden, Hat man die Proportion. 

§2_:FE,=98,:F8,, 
:R+4+— -R:MS,+R 
R. 


R 
ober: R— == 
alſo: 
Es liegt alſo S, in FY 
Ferner um 8’, zu finden, hat man: 
8E,:SE, = $8’, : SS’, 

















oder 
folglich: Ns’, = C= py 
Es iſt alfo: NS, =NP. 


Da nun 8, fish in F'befindet, fo liegt S, um diefelbe Strecke NE” 


§ 15, Der Kreis. 461 


rechts von N’ als 8’, links von N. Es wird alfo 8,8’, durch den 
Mittelpuntt von NN’ halbirt oder H) dic Potenzlinie von K, k 
fallt mit der von K, K’ zuſammen. 
G8 fei endlich) D, das äußere Aehnlichkeitscentrum von K’, k’, 
fo iſt nach +). 
RR’ 

e R? RR? 
wR eo “eR eG 
e € 
folglid) hat man fiir den Durchſchnittspunkt S, der Polaven von Y, 
für K’: 





R? R? 
“eer? 








ws, 





N's, 





R 





P2292, = PBIB; 


RT = As, — RMS, + B 





ober: RY 





alfo: MS, =e—R. 

GS liegt alfo S, in F 

Für den Durchſchnittspunkt 8’, dev Polaren von =, fiir k’ hat man: 
S'z,: SE, = sh',:S8,; 


ober: 
RR’ 
⸗ 











alſo: 


folglich iſt NS’, = NB. 

Da mm SG, in F liegt, fo liegt S, um diefelbe Strecke NF tints 
von N, als 8’, rechts von N’. Es wird alfo S,S’, durch den 
Mittelpunkt von NN’ halbirt, over J) die Potenglinie von K, k’ 
fallt mit dev von K, K’ zuſammen. 

Wir fahen num vorhin, daß vie Polare des äußeren Aehnlichkeits— 
centrums der Kreiſe K, k fiir K durch FY ging, ebenfo läßt fic) zeigen, 
daß die Polave des inneren Uehulichfeitscentrums derfelben zwei Kreife 
für K pure) F’ geht. Ferner fahen wir, dag die Polare ves duferen 
Aehnlichkeitscentrums der reife K’, k’ für K’ durch F geht, und gang 
auf gleiche Weiſe findet fic), dak die Polave ihres inneren Aehnlich— 
feitscentrums fiir K’ durch F geht. Man fieht alfo: 

36. Lehrſatz. Bu dem Kreispaare K, k gehen die Po- 
laren der beiden Aehnlichkeitscentren fiir Kudurch die 
Durchſchnittspunkte FHF des Kreifes K’ mit der Central- 
linte (E — M). Qu dem Kreispaare K’, k’ gehen die Poe 
laren der beiden Aehnlichkeitscentren für K’ durch die 
Durchſchnittspunkte ¥ F ves Kreiſes K mit ver Central. 
linte (M—M’). Sig. 167. 

Ferner faffen wir vie Sage A) bis J) gufammen in den merkwürdigen: 

37. ehrfak. Die zehn Kreispaare; K und K’; k und k’; 
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K und ↄc; Kound Xt; k und X; k’ und 2; K und k; Kund k’ 
K’ und k; K’ und k’ Haben alle eine und diefelbe Potenz— 
linte o. 

Diefe fteht fenkredt anf der gemeinſchaftlichen Cen- 
trallinie (M-M’) und halbirt bie Centraldiftans NN’ der 
Beiden gleich grofen Kreife k und ky Fig. 167. 

Sodann ergeben fic) noch mehrere harmoniſche Punttreihen, auger 
der in Lehrjag 28. erwähnten, anf (M-M’). Iſt namic) H dev 
Mittelpunkt der Centvaldijtan; MM’ ver Kreiſe K umd K’ und bee 
ſchreibt man mit HM = HM’= + einen Kreis, der den Potenzial— 
kreis HC in T,, JF, ſchneidet, und sieht die diefem neuen und dem Po— 
tenzialkreis gemeinfchaftliche Sehne (J,—J,), welde die Centrallinie 
(M-M’) in D, ſchneidet, fo hat man: 

DJ 2+ 0D 2 = A; 


DJ?+ HDe =; 





folglich: LD 2— HD p= 82—S; 
ober: ORM’ — MD, )?—[£—(e—MD,)]° = 22 
ober: @ruW — WD, )?— (MD, —$)°= we 








Führt man dic Quadrirungen aus, und fet fiir OM’ feinen bet 
Unterſuchung dev Potenglinie bes Kreispaares K und HX gefundenen 


Werth ",, fo ergiebt fich: 
ware ſo erg 




















R 
2R? R’e? 7 
e (1 we <3) MD, wa (R2—R”) 
ober: e(R2-+ R?) MD, = Re; 
7 R? 

alfo: MD, = ye Re ; 

* Re 
folglich: MD,= mee 
Es war aber wee = LM’; a == OM. Man hat daher 


ſogleich die Proportion: 
MD,: MD, = Mow: Mon, 

Es wird alfo die Stree MM’ durch D, und I harmonifch getheilt. 
Man fieht alfo, wenn man bedentt, dag (J,— J) die Potenglinie ver 
Kreiſe HN und des von H mit + beſchriebenen ijt. 

38. Lehrſatz. Der Mittelpunftt NM des Potenzial- 
kreiſes HX ijt für XX der Pol der Potenzlinie (JI,—J,) des 
Kreiſes X und des von H mit : beſchriebenen Streifes. 
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Ferner ijt: 
=D,==M-+ MD, 












RR  RRe , 
RR RFR? 











2D, =»/M—MD, 
alſo hat man: 
=D,:2D,= 
Es iſt aber ferner: 
2H = 2M + $ = 


4 














LH 
alfo: rH: YH = 
folglich verhält ſich: 

=D,:2D,= 2H: LH. 
Man erhalt alfo den 

39. Lehrſatz. Der Durchmeſſer SE’ des Potenztal- 
kreiſes X wird von ben Punkten D, und H harmoniſch 
getheilt; H ift alfo fiir ben von H mit + beſchriebenen 
Kreis der Pol der Potenzlinie (J,—J,) dieſes Kreiſes 
und des Kreiſes R. 

Nach Lehrſatz 33. liegt mum das äußere Aehnlichkeitscentrum B 
des Kreispaares NC und k’ in M, das innere Aehnlichkeitscentrum y', 
des Kreispaares XN und k in M’. Gs ijt alfo, wenn ~’, das innere 
Uehulichfeitscentrum von N, k'; SH, das äußere von 9, k ift, 

RR RR’ 





ober: 
OWN’ :3/,N’ =: 





ober: 
DN’: + Bee oI: Rs THN: REE yo &; 
woraus durch Addition und Subtraction folgt: 
RR : 
wiratBoys:a; wa Moy pia; 
rer RR’ RR 
PSR HUW ih; WSR —— = BWA; 


alſo ijt: 28:25 = 28": B,D; ES: 2.2 = VS: 5,2. 
Nun iſt 
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rS’'=R + STM ; SS = A+ LM - @ ®), 
Stun war UM! == woe ; OM = wee 


R 








RRe Rr, 
und R= geo alſo OM = FR; UM = 
folglich 


sa" EE a—@ mt; =" E aM h 








oder vermige des Werthes von A: 




















w=," -(@W—H*, w=.%,-a@—H*® 
Ferner i 

2S! an — 2k; 28 = 2a —3g—2 
alſo 

Bag W4+ DS  BWagey-@+OS 





Vermige ber Proportionen: 
ES’: B/E = L's" 

ober BEL, = TH: V8; SLE Ey! 

Hat man alfo, indem man beide zu einer vereinigt: 

Pye, 2 _ ss’ 5S, 

f ~ xs? 

2's’ 

3 4 ys" 

Aus den Werthen von LS’, VS, 2’S’, B'S fieht man mm jogleich, daß 

fich verhält: 


28: 5,5 = V8: 5,3! 
28: 2/8; 














ober: ẽ 








es iſt alſo die zweite Seite dev letzten Doppelproportion = 1, folglich 
auch 


oder es verhält ſich: 
ü—.: BP. 
Nach Lehrſatz 6. iſt aber auch: 
MS: Ms’ = Mz: Mx’ 

und nad Lehrſatz 33. war M’ das äußere Aehnlichkeitscentrum dev 
Kreiſe 2, k'; M das innere Achulichfeitscentrum der Kreiſe I, k. 
Bir bezeichnen nun kurz fowoh{ S’, und =, als M’ und M als „un— 
gleichnamige Aehnlichkeitscentra“ ver Kreispaare HX, k’ amd HX, k; und 
fonnen daher fagen: 

40, Lehrfak. Die Stree zwiſchen zwei ungleidna- 
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migen Wehnlichfeitecentren ber zwei Kreispaare X, k’ und 
x, k, alfo die Strede Y’,=, und MM, wird von den zwei 
Aehnlichkeitscentren E, LY’ des Kreispaares K, K’ harmoe 
niſch getheilt. 

Es ift alfo der Lehrſatz 6. nur ein Theil ves hier aufgeftellten 
allgemeineren Gefeges, 

Liegt insbefondeve Fig. 165. von den beiden Kreiſen K, K’ dev 
eine ganz oder theilweife außerhalb des anderen, fo miiffen offenbar 
von jedem Punkt P des Potenzialkreiſes HX beide Kreiſe K, K’ unter 
demfelben Winkel gefeher werden. Denn, wie man fich evinnert, war 
der Kreis H der geometrifehe Ort ver Punkte P, welche die Befchafe 
fenheit haben, pag, wenn man von P eine Gerade a durch K und 
von P durch K’ eine gweite Gerade a” fo sieht, daß der von a” und 
(P—M’) gebilvete Winkel gleich dem von a und (P—M) gebildeten 
Winkel ijt, vag alfo dann die Gleichung gift: PA. Pe’ = PL. PA’, 
Legt man mut von P aus eine Tangente y an K, fo fallen im Be- 
rührungspunkte P derſelben die beiven Punkte A und zuſammen; 
es mug alſo, der Natur bes Kreiſes I jufolge, einen von P ausge- 
Henden Strahl y’ (in dev Figur geht devfelbe zufällig auc) durch >’) 
geben, dev den Kreis K’ in zwei folchen Punkten I”, 1” ſchneidet, daß 
Pr-Pr’=Pr- Pr” ijt, und daß y mit (P—M’) denfelben Winkel 
bildet, wie y mit (P-M). Aus Pr- PL” = PL- PY” folgt aber 
Pr=Pr”. Es mug alfo y’ den Kreis K’ ebenfalls berühren. Es 
Hilden alfo die von P an K und K’ gezogenen Tangenten y, 6; y/, 0” 
gleiche Winkel “d= / 7's’. Fallen K und K’ nur gum Theil in 
einander, fo laͤßt fic) derfelbe Schlug auf jeden Punkt P des Potene 
zialkreiſes anwenden, der auferhalb K und K’ fiegt. Man fieht alfo: 


41. Gehrfag. Liegt einer der Kreife K, K’ gang over 
theilweife außerhalb des andeven, fo werden bezüglich 
von jebdem oder von jedem außerhalb K und K’ fiegenden 
Punkt des Umfanges des Kreifes X die beiden Kreife K, 
K’ unter gleiden Winkeln gefehen. 


Gs feien mm a, 6, Fig. 165., ein Paar von einem Punkte P 
des Kreiſes HX ausgehende Strahlen, und gwar fo, dag 7 ac= / fle’ 
ift, und a und 6" die (M - M’) beive zugleich auf ber Strecke MM’ ober 
zugleich (wie B und a’) auf dev Strede MooM’ treffen. Nun ift 
nach Lehrſatz 6. oder 40, Punktreihe (M—M’), MEM’2’ harmoniſch, 
folglich auch Strahlbüſchel P,cpe’p’ harmoniſch. (Gu dev Sigur fällt 
(R— 2’) ober p’ fehr nahe an die Tangente ¢). Da aber 7 pp’ 
== 1R ift, weil er über dem Halbfreife fteht, fo ijt nach § 1. Lehr 
fay 27. / plc’ = /'c. Nun ft, wenn a und P’ die angegebene 
Lage haben, im Falle beide die (M-M’) anf rer Strecke MM’ 
treffen, Z pfa= /p'eo—/ ca; /p''=/p'e—/ cp, alfo, 
ra /pe=/p'e, Sa=/ ce’ ift, Zpfa=/ p'R'; folglich ijt 
nach § 1. Lehrſatz 27. auch Strahlbüſchel Piop’p’o harmoniſch. Schnei— 
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den zwei von P ausgehende Strahlen, wie B und a’ die (M—M’) 
auf der Stree MooM’, fo ift APB = Spec +/ cB; Sola’ 
=frd+/ea'; alfo Zo'B =/ p'a’, folglich andy Strahlbuͤſchel 
P,pa’p'B harmoniſch. Da ferner nach Lehrjag 41. / y's = / yd 
und / cy'’=fey=/e!'=/ cd ift, fo ift insbeſondere auch 
Strahlbüſchel P,oy’o’d und P,ps'’p’y Harmonifeh. Mean hat alfo den 

42. Lehrfag. Fede zwei von einem Punkt Pim Um— 
fang des Potenzialfretfes HX ansgehenden Strahlen a, B; 
B, a’; ...., die mit den Centralftrahlen c, e gleiche Winkel 
bilden, /ea=/ cp; ZcB= /e'a', und die zugletd fo liegen, 
daß a und 6; Bunda’; .... die Centrallinie (M—M’) zugleich 
auf dev Strecke MM’ oder gugleih auf der Stree MoM’ 
ſchneiden, bilden als gugeordnete Strahlen mit den beiden 
von Prac) den Aehnlichkeitspunkten Ey, 2’ gehenden Strah- 
Ten p, op’ harmonifdhe Strahlbüſchel Poh'o'a; P,oa’e’B; ete. 

Insbeſondere bilden jede zwei von einem Punkte P 
des Potengzialtreifes an K und K’ gelegte Tangenten y, 6’; 
6, y', wenn fie diefelbe Lage haben, wie a, 6 oder Ba’ mit 
pr pf harmonifdhe Strahlbüſchel Poy’; Piod’o'y. Sig. 165. 

Gs feien ferner c, c', Fig. 168., cin Paar von einem Punkte P 
des Potenzialkreiſes IC ausgehende Ceutralſtrahlen, Q, Q’ vie Durch— 
ſchnitte der Polaren von P begiigliceh fiir K, K’ mit ¢, e'; fo liegen, 
wie wir in Lehrſatz 27. fahen, Q und Q’ begiiglich auf ver Peripherie 
des Kreiſes k, k’. Da alfo Q ein Puntt der Polaren von P ijt, fo 
ift PC: QC = Pe: QS oder PM—R:R—MQ=PM+R:R 
+ MQ, over PM—R:PM + R=R—MQ:R+ MQ, over 
2PM: PM + R= 2R:R+ MQ; alfo MQ= z; und ebenfo ift 
MQ’ = "2. Man fat alſo: 

ror BR? Re Re PM 
MQ: MQ’ = pu pw = we! ped 


dev oben (Geite 447.) gefundenen Gleichung a) gemäß ift aber mu 


PN’ 
=p alfo: MQ:MWQ'= R: RB 
ober mad) a): MQ: MQ = PM: PW. 


Gs ift alfo die Verbindungsgerade (Q — Q’) || (M~ M’. 

Serner ijt MC=R, WC'=R’; alfo aud: 

MC: M’C' = PM: PW’; 

folglich auch (C ~ C’) |] (M - M) und ebenfo auc) (© ~ ©) || (M- M’). 

Fallt man nun von Q und Q’ die Lothe QL, Q'L’ auf (M~M’) 
und zieht die Halbmeffer NQ, N’Q’ der Kreiſe k, k’, fo läßt fich 
leicht geigen, daß L rechts von N, L’ finfs von N, oder umgetehrt 
liegen mug. Denn nach Lehrſatz 33. ijt M’ das äußere Aehnlichkeits— 
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centrum von 9 und k’; denft man fic) alfo von M’ eine Tangente an 
OL gegogen, fo berührt fie auc) k’. Der Berithrungspunft diefer von 
M’ gegogenen Tangente mit HX heiße &, dev Beriihrungspunft an k’ 
heiße 2’, fo ift / Q’NM’ = / PIM’ fpig, alfo liegt 2’ links von 
einer in N’ auf (M~M’) ervichteten Seukrechten. Fällt man mm auch 
von & auf (M~-M’) ein Goth, und nennt feinen noc) unbefannten 
Fußpunkt U, fo hat man, weil A UML vw / PHM’ ijt: IU :MNe 





=) . + — — r. — RRe a 

= OLE NM’, over MU = Dray’ oder, ba R= eee SIUM! 
R’e Ree Rte 

= page war, MU = gay Es mar aber pape = OM; 


es liegt alſo U in M. Da nun M giwifejen N umd om fiegen mug, 
(venn es ijt MN ==, aber NS, Sig. 167., ==, alfo, aR >R 


ift, NS> NM), fo mug / NM ſpitzig fein. Sucht man alfo den 
Durchſchnittspunkt Q ver Polaren von & fiir k mit ver (P—N), fo 
liegt Q rechts von einer in N auf (N~M’) ervichteten Senkrechten. 
Läßt man mm in dev Vorjtellung den Strahl QM’ —&) ſich fo drehen, 
dak ex aufhirt, den Kreis HC und k’ gu beriihren, daß er (wegen dev 
Aehnlichkeit) vielmehy jeden in zwei Puntten ſchneidet, 3. B. Fig. 166., 
ben X in P,, P,, und bedenft man, daß, je weiter fic) ein Punkt P 
von einem reife entfernt, um fo mehr feine Polare und aljo auch 
per Durchſchnittspunkt diefer Polaren mit ver Geraden, die P mit 
dem Kreismittelpuntte verbindet, fic) dem Mittelpuntte nähern mug, 
fo fieht man, taf, wenn das entferntere Ende P, des um M’ fich 
drehenden Strahles den Kreis HX von L iiber ES bis gum entgegen- 
gefesten Beriihrungspuntt durchläuft, der zugehörige Durchſchnittspunkt 
Q’, den Kreis k’ von Q’ über S’ (Fig. 167.) bis zum entgegenge- 
ſetzten Beriifrungspuntt beſchreibt. Es mug aber, da fon “PNM 
fpigig war, um fo mehr jeder Winkel P,NM ſpitzig fein, alfo muß 
der Durchſchnittspunkt Q, in K den Bogen des Kreiſes k befehreiben, 
der mit dem oberen Durchſchnittspunkt Q von (C—M) mit k aufängt, 
und mit dem unteren Durchſchnittspunkt von (@—M) mit k aufhsrt, 
und dure den Punkt S (Fig. 167.) geht. Es bewegt ſich alfo Q’, 
von Q’ von rechts nach links und Q, von Q aus von Tints nad rechts. 
BVetrachtet man das dem Kreiſe K’ nahere Ende P, eines um M’ fich 
drehenden Strahls, fo mug, je mehr fic) P, vem K’ nahert, der 
Punkt Q’, um fo naher an die Peripherie von K’ kommen, alfo den 
Bogen von Q’ bis gum entgegengefegten Beviihrungspuntt, der 8 
(Big. 167.) enthalt, durchlaufen, während P, von & tiber uach 
dem entgegengefesten Beriihrungspuntte geht. Es muß alfo Q’, ſich 
von links nach rechts bewegen. Dagegen muß Q, fic) von rechts nach 
links drehen, und den Bogen auf k von Q nach dem entgegengefesten 
Berührungspuunkt über 8 durchlaufen. Hat insbefondere P, eine folche 
Lage, daß dev gugehdrige Punkt Q, auf der in N anf (M—M’) ere 
30* 
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vichteten Genfrechten liegt, dag alfo 7 SNQ, (Sig. 167.) =1R 
ift, fo mug auch ber zugehörige Bunft Q’, in ver im Punkt N’ auf 
(MM) errichteten Gentrechten liegen. Denn wir fahen oben, dap, 
wenn Q, Q’ irgend zwei demſelben Punlt P des Kreiſes X zugehörige 
Punkte von k und k’ find, immer (Q—- Q’)||(M— Mw) iſt. Oa nun in dem 


genannten fpecielfen Galle Q, um die Strecte a bon (M—M’) fent- 


recht entfernt ift, fo mug dies auch mit dem zugehörigen Q’, dev Fall 
fein; e8 giebt aber nur einen ſolchen Punkt in k’, nämlich ven Durch— 
ſchnittspunkt der Peripherie won k’ mit dev in N’ evvichteten Gent- 
rechten. Es müſſen demnach, wenn man von zwei zuſammengehörigen 
Puntten Q, Q’, Fig. 168., der Mveife k, k’ Lothe QL, Q'L’ auf 
(M~M’) fallt, ihre Fußpunkte L, L’ entweder beide zugleich auf ver 
Strecke NN’, over jugleich auf der Strecke NooN’, oder zugleich bee 
züglich in N und N’ fiegen*). 

Fällt man alfo von zwei gufammengehirigen PBuntten Q, Q’ die 
Lothe QL, Q'L’, Big. 168., auf (M—M’, fo ift, dba (Q- Q) 





*) Man kann dieſe Verhältmiſe auch bei den übrigen Cage ber reife K, K’ 
verfotgen. Berflest man flets amter I” ben grifjeren mit dem adins 1’, und 
unter K ben Heineven mit dem Radius R, fo fann 1. K garg innerhalb K’ tegen, 
amb gtoar: 1) kann M’ anfevalh K, 2) M’ innerhalb K fic) befinben, Sm exften 
Gale 11) ie Re Ry itm Galle T 2) Rl RO ef fm beidon eR’ 


—R; alfo liegt, ba M'N’ = und Bot ift, N’ außerhalb Km 








e = e 
jit entſcheiden, of k’ ber Kreis K’ fehmeibet, hat man zu unterfudjen, ob M’N’——~ 


ae 
ober <R’ if Num iſt in I. i) und 1. 2) ww — BR m 

a Rr — + 4 4 
wept : Ro. Nun iſt Rx 1, alfo liegt and) der der Peripherie 
von K’ nddfie Buntt von k’ aufetbals Kj affo ke gang außerhalb K. Ferner 
fat UK gum Theil une gum Theil aural KC fie) efinben, amd jroar: 
1) tanm M aufjerhalb K’, 2) M-inmerfal6 K” liegen, Sm Falle 1. 1) if e> R’ 
>R, im Falle II. 2) ift Roe> R; in If. 1) gugleid) eR’ +R, Nun iſt im 




















R2 ay BR J J ean 
Gale 1) MW =A Ree, weit © <1 ify —R; alfo liegt X inuerhalb 
RR 
K’. Um gu ſehen, ob k’ ben Kreis K” inci, Gat man den Werth MN’ 4 =F 
+R R' zu unterſuchen; nun ift ere. — 1, alfo liegt dev am weiteften von 


e 
M’ entfernte Puntt von k’ außerhalb K’. Im Falle I. 2) iſt MN’ =n, 


und ba dann Rot iſt, fo liegt N’ auferhats K'. Zugleich iſt dann e> R’—R, 


RR 2 J — -R YR 
ajo M'N’ — = =8t_ wk “RY; folglich liegt, ba ta BR Lift, 


ber Sem Bunkt M’ nͤ dſte Buntt der Beviphecie bes Kretſes K inmerhal6 K’ a. f.w. 
Daf in ben Faille UW. 1), M1. 2) dee Sreis de durd die Durchjehnittepuntte von 


K und K’ geft, ft ſchon oben ans Lehrſatz 26. gefolgert worden. 
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|| QL-M’) ijt, in den Dreieden NQL ud N’Q'L’: NQ—N’'Q’,, 

L= Qh’; /QLN=/QL'N’, alfo A NQL SA N'QU, 
md NL=NL’ Da mn Lund Li’ beive zugleich in NN’ oder 
beive zugleich anf ver Strecle NooN’ fiegen, fo tft dev Halbirungs- 
punft von NN’ jugleic) der Halbirungspuntt von LL’, Oa nun LL’ 
gleich und parallel QQ’ ijt, und die Potenglinie ¢ von K, K’ nach 
Lehrſatz 37. fenfrecht auf (M~M’) fteht, da alfo ¢ || (Q-L) | (Q’-LY 
ijt, fo wird auch die Stree QQ’ von der Potenglinie d halbirt. Nun 
ift Punktreihe ¢PCQS A oc PCQE’, da beide harmoniſch find. Su 
P find ein Paar homologer Puntte vereinigt, alfo liegen fie perfpec- 
tivifh, und zwar liegt, da, wie wir oben fahen, (C—~ 0’) || (6 - ©) 
{| (Q- Q) | QL~M) iſt, ihr Projectionscentrum im Unendlichen. 
Da die Punftreihen auf c und ec! nicht bloß conform, fondern im 
fpeciellen Salle harmoniſch find, da alfo auch c,PCQE XK ¢Pe’Q'C’ 
ift, fo Tiegen fie nach § 3, Lehrſatz 14. noch fiir ein gweites Projec- 
tionScentrum N perſpectiviſch. Bon II wiffen wir, daß es jedenfalls auf 
(Q~Q) fiegen muß. Ferner entfteht, wenn wir dieß Projections. 
centrum gefunden haben, cin vollftindiges Bierjeit (C - 0) (C- C+) 
(C’~ &) (C— ©’), in welchem P ein Durchſchnittspunkt ver Gegen= 
feiten, (Q~Q’) die Diagonale ijt, welche die Eken ((C—O’):(O-C’)] 
und [((C~C’):(@~©’)] verbindet. Letztere liegt aber im Unendli— 
den, es muß alfo die Stree QQ’, da fie nach § 3. Lehrfay 17. 
harmoniſch getheilt werden foll, in [(C-S)*(@—C)] oder I hale 
birt werden. Es liegt aljo das zweite Projectionscentrum TT oder 
der Duvehfhnittspuntt [((C—S’) -(C—C’)] im Mittelpuntte ver Strecte 
QQ’, alſo auf der Potenglinie o. Man hat alfo ven 

43, Lehrſatz. Die Verbindungsgeraden (C—O), (C-C) 
gweter entgegengefest gelegenen Punftpaare C, O’; ©, C 
zweier Kreiſe K, K’ auf centralen, von einem Puntte P 
des Potengialfreifes ausgehenden Strahlen e, e, ſchnei— 
ben fic) in einem Punfte der Potenzlinie o dev beiden 
RKreife K, K. Fig. 168. 

Man wird fogleich eine gewiſſe Analogie diefes Gages mit dem 
in Lehrſatz 8. ausgeſprochenen Gefege, dag zwei Kreiſe derſelben Ebene 
ſtets für jedes der Aehnlichkeitscentren R, D, und die Potenzlinie o 
als Ure perſpectiviſch collinear find, bemerken. 

Es ſeien mm drei Kreiſe K,, K,, K, derſelben Ebene gegeben, 
Fig. 169., deren Mittelpunkte nicht in diefelbe Gerade fallen und es 
jeien D5, D, die Aehnlichkeitscentren von K,, Ky; ¥,, E',, die vow 
K,, K,; 2, 2’, die von K,, K,. Man verbinde nun zwei Aehn— 
lichkeitscentren, die nicht gu demfelben Kreispaare qehsren, 3. B. Z,, 2", 
durch cine Gevade (2,— ',) und giehe von M,, M,, M, drei pa- 
vallele, fouft aber beliebige Gerade, welcje die (Z,—>’,) in X,, X,, 
X, ſchneiden, fo verhält fic), da (Z,—%’,) ein vom duferen Wehn- 
Lichteitscentrum ©, der Kreiſe K,, K, ausgehender Aehnlichkeitsſtrahl 


470 § 15, Der Kreis, 


und (M,—X,) || (M,~ X,)_ ift, nach § 8. Sefrfag 46., wenn die 

Radien der Sirelfe Ki, Ky, K, bezüglich R,, Ry, Ry heißen: 
M,X,: :M, X,=R,:R,. 

Da ferner (2,— 2’) an ein bom inneren Aehnlichkeitscentrum aa 

der Kreiſe Ky K, “ausgehender Aehnlichkeitsſtrahl ift, fo verhält fich 


ebenſo: 
M,X,:M,X,=R,:R,. 

Aus diefen Leiden Proportionen folgt fogleich, daß fich anch verhält: 
M,X,:M,X,=R,:R,; 

Es muß alfo nach Lehrſatz 2. (M,—M,) ober (©, — 2’,) durch 
ein Aehnlichfeitscentrum der Kreiſe K,, K,, und gwar in unſerem 
Falle durch das innere, 2’, gehen; oder es liegen 2, 2,, B', auf 
einer und derfelben Geraden. Auf diefelbe Weife überzeugt man fich, 
daß auc) E,, By, B53 Dy, Eg, Bg} Vy, Zor By fe auf derſelben 
Geraden liegen. Man erhilt alfo den 

44, Lehrſatz. Liegen drei Kreife K,, K,, K, in der— 
felben Ebene, und fallen ihre Mittelpuntte nicht in die- 
felbe Gerade, fo licgen immer das äußere Wehulidteits- 
centrum eines Baares und die beiden inneren Aehnlich— 
feitécentren ber iibrigen beiden Kreispaare, ſowie dite drei 
äußeren Aehnligkeitscentren der drei Kreispaare, alſo 
Lar Vy Bo} Lar Vy B53 Vy Vor B'g5 Vy, Zor By fe auf einer 
und perfelben Geraden. Fig. 169. 

Da alfo 3. B. (E,— >.) ein Uehulichfeitsftrahl, nicht blog für 
K, mb K, und fiir K, und K,, ſondern auch für K, und K, iſt, 
fo mug biefe Gerade nach den Gefegen ver per{pectivifden Gollineas 
tion ober, wie hier, dev perſpectiviſchen Aehnlichfeit, wenn fie den 
Kreis K, ſchneidet, auc) den Kreis K, und K, ſchneiden; berührt fie den 
einen, fo muß fie auch die beiden anderen berühren, fehneidet fie den 
einen Kreis nicht, fo kann fie auch die beiden andeven nicht ſchneiden. 

Es iſt bereits oben darauf aufmertfam gemacht worden, daß, 
wenn zwei Kreiſe fic) berühren, allemal ver Veriihrungspuntt ein Aehn— 
lichkeitscentrum fein mug. Berühren fie fic) nämlich von angen, fo 
fann feing der Centra innerhalb cines dev beiden Streife liegen, da 
fich fonft von ihm aus an den einen Kreis Tangenten legen ließen, 
an den anderen nicht; gugleic) aber mug das innere Centrum >’ auf 
ber Strecke MM’, wenn M, M’ begiiglich die Mittelpunkte der beiden 
Kreiſe K, K’ find, fich befinden, es fant alfo nur im Berührungs— 
punfte liegen. Berühren fic) alfo K, K’ von außen, fo liegt das in- 
neve Aehnlichkeitscentrum im Berührungspunlt. Berühren ſich K, 
von innen, fo kann weber B, noch 2” außerhalb des einen Kreiſes 
fiegen, da fonft die von ihm an den einen Kreis gezogenen Tangen- 
ten auch den anderen beriifren müßten, was unmöglich ift. Das innere 
Aehnlichkeitscentrum liegt nach Lehrſatz 3. immer auf ver Strecke 
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MM’, bas äußere E, immer auf MoM’, Zugleich kann das äußere 
Achulichfeitscentrum nicht innerhalb der beiden Kreiſe liegen. Denn 
nach § 13. Lehrſatz 29. iſt die perfpectivifche Collineation fiir das 
Centrum EF und die (Hier unendlich entfernte) Axe co’ einftimmig., Bee 
rührt nun dev Eleinere Kreis K den griferen K’ von innen und heißt 
ihr Beriihrungspuntt F, der Ourehfehnittspuntt des Umfanges von K 
mit dev Ceutrallinie (M—-M’) & der von K’ mit derſelben Geraden 
§, und Lage Z um die Stree x von F aus noc) M ju, fo miifte 
fich, da wir hier eine perſpectiviſche Aehnlichkeit haben, verhalten: 
zfs’ = RR’ 


oder: 2R—x:2R’—x=R:P’ 

ober: 2R—x: R = 2R’—x:R’ 
ober: R—x: R = R—x:R 
oder: x: R = x:R’ 
alfo müßte fein Rx = Rx. 


Da aber der Vorausfebung nach R' R ijt, fo ift dies nur möglich, 
wenn x =O ift, wenn alfo S in F felbft liegt. Es ijt demnach, 
wenn K pen Kreis K’ von innen berührt, der Beriihrungspuntt F zu— 
gleich das äußere Aehnlichkeitscentrum. (G. Anmerfung zu Seite 434.) 

Berden mm zwei Kreife von einem dritten berührt, fo können 
entweder beide von demfelben von außen, oder beide von innen, oder 
einer von aufen, der andere von innen berührt werden. 


45, Erklärung. Werden zwei Kreife von einem dritten 
zugleich von aufen oder zugleich von innen berithrt, fo 
fagt man: ,fie werden von ihm gleidartig berührt“; wird 
der cine von außen, der andere von innen berithrt, fo fagt 
man: „ſie werden ungleidartig berührt“. 


Es ergiebt fich aus dem ſoeben Gefagten und dem Lehrſatz 44. fo- 
gleich ver bekannte 


46. Lehrſatz. Werden zwei Kreiſe K,, K, von einem 
pritten, K, berührt, fo Liegen die beiden Beriihrungs- 
punfte allemal mit dem Gugeren ober mit bem inneren 
Aehnlichkeitscentrum der berührten Kreife K,, K, in einer 
und derfelben Geraden, namlic mit dem äüßeren, wenn 
K, und K, von K, gleicartig, mit dem tnneren, wenn 
K, und K, von K, ungleichartig berührt werden, 

Es feien endlich wieder, Fig. 170, K,, K,, K, drei Kreiſe in 
derfelben Ebene, die Potenglinie von K,, K, heife o, die von K,, 
K, beige o,, ihr Durchſchnittspunkt fei H. Dann ift nach Lehrſatz 12., 
wenn man vot I aus durch K, und K, ein Paar beliebige Secan— 
ten (oder Sehnen) sieht, da i auf c, liegt: TA,-Td, — Te,-1B,; 
und da TE auch auf c, liegt, auch Ihb, - IB, = Tob, - 1B ,; folglich 
aud) TA, · Ths, = Tb,-TIB,. Es find alfo nach Erklärung 13. 
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die Potenzen des Punktes I auch fiir die Kreife K,, K, gleich; folg- 
lich liegt nach Lehrſatz 16. TE auch anf der Potenzlinie o, der Kreiſe 
K,, K,, over ¢, geht durch TM. Man erhalt alfo ben 

AT, Lehrfag. Liegen drei Kreife K,, K,, K, in ver- 
felben Ebene, fo ſchneiden ſich die Potenglinten 5, oy, oc, 
der Kreispaare K,, K,; K,,K,; K,, K, in einem und dem— 
felben Punkte I. Gig. 170. 


§ 16. 
Die Ellipfe. 


Bir hatten in § 11. Seite 342., indem wir fahen, daß jede 
Gllipfe mit einem Kreife, ver ihren Mittelpunft zum Centrum, ihre 
große*) Halbaxe gum Radius hat, perfpectivifeh affin ijt, um die Natur 
dev (noc) unbefannten) Curve zu erforſchen, an den einen Endpunkt A’ 
Big 136., der Heinen Halbaxe eine Tangente gelegt, und von ren 
Durchfchnittspuntten F, verfelben mit vem Kreife Senkrechte auf die 
grofe Axe AB (over Parallele zur fleinen Myre) gegogen, und fo die 
Puntte F,, F, dev grofen Axe erhalten. 

1. Erklärung. Die Punkte F,, F, heifen die „Brenn— 
punfte oder Foci” der Ellipfe Fig. 136. 

Sodann hatten wir die Polaren d,, d, von F,, F, conſtruirt. 

2. Erklärung. Die Polaren d,, d,, ver Brennpuntte 
F,, F, heifen vie ,,Qeitlinien oder Divectrices” der Ellipfe. 
Fig. 136. 

Ferner gebraudten wir an der angezogenen Stelle die Entfermung dev 
Brennpuntte F,, F, vom Mittelpunkt M der Ellipſe, und bezeichneten 
ihve Länge durch e. Gie war diefelbe fiir F, wie fiir F,. 

8. Ertldrung Die Entfernung e der Brenupuntte 
F,, F, von dem Mittelpuntt M heift die „lineare Excentri— 
citt’ der Ellipfe. Fig. 136. 
dagegen: 

4. Erklärung. Der Quotient = aus der linearen 
Ereentricitdt e und der grofen Halbaye a Hheift die „nu— 
meriſche Ereentricitét” der Cllipfe. Sie foll im Folgenden 
durch « bezeichnet werden. Sig. 136. 

Endlich 

5. Erklärung, Die begrengten Geraden o,,e,, welche 

von den Brennpunkten F,, F, aus nad irgendeinem Punkt P 


*) Man überzeugt fich wbrigens auf dieſelbe Weiſe, wie in § 11., daß jede 
Ellipſe aus mit einem reife, deffen Centrum in den Mittelpuntt der Cllipfe fale, 
unb beffen Rabins gleich ber Heinen Galbaze b dev Cllipfe ift, pevfpectivifes affin ift. 
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im Umfange der Ellipfe gezogen find, heifen „Brennſtrah— 
Ten” der Gllipfe. Fig. 136. 
Da wir mm in § 11. Seite 343. fahen, dag ftets S, alſo e<1 iſt, 
ſo erhalten wir ſofort den 

6. Lehrſatz. Die numeriſche Excentricitätes jeder 
Ellipfe iſt kleiner als 1. 

Biv ſahen ferner in § 11. Seite 344., indem wir die ſenkrechten 
Abſtände T,P, T,P eines Ellipſenpunktes P von den beiden Leit— 


linien d,, d, ſuchten, daß ſich ſtets verhielt: oy: T,P=<:1, Pe 
:T,P=*:1, ober T,P,:o,=1:6; T,P=p,= 1:2 Man 


a 
fieht alfo: 

7. Lehrſatz. Die ſenkrechten Abſtände T,P, T,P eines 
Punktes P einer Ellipfe von den beiden Leitlinien d,, d, 
haben je gu den Brennitrahlen, die von Pnach den Brenn— 
punften bezüglich F,,F, gehen, welche die Pole bezüglich 
von d,, d, find, ein conftantes Verhältniß, ndmlid, wie 
vie Cinheit zur numeriſchen Excentricität T,P:p,—= Lire; 
T,P:p,= 1:2 Sig. 136. 

Gudlich fahen wir in § 11. Seite 344., daß ftets p, +p, = 2a 
ijt, ober: 

8. Lehrſatz. Die Summe der zwei Brennftrahlen 
Pir Poy DiC Von den beiden Brennpuntten F,, F, nach dem— 
felben Punkte P ves Umfangs der Ellipfe gezogen find, 
ift conftant, und gwar gleich der grofen Axe Qa der Ellipfe; 
6, t+e,== 2a. Fig. 136. 

Es fei mm, Fig. 171., eine Cllipfe mit der grofen Axe AA’ 
= 2a, und den Brenupuntten F, EF’ gegeben, Nach einem beliebigen 
Punt P der Curve feien die Brennjtrablen po, pe’ gezogen, und es fei 
FP unt die Qinge FP, FP um die Ginge FP verlingert, fo vag 
FP=FP, FP PP ijt, ſodann fe FF, PF’ umd Pr _ FF, 
PL! 1 FF" gezogen, und die Punkte &, A ſeien mit vem Ellipfen- 
Mittelpunkt durch Gerade verbunden. Oa FP= FP, F’P = FP 
ift, fo ift fowohl AFPF, als AFPF’ gleichſchenklig. Oa mn FP 
die Verlingerung von FP, F’P die Berlingerung von FP iſt, fo 
mug &'P die Verlingerung von LP fein. Oa die Dreiecke gleich— 
febenflig find, fo wird ferner FF in &, FF’ in ©! halbirt. Es ift 
aber auc) FF’ in M halbirt, alfo verhält fid) Fs F& = FM: FM 
und Fk’; PF’! == FM : FM, aljo ift (& — M) || (EY —F) und (b'-M) 
||(F-F’). Es verhilt fich alfo: 

FM: FF = M&: FF; PM: PF = M&': FF; 
ober, da PYF = FF’ = p + po! = 2a nach Lehrſatz 8., und FF’ = MF 
+ ME’ = 2e ijt, 
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e:2e = M&: 2a; 0: 2e = Mb': 2a; 
folglich ift: M& =a; MA’ =a, 
Gs haben alfo die Strecten M.b und M0’ eine conjtante Vinge. Hieraus 
folgt fogleich der 

9, Lehrſatz. Conftruivt man ein gleichſchenkliges 
Dreied FPF (oder WPF’), deffen Spike P auf der Peri- 
pherie der Gllipfe liegt, deffen einer Schenkel der eine 
der Brennftrahlen des Punttes P ift und deffen anderer 
Schenkel in dte Verlingerung des andern Brennftragles 
fallt, fo liegt der Fufpuntt & (ober So’) Des Von der Spike 
P auf die Bafis FF (oder FH’) gefallten Perpenditels, 
oder der Halbirungspuntt der Baſis auf dev Peripherie 
des Kreiſes, der den Ellipfen-Mittelpuntt zum Centrum 
und die grofe Halbaxe dev Ellipfe gum Radius hat. 
Big. 171. 

Es feien ferner, ig. 172., A,A’,, B,B’, ein Paar conjugirte 
Durchmeſſer der Ellipſe (ſ. § 11, Erklärung 49.) und es feien an cer 
Endpunkten A,, A’, des einen derſelben die Tangenten a, “8 
gogen, fo find dieſe nach § 11, Lehrſatz 50.4) parallel (B, ~ “be; 
ferner feien ein Paar beliebige andere Tangenten gezogen, 4, 2,, 
welche die Tangenten «,, «, bezüglich inS,, O,; ©, O', ſchuiden, 
fo ijt nach § 11. Lehrfatz 65. 

Punktreihe «,,A,S,D,co A Punktreihe «,, 02’, O', A’, 


. A,e, oo o 

alfo: 0,2, 1 oe;! OK, “3 
oO! 

oder: as! rl=1 a ati ; 
folglich: A = A',0',-2,0,; 
alſo auch: 
A228, FA,2 4,0, = AO, -2,0, + APA Oy, 
oder: A,@,- AO, = A,®, - AYO". 


Da dief fir jede zwei Beliebige Tangenten gilt, fo kann man 
auch ftatt einer derſelben, 3. B. ftatt d, die Tangente 6, in dem einen 
Gudpunfte B, ves gu A, A’, coujugivten Durchmeſſers nehmen. Da 
dieſelbe nach 8 11. Lehrfatz 50.2) parallel gu (A, - A’,) iſt, fo ijt 
die Entfernung ihres Durchſchnittspunktes w,, vd’, voit Ay, A’, 
gleich ver Stree MB,, die durch b, bezeichret wwerbe. Man hat 
alfo: A,o AO, = by, 
alfo: A,2,- AO, =A,®,-A',O', = b?. 
Schneidet umgefehrt tine Gerave xy sie Tangenten aw, o, an den 
Endpunkten A,, A’, eines Durehmefjers einer Ellipſe fo, daß A,®, 

A' O' =b? ijt, wenn b, die Linge des halbirten conjugirten Dire 
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meffers ijt, fo mug d, eine Tangente dev Ellipſe fein. Denn, man 
ziehe eine Belicbige Tangente o,, fo iſt, wie eben gezeigt wurde, auch 
A,2,- AO, = bz, alfo A,o,-A,O", = A,®,-A',O',, alfo 
auch A,S,- A‘; — Ay,» AY OY, = A,O,- A", — AO, 


-AY@',, oder: A,O,-2',@', = A'',-S,O,, oder: het 





1 


®,e, 


o 





— : ary , alfo Punktreihe æ ,,A,2,, 00 Ha’, x2, @', AY. 


41-1 1 
Es mug alfo ay cine Tangente fein. Denn nach § 11. Lehrſatz 25. 
muß eS außer «, nod) eine durch ©, gehende Tangente an die Ellipſe 
geben, und diefe mug nad) § 11. Lehrjag 65. die «’, in einem folden 
Punkt ©’, ſchneiden, daß Punktreihe «1 A,2,B Ka’, 0S OA, 
ijt. Es mug alfo 2, felbjt dieſe zweite Tangente fein. Man fieht alfo: 

10. Lehrfas. Das Rechteck A,S,-A’,S’, (oder A,O, 
-A’,O',), aus den Abſchnitten, welche eine beliebige Tan— 
gente c, (oder ,) anf den Tangenten a, «, in den End— 
punften A,, A’, eines beliebigen Durchmeffers der Ellipfe 
abſchneidet, iſt von conftanter Gripe und gwar gleich dem 
Quadrate des halben dem Durchmeſſer A, A’, conjugirten 
Durdmeffers, nämlich —b?, und umgekehrt: 

Schneidet eine Geraded, die Langentena,, a’, fo, daß 
A,®,-A’,@', =b? ijt, fo ift die Gevade I, eine Langente 
an bie Ellipfe. Fig. 172. 

Nimmt man ingbefondere fiir A,A’, die grofe Are AA’, Fig. 173., 
dev Ellipſe, fo erhaͤlt man fofort den 

11. Lehrſatz. Das Rechte AC- A'S’ aus den Abſchnit— 
ten einer beliebigen Tangente c auf den Sceiteltangen- 
ten a, a hat einen conftanten Inhalt, nämlich den des 
Quadrats der fleinen Halbaxe, — b*. Fig. 173. 

Da nach 8 11. Lehrfas 50. a) fowohl « als «’, Fig. 173., fent- 
recht auf (A A’) ift, fo find, ba e8 nad) § 2. Lehrſatz 14., Erklä— 
rung 15. in jeder Strahlbüſchelpaare nur ein einziges Baar entſpre— 
Gender Strahlen der rechten Winkel geben fann (es wire denn, dak 
die Strahlbüſchel überhaupt nicht nur conform, fondern gleich find, was 
aber hier nicht dev Fall iſt, weil es nur beim Kreiſe eintritt) «(A —A’); 
(A’— A), « die entiprechenden Strahlen der rechten Winkel der cone 
formen Strahlbüſchel A, A’, Da ferner / BAA’ = / BAA iſt, 
fo miiffen nach § 3, Lehrſatz 9. (AB), (A’~B) und (A-B4, 
(A’~ B’) die zwei Paar, dort mit g, g’; h, h’ begeichneten Strahlen 
fein. Es mug alfo, wenn wir von A und A’ nach einent belicbigen 
Puntt P dev Ellipſe Strahlen ziehen, da diefelben entſprechende Strahlen 
der conformen Strahlbüſchel A, A’ find, nach § 2. Lehrſatz 17. fein: 


tang PAA’ tang PA’A = tang? BAA’ = tang? BA’A = (*)’; 
alfo: 
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12. Lehrſatz. Das Produkt der trigonometriſchen 
Tangenten der Winkel PAA’, PAA, welche die Verbindungs— 
geraden eines beliebigen Ellipfenpunftes P und der 
Scheitel A, A’ mit der grofen Aye der Ellipfe bilden, tft 
conftant, nämlich gleich Dem Quadrate der trigonometri- 
{chen Tangente ves Winkels, den die Verbindungsgerade 
eines Endpunftes B der fleinen Are und cines Sdheitels 
mit dev grofen Wyre bildet, oder gleich) dem Quadrate 
des Quotienten aus der grofen in vie kleine Halbare. 
Big. 173. 

Gs fet wieder, Fig. 171., P ein beliebiger Punkt der Cllipfe, ¢, 
⸗ die gugehirigen Brennftrahlen, po” fet um PF, o um PF” verlingert, 
fodann (FF), (F’—F’) umd von P aus eine Gentrechte (ob — sb’) 
auf beide gezogen, fo dag alfo Fsb = Feb, Fe! = F'b', (Mb) 
||’ -F), Ql-&) || (F-F) ijt, Da mm & und &’ anf der 
Peripherie des Kreifes liegen, der M gum Mittelpunft und MA =a 
zum Radius hat, nach Lehrſatz 9., da ferner / F's = 1R ijt, fo 
mug er iiber dem Halbfreife ftehen, es muß alfo (% — M) die (’ — F’) 
in einem Punkte vs’, (’—M) die (& ~F) in einem Punfte vs, der 
Peripherie ves Kreiſes ſchneiden. Oa mun (v's) over (ob — M) 
|| F'— F), (Wb — &’) oder (x! ~ M) || (F — F’) ift, fo find die Vierecke 
WE Fb, WEF’ Pavallelogamme, alfo ve'E’ = Fsbo, WE = F's’; 
oder, ba Fe PA, PM = Pd! war, WR = PL, WE = PM 
folglich OE WE = wE- Fb, 

Es find aber wb% und AA’ Sehnen in dem Kreife, auf deſſen Peri— 
pherie ov, cb’, vd, vd" liegen, alfo ift 

oF. FR = AF- AF, 
alfo auch: WF. vs'F’ = AF. A’F = (a —e) (a + e) = a? — e5 
oder: WF . vy” = b?; 
alfo aud: bF. wR = b?. 
Biehen wir nun die Scheiteltangenten «, a, die von (+ — ob’) besiige 
lich in L, L' geſchnitten werden, fo ift, wenn (a —b’) bie (A A’) 
in T fepneidet, A TF& wo ATLA md A TR’ © A TL’AL Es 
verhält fid) alfo: 

Tob: Fb = TA: LA; Te’: Pot! 
alfo ijt: LA= Fa ; LA’ = 
folglich: LA. LA’ = TA-TA’ 

Teo + Talo! 
Da aber T der Duvehfehnittspuntt zweier Secanten (A—A’), (db — cb’) 
bes Kreifes um M ift, fo ift 
TA. TA’ = Th. TH, 
mithin LA: L’A! = Fb . Fr’, 

















TA: LW; 
mw? 


+ Fe. Feb’, 
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Es war aber FL = WE’, Foe! = wk, alfo Feb · Fb! = FW’ 
=b?; alfo: 

LA-L’A’ = b?. 
Es ift alfo nach Lehrſatz 10. Umkehrung (& — sv’) eine Tangente an 
die Ellipfe. Da fie gugleich, weil A FPF und A FPF” gleich- 
fehenflig find, und (sb — ob’) | (F — F) und (E’— F’) ftebt, den Wintel 
FPF und FPF’ halbirt, fo hat man den 

13, Lehrfak. Die Tangente (&—&’) in einem Punkte 
P der Ellipfe halbirt ven Winkel ber von dem einen zu— 
gehirigen Brennftrahl p (oder p’) und der Verlingerung 
bes anderen zugehörigen Brennſtrahls p’ (oder e) gebildet 
wird. Sig. 171. 

Ferner können wir jest den Sak, daß WF WH = PAs WA! 
= b? ift, fo ausſprechen: 

14. Lehrſatz. Das Rechte aus den beiden Perpendi— 
felu Fr, Fev’, die bon den Brennpuntten F, FY auf irgend 
eine beliebige Tangente (b—&’) der Ellipfe gefallt find, 
hat einen conjtanten Inhalt; derfelbe ift namlid gleich 
dem des Quadrats der Eleinen Halbaxe FR- FA’ = b2, 
ig. 171. 

G8 feien mm, Fig. 174, von einem Punkt T gweit Tangenten 
an die Ellipfe gezogen, die in P, P, berühren, von den Brennpunkten 
F, EF” fet auf fie je cine Gentrechte Fob, Feb’ gefällt, fodann ſeien 
die Brenuſtrahlen FP, FP’, FP’, F’P, gezogen, und legtere um die 
Strecfen P’F”’ = PF’, PF = PF verlingert, fo find die entftandenen 
Dreiede: FIV, FTF’, FPF, FPF’, gleichfejentlig. Zugleich find 
nod zwei Dreiecke entſtanden FTF’ und ELF; in ihnen ift: 

EF’ = py-+ py = 2a; PF =p, + 9’, = 2a; 








alfo: Fr=FF. 
Ferner ijt: TF=TF, 

Tr; 
alſo: AFIF; 
folglic): 7 FIY¥’ 





Subtrahiren wir beiverfeits ven Winkel FTE’ = FTE, fo bleibt: 
LPTF = / FIF; 
alfo auch, wenn wir den Winkel LTP’ = FTP’ durch x’, den Winkel 
FTP = FTP durch x bezeichnen, da Zx = 4-/ FTF’, 7x 
=4-/FTF ijt, 
ZX =LX; 


und Z (8 + PTF) =/ («+ FIF’). 
Man fieht alfo: 
15. Lehrſatz. Ge zwei Tangenten einer Ellipfe bil- 
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den mit den Geraden, welche ihren Durchſchnittspunkt T 

mit ben Brennpunkten F, FY der Ellipfe verbinden, gleiche 

intel: / PTY =/ FTP; /PTP=/ FTP. Fig. 174. 

Ferner folgt aus ver Congruens der Dreiecke FTF’ und FTE: 
TRE =/ TEP; TRY =/ TFF; 

alfo auch PFT =/PFT; “PFT =/ PFT. 

Denkt man fich vie Sehne (P— P’) gezogen, fo ijt dieſelbe die Polare 

bes Punftes T. Man fann alfo fagen: 

16. Lehrſatz. Der nad dem Pole T einer Sehne PP’ 
gezogene Brennftrahl (F-T), (F D) halbirt den Winkel, 
bezüglich PFP’, PFP, unter dem vie Sehne PP’ von dem 
Brennpuntte F, F' aus gefehen wird. Pig. 174. 

Gs feien ferner, Fig. 175., an eine Cllipfe zwei Tangenten ge- 
zogen, die in P, P’ beviihven, und fic) in T fehneiven, ſowie eine dvitte 
in @ berithrende Tangente, welche die erfteren beiden in G, G’ fehnetdet, 
fodann feien von einem der Brennpunkte, 3. B. von F aus, Gerade 
nach P, , T, &, &, PY gezogen. Nun ift: 

ZL OFU = / BFF + / VFL. 
Nach Lehrfag 16. ift aber: 

{CFR =}/ PFE; / CFP =4/ PFS; 
alfo: / CFU = 4/ (PF + PFS) 
oder: ZL CEU = PEP. 
Da die vechte Seite der Gleichung von G, S, &, alfo won der Lage 
der in @ berithvenden Tangente ganz unabhingig ijt, alfo diefelbe 
Bleibt, wo man auch & und feine Tangente annehmen mag, fo hat 
man den: 

17. Lehrſatz. In jeder Ellipfe erſcheint das von zwei 
feftlicgenden Tangenten (T—P), (T—P’) auf einer belies 
bigen dritten Tangente abgefdnittene Stück SG’ von dem— 
felben Brenupunkte F (oder F’) ang immer unter dem— 
felben Winkel, nämlich unter einem Winkel, der halb fo 
groß tft, als derjenige Wintel, unter dem die Berithrungs- 
fehne PP’ ver feftliegenden Tangenten von demfelben 
Brennpunkte F (over F’) aus erfdeint. Fig. 175. 

Nimmt man in Fig. 174. insbefondere vie Punkte P, P’, fo, dak 
(P—P’) durch einen Brennpunkt, 3. B. durch F geht, fo pag eine 
Sigur, Fig. 176., entfteht, fo ijt / PFP’—=2R. Nach Lehrfay 16. 
ift dann / PFT = $/ PEP’ alfo 7 PFT =1R. Gin Gleiches gilt 
fiir jede gwet Tangenten, deren Beriihrungsfehne durch F geht. Da 
nun 'T per Pol von (P~P’) ift (er Liegt alfo auf der einen Leit— 
finie d der Gllipfe), fo folgt aus § 4. Erklärung 9. und aus § 11. 
Lehrſatz 44. der dem in § 11. Lehrjag 53. vom Kreiſe ausgefprochenen 
Geſetze analoge 
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18. Lehrfak. In jedem Brennpuntt F (oder F’) einer 
Ellipſe entfteht eine redtwintlige Guvolution. Fig. 176. 

Wird zugleich ftatt des Berührungspunktes in Fig, 175. ein 
Scheitel, 3. B. A der Ellipfe angenommen, Fig. 176., fo ift nach 
Lehrſatz 17.: 7 CFR = 4 / PEP’, alfo 7 SFO’ =1R. Man hat 
alfo fogleid den 

19. Lehrſatz. Das Stiid GS’ einer Scheiteltangente, 
weldes von einem Baar Tangenten abgefdnitten wird, 
deren Berührungsſehne (P—P’) durch einen der Brenn— 
puntte F (oder F') einer Gllipfe geht, erſcheint von diefem 
Brennpuntte F (oder F’) aus unter einem redten Winkel. 

Steht insbefondere die Brenufehne (P—P’) ſenkrecht 
zur grogen Axe, fällt alfo der Durchſchnittspunkt T in 
den Durchſchnittspunkt D der Leitlinie d mit der grofen 
Are, fo wird / PFS = / CFA = / GFA=/ PFS —4R. 
Big. 176. 

Es feien ferner die Punkte P, P’ in Fig. 175. fo gewählt, daß 
(P~P’) durch den Mittelpuntt M ver Ellipfe geht, Fig. 177., daß 
alfo PP’ ein Durchmeffer ijt, und der Durchſchnittspunkt T in das 
Unendliche fallt, (© — G’) fei eine beliebige dritte Tangente, fo ift nach 
Lehrfag 17. GFR = 4/PF?’, SEU’ = $/ PFP’, wenn 
unter letzterem ber convexe Wintel verftanden wird. Es iſt aber ferner 
in den Dreiecken PMF und PME’ 


MF = MF’; MP= MP’, / PMF = / PMF; 

















alſo ijt: APMP; 

folglich ift: Z PEM =/ PPM; 

und ebenfo: ZPEFM=/ PEM; 

alfo: Z (PEM + PEM) = / (P'FM + PPM); 
b. b. Z PEP =/ PPP; 


wenn unter / PEP’ ver fpige Winkel verftanden wird. Es ijt alfo: 
LEEW + / CFU = IPEP' (concav) + P’FP’ (convex)]; 

ober: / CFC + / BFC = 4-4R; 

oder: / CFC + /GFC = 2k. 

Man hat vaher ven 

20. Lehrfak. Die Gumme ver Winkel SF, Se, 
unter denen die von zwei parallelen Tangenten auf einer 
beliebigen dritten Tangente abgefdnittene Gtrede Go’ 
pon den beiden Brennpunkten F, FY einer Ellipfe aus ge- 
ſehen wird, ift gleich zwei Rechten. Sig. 177. 

Es jeien, Sig. 178., (A,—A’,), (B,~ B’,) ein Paar conjue 
girte Durchmeſſer dev Ellipfe und P irgend ein Punk des Umfanges der— 
jelben. Durch ihn fei eine Gehne PP’ parallel (A,—A’,) und eine 
jweite Sehne PL parallel (B,—B’,) gezogen. Da vie Vurchmeſſer 
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A,—A’,), (B,~B’,) conjugivte find, fo wird nach $11. Lehrſatz 50.0 
Pin I, Pe in N ‘patbirt. Zieht mar mu auch (Pr &) || (B,-B } 
ea ®), fo wird auch P'S” in N’ halbirt, alfo N’P’= Nb, Ne 
= NG. Verbindet man mm & und & durch die Sehne PE’, fo mug 
fie alfo [| (A,~A’,) feit, und das Viereck PP'LL ijt ein Baral 
ielogramm. Es fchneiden fich nun die Diagonalen PL’, P'L in M, da 
in einem Parallelogramm fic) die Dingonalen halbiven, und PL’ fowie 
PE fowohl von (A,~ A’,) als von (B,~ B’,) halbirt wird. Legt 
man in P, PY, @, & Tangenten an die Ellipſe, fo miiffen nach § 11. 
Lehrſatz 31. die Durchſchnittspunkte T, T” auf (A,— A’,), B, © auf 
(B,~ B’,) legen, Nun entfteht nach § 11. Lehrſatz 44. ſowohl auf 
(A, 7 A%), al8 auf (By ~ By ) eine Sirvolution, auf erjterer Geraden 
mit den Hauptpunkten A, A’,, auf fegterer mit den Hauptpunkten 
B, BY. Auf evftever find ua. T und N, auf fegterer G und OG 
entfprechende Punkte, und in beidven ijt, da der Durchſchnittspunkt 
ſowohl von (P—P’) und (2-2), als von (P-E) md (PY 2+) 
im Unendlichen liegt, der ihm entfprechende Punkt M dev Guvolution 
der Centralpunkt. Begeichnet man mm die ingen MA, = MA’, 
MB, = MB’, begiiglich durch a, 6; fo ift alfo: nach § 4. Lehrſatz 7 
MN. MT = 42; M9%G - M& = 82; 
und, wenn wir MN = 96P bi &, Mo = NP durch q begeichnen: 
; 1 (IEE + 9) = Bs 
ober: = N+ y= B2—H%. Ff) 
Wegen der Aehnlichfeit ver Dreiecke TNP, PIG verhält ſich aber: 
NT: NP = otP : 0G 





ober: NT: y = & :3; 
alfo ijt NT-06= & + wh 
Aus den Gleichungen +) folgt mm: 

NT - 966 - § + = (a? — 6?) (82? —47)} 





oder nach der Gleichung ; 
BP? = (a? — 62) (B2— 9"); 
ober: BP? =3.028% — BE? — ay? + B29?) 


aff: (2) +G)=1. 


Gs ift dies die Gleichung der Ellipfe fiir ein Paar conjugirter 
Durchmeffer als Coordinaten-Axen, nach der Auffaſſung ver analyti- 
ſchen Geometric. 

Iſt ferner_« cine Scheiteltangente, Fig. 179., (G—P) eine bee 
liebige gweite Tangente an die Ellipfe, fo ift S der Pol dev (in der 
Figur nicht gegogenen) Sehne Ag, atſo ijt nach Lehrſatz 16. 7 PFS 
=/ AFG. Bieht man mim eine Gerade SL von G fentrecht auf FP, 
fo ijt aud) / C2F = / CAF =1R und CF =GF, alfo A OF 
SABAF, folglih FL= FA, und da CB EL iit fo ijt GE die 
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Tangente eines um F alé Centrum mit dev Linge FA= FE als 
Radius beſchriebenen Kreiſes. Ebenſo ift, wenn man GL’ _| (F—P) 
sieht, PP’ FA, alfo GL die Tangente an einem um F’ als Cen— 
trum mit der Länge FA = F’@’ als Radius befehriebenen Kreiſe. 
Man fieht alfo: 

21. Lehrfak. Die von irgend einem Punkt G einer 
Sheiteltangente « der Ellipfe auf diejenigen Brennftrah- 
len FP, FP, welche den Beriihrungspuntt P der zweiten 
von G an die Ellipfe gelegten Tangente mit vem Brenn- 
punfte F, F' verbinben, gefallten Senkrechten GL, GL’ be- 
rühren alle je einen Kreis, deffen Centrum bezüglich F, 
FY, veffen Radius die Entfernung des Brennpunttes F, F“ 
vom Scheitel A ijt, in welchem die Sdeiteltangente « die 
Ellipfe berührt. Fig. 179. 

Dieſer Sak (apt fich noch vevallgemeinern. Nämlich, es ift far, 
daß dev Durchſchnittspunlt T ver Tangenten p, p’ auf dev Polaren vou F, 
alfo auf der Leitlinie d ſich befinden mug; ferner folgt aus § 11. 
Lehrſatz 44. und ans dem obigen Lehrſatz 18., dag, wenn man von F 
nach T jieht, 7 PFT = 1R ijt, dag alfo umgekehrt ein von T anf 
die Brennſehne (P—P’) gefiilltes Loth durch F gehen mug. Zieht 
man mun eine beliebige Gerade parallel zur Seheiteltangente « und 
zur Leitlinie d, und nennt ihven Durchſchnittspunkt mit der Tangente p, 
and dev grofen Are (A — A’) Begiiglich 7, D, und fallt von T ein Loth 
TP auf (B~ P’), fo verhält fich: 

PF:PP=PT:PT; 
oder: PF:PP=PS:PS; 
went PS der fenkrechte Ubftand des Cllipfenpunftes P von der Leit- 
finie d, und S dev Durchſchnittspunkt von (P—S8) mit (7 D) iſt. 
Die Leyte Proportion (apt fich nun anch fehveiben: 
PF: Pp =PS:PS—DD, 

woraus folgt: PF:PF—PP=PS:DD, 
ober: PF: PF =PS:DD. 
Nach Lehrſatz 7. aber verhalt fich (indem S an die Stelle des dorti— 
gen T, tritt): PS:PF = 1:6; alfo iſt: PS= mE = + . PF. Man 
hat alſo: 

PF: PF =+.PF:DD; 


folglich: PF = DD. 


Fällt man von 7 auch ein Loth TP’ anf den anderen Brennſtrahl 
(F’—P), fo ijt in ven Dreiecken PTL’ und PTP Seite PT = Seite 
PT, /TPP=/7 TPP =1R, / TPP! = / TPP nach Lehrſatz 13., 
alfo iff APTS A PTP, 
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aljo: PpP’= Pp; 
daher: PP’ = BAPPS PPAFPA PF; 
ober: FP =¥FP + FP— + “DD; 


alſo nach Lehrſatz 8. 
FP = 2a—=-DD, 


Man fann alfo fagen, da, wenn man um den Brennpunft F init 
dem Radius FP einen Kreis befchreibt, derfelbe von (L—P), und, 
wenn man vom Breunpunkt FY mit dem Radius FP’ einen Kreis 
beſchreibt, derfelbe von (77— P’) berührt wird, und da die Lange vor 
FP und FP’ bei einer und derſelben Ellipſe nur von dev Strecke 
DD abhingt, und diefe immer viefelbe bleibt, fo Lange man einen 
Punkt 7 auf derſelben Geraden (7- D) annimmt: 

22. Lehrſatz. Bieht man irgend eine Gerade parallel 
zu einer Geitlinie d einer Ellipſe, zieht von beliebigen 
Punkten Tviefer Geraven jecine Tangente p an vie Ellipfe, 
gieht die Brennftrahlen FP, PP nach dem Berithrungs- 
puntte P derfelben und fällt dann von T Senkrechte TP, 
TP’ auf vtefe Brennftrahlen FP, ", fo berühren diefe 
Senkrechten TP, TP’ alle jeeinen Kreis K, K’; der Mittel- 
punft des einen K ift F, ber des anderen K’ ift FY, und 
ihre Halbmeffer find conftant, wo auch immer der Puntt 
T auf dev ecinmal angenommenen Geraden (LD) gewählt 
fein mag. Stets ift die SGumme.der Radien dev beiden 
berührten Kreiſe gleid der grofen Ure ver Ellipſe. FP 
+ FP’ = 2a. 

Nimmt man insbefoudere fiir bie Gerade (7 ~D) die 
eine Geitlinie d der Gllipfe, fo geht dev eine Kreis K in 
einen Punkt über, nämlich in den Brenunpuntt F, veffen 
Polare die d ift, der Halbmeffer des anderen Kveifes ift 
dann gleich der grofen Axe 2a. Fig. 179. 

Lekteves ergiebt fic) fofort, indem man die Stree DD= 0 
annimmt. 

Da ferner immer APTP’ SS A PTP ind PP’ = PP, und TP’ 
FP’, TP FP ijt, fo fieht man ſogleich: 

23. Lehrſatz. Geder Punkt P ves Umfanges einer 
Ellipfe ift der Mittelpunkt eines Kreifes (mit dem Halb- 
meſſer PP=PP’), der zwei andere Kreiſe K, K’, deren 
Mittelpuntte die Brennpuntte F, F' dev Cllipfe find, und 


deren Halbmeffer (PP— <.DD und WYP’ = 2a— =-DD) die 


große Ure 2a der Ellipfe sur Summe haben, ungleidartig 
berührt. Gind die Halbmeffer dev beiden Kreife beziig- 
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lich gleich a—e unda-e, fo berührt die Ellipfe beive 
Kreife ungleidartig. 

Lebteres war ſchou in Lehrſatz 21. dargethan. 

Denker wir uns den Kreis um P mit tem Radius PP= PP’, 
der aljo die um F und FY gefcblagenen Kreiſe ungleichartig berührt, 
conftrnivt, und giehen dann (P ~P’), Fig. 180., fo ſchneidet viefelbe 
die Centrallinie (F— F’) derjelben im inneren Aehnlichkeitscentrum >’ 
der von F und EY geſchlagenen Kreiſe nach § 15. Lehrjag 47. Trifft 
nun diefer Aehnlichkeitsſtrahl ven letzteren diefer beiden reife, dev 
durch K’ bezeichnet werden mag, zum zweitenmale in P’,, fo mng 
(F’- P’,) || (P~P) fein, nach § 15. Lehrſatz 2. Schneidet nun 
(F'— P',) die Ellipſe in P’, fo ſind FP und FP’ pavalfele Brenn— 
fehuen. Zieht man mim von P durch den Mittelpunft M ver Ellipſe 
einen Durchmeffer, ver die Gerade (F’—P’,) in einem noch unbe- 
Taunten Puulte &, treffe, fo ijt in den Dreieden MFP und MEE 
MF = MF, / FMP =/ FM®, als Scheitelwinkel, ” MF. 
= / MPP, als Weebjelwintel, alfo A MFP 2A MFY,, aljo 
M?,=MP. G8 muß alfo &, dev jweite Endpunkt des von P 
aus gezogenen Durchmeſſers der Ellipfe fein. Nun aber feyneidet 
(F’— P’,) vie Ellipfe in P’, es mug alfo &, nach P’ fallen. Es 
iſt nun alfo in dem Vierecke FPE’P’ M dev Durchſchnittspunkt der 
Diagonalen, und gwar ijt MF = ME’, MP= MP’; es halbiren 
fic) alfo die Diagonalen; folglich ift das Viereck FPP’ ein Paralle- 
logramm, folglic) FP = FP’ und (FY—P)||(F—P%). Ferner ijt 
Leicht gu fehen, dag (F—P’) den Kreis K in P, fehneiven mug, 
wenn P, dev zweite Durchſchnittspunkt der Geraren (P’— P) mit K 
ijt. Denn, da (P’— P) oder (P'— P,) ein Aehnlichkeitsſtrahl von 
K und K’ ijt, fo ijt (E— P.) EAP) ba P, und P’ Homologe 
Punkte ver Aehnlichkeit ſind. Es ijt aber auch, weil das Viereck 
FPFP’ ein Parallelogramm ift, (FP) || (FP); alfo fallt 
(F~P’) mit (F—P,) zuſammen, es ſchneidet daher (F— P’) ben 
Kreis K in P,. Ebenſo, wie mn (T~P) auf (FR - P), (7 P’) 
auf (E’— P’) fentvecht fteht, fo fteht anc) (7’-P,) auf (F-P,) 
(2’— P’,) auf (= P’,) fentvecht, wenn 7’ der Vurchſchnittspunkt 
ber an P’ gelegten Tangente p’ mit (L—D) ijt. Denn nach Lehr— 
fog 22. bevithrt eine von 7’ anf (F’—P’) gefällte Sentrechte en 
Kreis K’ im Endpunfte des auf (F’ — P’) fiegenden Halbmeffers. Zieht 
man alfo (7’—P',), fo mug dieß Tangente an K’ fein, ebenfo (T’— P,) 
Tangente an K. Yum find P und P’, P, und P’, nichthomologe 
Punkte ver Aehnlichkeit fiir die Kreiſe K, K’, es ift alfo nach § 15. 
Lehrſatz 8. und Erklärung 15. die Gerade (7 7") die Potenglinie 
ber beiden Kreiſe K, K’, da fich hier die Xangenten an nichthomo— 
logen Punften der Aehnlichkeit ſchneiden. Ferner ijt, da PP’ ein 
Durchmeſſer der Ellipſe ijt, vie Tangente p’ parallel der Tangente p, 
und ba (F—P) || (FY E) ijt, fo ijt 7 TPP=/ TPP", ferner 
ift ZPPT=/ PP’. aR, alfo APPTSA PPT’ (vie 
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Linie P’P’, ift in der Figure nicht gezogen) alfo verhält fic) PT 
:PT’ = PP: PP’,, G8 find alfo T umd 7’ homologe Puntte 
dev Aehnlichkeit der beiden von P und P’ mit den Radien bezüglich 
PP=PP, PP, =P'P’, beſchriebenen Kreiſe, die k und k’ heifer 
follen. Es liegt alfo das eine Aehnlichkeitscentrum, und gwar in une 
fevem Salle, da (7~ 7’) die Centrallinie (P— P’) von k, k’ auf der 
Stree PooP’ fehneidet, das äußere Aehnlichkeitscentrum von k, k’ 
auf (7— 7’). Da daſſelbe zugleich auf der Centrallinie (P — P’) 
fich befinden mug, nach § 15. Lehrſatz 3., fo muß der Durchſchnitts- 
punft S von (7— 7") und (P ~P’) das äußere Aehnlichkeitscentrum 
von k, k’ fein. Oa ferner (P~ P’) || (PY P,) (veil (Y~ P) 
\|(F-P’) ijt), und (P~ P) || (P'~ P,) iſt (weil GP” — P+) || (F- P) 
it), fo ijt (P’-P,) oder (P~ P’,) etn Aehnlichkeitsſtrahl ver Kreiſe 
k, k’, und geht alfo durch das Aehnlichkeitsceutrum S. Es ſchneiden 
fih alſo (P~P’) und ( — P’,) im Buntte S ver (7 7"). Da 
nun nad) Lehrſatz 22. die Kveife K, K’ jtets diefelben bleiben, wo man 
auch den Punkt T' auf ver Geraden (7 ~ D) oder (7~ 7"), und alfo 
auch der Punft E', wo man immer den Ourchneffer PP’ ver Cllipfe 
annimmt, unverändert bleibt, weit er nur von der Gripe und Lage 
ber Streife K, K’ abbingt, fo erhalt man gwar für S immer andere 
Putte, diefelben Liegen aber ſtets anf (— 7"). Es ſchneiden fic 
alſo, wenn man fiir PP’ einen beliebigen anderen Ourchmeffer, ev 
heiße 3. B. III, wahlt, den Durchſchnittspunkt ver zugehörigen Tan- 
genten z, x mit (P—T’) beftimmt und vo hieraus Tangenten an 
K, K’ legt, die Gerade (I— 11’) umd die Verbindungsgerade der vier 
Veriihrungspuntte diefer Tangenten, die aber durch Z geht, in einem 
von S verfchiedenen Punkte S,, dev aber anf (Z'~ 7") fich befindet. 
Indem man alfo immer andeve und andere Ellipſen-Durchineſſer und 
alfo auch immer andere Punkte 7 wahlt, erhält man eine Reihe von 
M und eine Meihe von X ausgehender Strahlen, alfo zwei Strabl- 
büſchel mit den Scheiteln M und =z’, und je ein Strahl ves Büſchels 
M ſchneidet fic) mit je cinem Strahle des Biifehels =’ auf der Gera: 
den (T—T"). Es liegen alfo die Strahlbüſchel M und >’ perfpecti- 
vifeh und find alfo conform. Zugleich entſteht aber auch bei F (amd 
bet FE’) ein Strahlbüſchel, von ver Befchaffenheit, daß verjelbe Strahl 
(E-P) (over (EY P)), dev einen Strahl (M~S) des Büſchels M 
in einem Punkt P der Ellipfe ſchneidet, den ihm entfprechenden Strahl 
(2'—S) des Büſchels >’ in einem Puntte P des Kreiſes K (over 
einem Punkte P’ des Kreiſes K’) ſchneidet. Man erfennt daher fo- 
fort, bag man behaupten fann: 

24. Lehrſatz. Cine Ellipfe iſt jedem der beiden in 
Lehrſatz 22. erwahuten Mreife K, K’ perſpectiviſch colli- 
near; und gwar liegt der Scheitel des einen, die perfpece 
tivijde Collineation beftimmenden, Strahlbifdhels tm 
Mittelpunkt M ver Ellipfe, ver Scheitel des anderen im 
inneven Aehnlichkeitspunkt 2 ver Kreife K, K’, das Collie 
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neationscentrum im Centrum F oder F’ eines der beiden 
Kreife K,°K’; die Collineationsaze ift ftets die Potenz— 
finte ber beiden Kreiſe K, K“. Fig. 180. *). 

Beſonders hemerfenswerth ift uoch der von ausgehende Strahl, 
(2/— 8’) der fentvecht auf dev Michtung der grofen Wee der Ellipſe, 
alfo fentrecht auf (A~ A’) iſt. Der homologe Strahl ver perſpecti— 
vifchen Collineation geht dann alfo durch M und mug den von >! 
ausgehenden auf (7?77) ſchneiden. Allein, da in dem angenommenen 
Galle diefer parallel gu (7 7”) ift, fo mug auch der homologe Strahl 
in M pavatlel (7 ~ 7”), mithin fenfrecht zu (A —A’) fein, und dager 
mit der Richtung der Heinen Ellipſenaxe zuſammenfallen. 

Da ſchließlich in ven perfpectivifeh collinearen Spftemen den Kreis. 
tangenten (P— T), (P,~ T’) die Ellipfentangenten (P~ 7), (P’- T’) 
Homolog find, und lebtere, weil PP’ ein Durchmeſſer ift, parallel find, 
fo muß der Durchſchnittspunkt von (P-L) und (P,— 7’) ein Punkt 
der Gegenaxe des von den Strahlbüſcheln Z’ und F gebilreten Sy— 
ftems fein, nach § 7. Erklärung 19. Zugleich ift nach § 8. Lehre 
fas 10. die Gegenaxe diefes Syſtems parallel zur Collineationsaze 
(L— 7"), alfo fentvecht 31 (A~ A’) ober (F~ 1’); ferner mug dev 
Durchſchnittspunkt der Kreistangenten (P~ 7), (P,~ T’) ein Punkt 
der Polaren des Punktes B’ fein, und vie Polare von & felbjt ijt nach 
§ 15. Lehrſatz 7. ſenkrecht zu (P — F). Es ift alfo die Polare von 
L’ felbjt vie Gegenaxe ves Syjtems >’, F. Man jfieht alfo, da ein 
Gleiches ſich ebenfo vom Syftem >, F' jeigen läßt, 

25. Lehrfas. Die Polare des Aehnlidfeitscentrums 
DY’ ber Kreiſe K, K’ fiir den Kreis K ift die bem Syftem 
2, F zugehörige Gegenare; die Polare deffelben Aehn— 
lichkeitscentrums 2’ der Kreife K, K’ fiir ben Kreis K’ ift 
die bem Syſtem >, F’ gugehirige Gegenaxe. 


§ 17. 
Die Gyperbel. 


Obgleich eigentlich, wie bei der Betrachtung der Cllipfe die des 
einfachften Salles, nämlich des Kreifes vorherging, fo auch hier der 
Unterjuchung ver gemeinen Hyperbel die der gleichfeitigen vorausge— 
fchict werden follte, fo mögen doch, da die gleichfeitige Hyperbel, weil 
fie nicht fo leicht als ber Kreis conftrnivt werden fann, nicht die prak— 
tiſche Bedeutung Hat, wie diefer, hier beide Hyperbelarten zuſammen— 
gefaßt werden. 











und bie diefem Werte angefligte Muigabenfarmmlung, 
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Biv fahen nun in § 11. Seite 348. dag, wenn man in einer 
gleichfeitigen Hyperbel zwei Puntte F,, F,, fucht, deve Entfermmg 
vom Mittelpuntte M gleich ay 2 ijt, die Differenz dev von ihnen nach 
irgend einem Curvenpunkt gegogenen Geraden gleich dev Axe ijt. 
Wegen der Achrlichfeit dieſes Gefekes mit dem in § 16. Lehrſatz 8. 
von der Ellipſe ausgefprochenen, nennen wir diefe Punkte Fy, F, 
Gig. 137., auch bei dev gleichfeitigen Hyperbel: Brennpuntte. Ferner 
fahen wir, in § 11. Seite 350., daß jede gemeine Hyperbel perfpecti- 
viſch affin ift mit einer gleichfeitigen, die mit ihr denfelben Mittel— 
punft und eine Are Hat, gleich der groper Axe der gemeinen Hyper- 
bel. Wir bejtimmten ferner in der Richtung dev grofen Axe devfelben 
zwei Puntte F,, F,, Fig. 139., indem wir dure) den Endpunkt der 
fentrechten Axe der gleichfeitigen Hyperbel eine Pavallele suv grofen Axe 
zogen, und von den Ourchfehuittspuntten derſelben mit der gemeinen 
Hyperbel Lothe auf deven grofe Axe fällten. Oa auch für dieſe fo 
gefundenen Puntte F,, F., die Differeng jeder zwei nach einem beliebt- 
get Curvenpintte gezogenen Geraden gleich der grofen Ure ijt, fo 
nennen wir auch bei dev gemeinen Hyperbel viefe Puntte: Brennpuntte. 
Man fagt daher allgemein: 


1. Erklärung. Gn jeder, gleidhfeitigen oder gemeinen, 
Hyperbel heißen die Punfte F,, F,: „Brenupunkte oder Foci” 
der Hyperbel. Fig. 137, Fig. 139. 

Wir hatten ſodann in der gemeinen Hyperbel die Polaren d,, d, 
diefer Puntte gefucht. Da ein Gleiches auch bet dev gleichfeitigen Hy- 
perbel geſchehen kann, fo fagt man alfgemein: 

2. Erklärung. Die Polaren d, d, der Brennpuntte 
F,, F, heißen vie „Leitlinien oder Directrices“ der Hyperbel. 
Big. 139. 

Serner definivt man die Entfermmg MF, — MF, 

3. Erklärung. Die Entfernung e der Brennpuntte 
F,, F, von dem Mittelpuntte M heift die: ,limeave Excen— 
tricitit” der Hyperbel. Fig. 137., Fig. 139. 

Dagegen: 

4. Erklärung. Der Quotient = aug der linearen 
Excentricitdt e und der grofen Halbaxe a heißt die: „nu— 
meriſche Ereentricitat” der Hyperbel. Gie foll im Folgenden 
durch « bezeichnet werden. Sig. 137, Fig. 139. 

5. Erflirung. Die begrengten Geradenp,,p,, welche 
von den Brennpuntten F,, F, aus nach irgend einem Puntt 
P im Umfange der Hyperbel gezogen find, heißen: „Brenn— 
ftvahlen” der Hyperbel. Fig 137., Fig. 139. 

Wir fahen ferner § 11. Seite 352., dak bet der gemeinen Hy- 
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e 
a 


perbel ftets “> 1 ifts ba mum bet der gleichſeitigen Hyperbel e—ay 2, 


© 


alfo = V2, mithin auch > 1 iſt, fo können wir allgemein fagen: 


6. Lehrſatz. Die numeriſche Excentricität « jeder 
Hyperbel ift größer als 1. 

Sun § 11. Seite 352. fahen wir ferner an der gemeinen Hy— 
perbel, was fich auch an der gleichfeitigen leicht zeigen (aft, wie in 
§ 11. Seite 349. geſchehen ijt, indem = =Y2 ift, dah die ſenkrech— 
ten Abſtände TP, TP eines Hyperbelpunttes von ben beiden Leite 
linien fich gu den zugehörigen Brennftrahlen verhalten wie 1:2. Man 
hat alfo dew 

7. Lehrſatz. Die ſenkrechten Abſtände T,P, TP gines 
Punktes P ciner Hyperbel von den beiden eitlinten dy, 
d, haben je gu den Brennſtrahlen, die von Pnach den Brenn- 
puntten, beziigli Fy, F, gehen, welche die Pole von d,, d, 
jind, cin conftantes Verhältniß, nämlich wie die Cinheit 
gur numeriſchen Excentricität. T,P:p,= 1:2; T,P:p, 
—1:6. Gig. 139. 

Die in § 11. Seite 348. und 352. bewiefenen Geſetze können 
wiv ferner fo ausſprechen: 

8. Lehrſatz. Die Differeng dev zwei Brennſtrahlen 
Py) Po, die von den beiden Brenupuntten Fy, F,, nach dem— 
felben Punkte P des Umfanges der Hyperbel gezogen 
find, iff conftant, und gwar gleich der grofen Wye Qa dev 
Hyperbel: pp, —p,= 2a. Fig. 137., Fig. 139. 

Sit, Fig. 181, P ivgend ein Punkt ciner Hyperbel, , p’ feine 
von den Brennpunkten F, F’ ausgehenden Brennſtrahlen, und trigt 
man vor P aus nach ven Punkten FY, F, auf ¢’, p bezüglich die 
Streden FP, FP ab, fo dag alfo PF—= PF, PF’ = PE” ijt, fällt 
fodann von P aus auf die Geraden (F— F), (F’— F’) Perpenvitel, 
welche diefe Linien bezüglich in ob, a’ treffen, fo läßt fich ein analoger 
Sag, wie ver in § 16. Lehrſatz 9. von dev Ellipſe aufgeſtellte, be- 
weifen. G8 ijt nämlich A FPF und A FPP’ gleichfdentlig, alfo 
FF in A, FF’ in A palbivt. Oa mm PF anf PE’, PF’ anf PF 
fällt, fo mug &’ in der Berldngerung von Pv fliegen, vder (P~ ob), 
(P- &") miiffen in diefelbe Gerade fallen. Nun ift FE’ in M hale 
bivt, alfo mug (M—<b) || (F’- F), (M—t’) || (P-F") fein. Gs 
verhält fich alfo: 

FM: FR = M2: FF; FM: PF = Mv: FP’; 
oder, dba ¥F=FF’=p'—p= 2a, nach Lehrſatz 8, amd FF 
= MF + MEI’ = 2e iſt, 








alfo: 
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Mean fieht alfo: 

9 Lehrſatz. Conftruivt man ein gleichfahentliges 
Dreied FPF (oder WPF’), deſſen Spite P auf der Peri— 
pherie der Hyperbel liegt, deffen einer Schenkel ver eine 
Brennftrahl des Punktes Pift, und deffenanderer Schenkel 
auf demanderen Vrennftrahl nach dem zugehörigen Brenn— 
punfte zu liegt, fo liegt ver Fugpuntt & (oder &’) des von 
per Spike P auf die Bafis FF (over FF’) gefaillten Per— 
pendifels, oder dev Halbirungspunft der Bafis auf ver 
Pervipherie eines Kreifes, der den Hyperbel-Mittelpuntt 
gum Centrum und die grofe Halbaxe der Hyperbel gum 
Radius hat. Fig. 181. 

Es fei, Fig. 182., eine beliebige Tangente #, an einen Punkt A, 
einer Hyperbel gelegt, deren Wfymptoten x, q find. Berbinden wir 
A, mit dem Mittelpunfte M dev Hyperbef, und denken uns durch M 
einen Strahl parallel gu a, gezogen, fo ijt devfelbe der dem wirk— 
lichen Durchmeſſer (M—A,) conjugivte nach § 11. Lehrſatz 50. 6). 
Nach demfelben Sage ijt ann dieſer Strahl der dem Strahle (M—A,) 
zugeordnete harmoniſche, indem die Aſymptoten r, q das andeve Paar 
gugeordneter Strahlen find. Da nun der eine von M ansgehende 
Strahl parallel «, ijt, fo muß Punktreihe «,, oA, A harmonifeh, 
alſo A, der Mittelpunft der Strecke TA fein. Man erhilt alfo ven 

10.a. Lehrſatz. Die zwiſchen den Aſymptoten liegende 
Strede TA ivgend einer Tangente «, einer Hyperbel 
wird durd ihren Beriihrungspuntt A, halbirt. Fig. 182. 

Iſt mm a’, die Tangente am anderen Durchſchnittspunkte A’, 
des Durehmeffers A, A’, und find c,, 2, ein belicbiges Paar anderer 
Tangenten, fo ijt nach § 11. Lehrſatz 6d. 

Punktreihe «,,A,S,O,c A Punktreihe «”,,0 OA’; 
per: Aye, Ayo _ 0,  wA’, . 
oder: @,o,' Ca “Oe, oa} 
woraus folgt: A,S,-O',0’, = A’,®',-2,0,; 





alfo auch: 
Ae, OO + Ae: Ae, AO"; . 2,0, + A,e, . AO; 
ober: A,@,- AO, = A,®,-A@,. 


Da dief fiir jede beliebige Tangenten c,, 2, gilt, fo fann man auch ftatt 
einer devjelben eine Ufymptote, r oder q, wählen. Da nach Lehre 
fog 10. a. AT = A,A ijt, fo ift alfo, wenn mon A,T=A,A 
=b, fest, da AYP = AT’ = A’,A’ ijt: 
A,@,- Ao", = b?. 
Bon dev Umfehrung diefes Sages überzeugt man fich ebenfo, wie bet 
der Ellipſe. Man erhält alfo den 
10.b, Lehrſatz. Das Redted A,S,- A'S’, (oder A,@, 
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-A’',@',) aus den Abſchnitten, welche cine beliebige Tan— 
gente c, (oder o,) anf den Tangenten «,, «, in den End— 
punften A,, A’, eines beltebigen Ourdmeffers der Hy— 
perbel abſchneidet, ijt vou conjtanter Grife, und gwar 
gleich bem Quadrate der halben Strecke, die auf einer 
dev beiden Dangenten a, oder «’, von den Afymptoten 
dev Hyperbel abgefdnitten wird, ndmlich =b2: und ume 
gefebrt: 

Schneidet eine Gerade d, die Tangenten «,, a, fo, 
dap A,®,-A’',O', =b/? tit, fo tit die Gerade d, etne Lane 
gente an die Hyperbel. Fig. 182. 

Nimmt man fiir A,, A’, die Endpuntte A, A’ der großen Are, 
alfo für «,,’,, die Scheiteltangenten, fo wird b, die fleine Halbaxe b. 
Man kann alfo fagen: 

11.a. Lehrſatz. Das Redted AC-A'S’ aus den Abſchnit— 
ten einer beliebigen Tangente c anf den Scheiteltangen— 
ten a « hat einen conftanten Inhalt, nämlich den des 
Quadrats der fleinen Halbaye, = b?. 

Da ferner vie Berührungspunkte der Wfymptoten x, q, Fig. 183., 
im Unendlichen liegen, ihr Durchſchnittspunkt aber ver Mittelpuntt itt 
fo ijt nach § 11. Lehrſatz 65., wenn c eine beliebige und « eine 
Seheiteltangente ift: 

Punktreihe r,.MBCo A Punttveihe q, oB’C'M; 
MB MC’, 





ober: ot 

alfo: MB. C'B’ = MC’. CB; 

ober: MB - (MB/— MC’) = MC’. (MC — MB); 
ober: MB-MB’—MB-MC’ = MC-MC’— MB- MC’; 
alfo: MB. MB’ = MC. MC’. 


Gs ijt aber MB’ = MB, alfo MB. MB’ = MB? = MA? + AB?, 
oder, da MA die grofe, AB die fleine Axe ijt, MB-MB’ = a? + b2, 
alfo = e?; 

folglich: MC. MC’ =e?, 

Man fieht alfo: 

11. b. Lehrſatz. Das Rete aus ven Entfernungen 
der Gchnittpunfte irgend einer Tangente c mit den 
Aſymptoten vom Mittelpunfte einer Hyperbel ijt cone 
ftant, und zwar gleich Dem Quadrate der linearen Excen— 
tricitat MC-MC’=e?. Sig. 183. 

Da nach § 11. Lehrſatz 50.6) fowohl « als a’, wenn man hie 
mit die Scheiteltangenten Fig. 183. bezeichnet, ſenkrecht auf (A-A’) 
ſtehen, fo find nach § 2. Lehrſatz 14. und Erklärung 15., «, (A-A’); 
(A’~A),«” die entfprechenden Strahlen dev rechten Winkel. Ziehi 
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man ferner von A und A’ die Strahlen m,n; m,n’ nach den unend- 
lich entfernten Punkten der Hpperbel, fo ijt m || m’ || x, nl] n’ | q. 
Da mim nach § 11. Lehrſatz 51.8) die grofe Axe den Wfymptoten- 
winfel halbirt, fo halbirt fie auc) die Winkel mn und m’n’, Bezeichnen 
wit mm die Richtung ver groper Halbaxe kurz mit s, fo ijt alſo 
gsm = /sm'; /sn= /sn’, &8 find demnach m und m’; n und n’ 
bie in § 3. Lehrſatz 9. mit g, g’; h, h’ bezeichneten Strahlen. Es mug 
alfo, wenn wir von A, A’ nach einem beliebigen Punkte P ver Hyperbel 
Strahlen p, p' ziehen, nach § 2. Lehrſatz 17. fein: 

tang sp - tang sp’ = tang? sm = tang? sm’ = tang? sn = tang? sn’, 














AB 

ober, ba tang sm = tangsm’ =....= tang sr = tang sq =; 

ABD ig, : 
an = ay 


tang sp - tang sp’ = tang* sr = tang? sq = (2). 

Hieraus folgt der 

12. Lehrſatz. Das Produkt per trigonometrifden 
Tangenten der Winkel sp, sp’, welche die Verbindungsge— 
raben cines beltebigen Hyperbelpunttes P und der Scheitel 
A, A’ mit der grofen Are der Hyperbel bilden, tft con— 
ftant, nämlich gleich dem Quadrate der trigonometrifden 
Tangente des Winkels, den je eine Aſymptote mit der 
Axe bildet, oder gleich dem Quadrate des Quotienten aus 
der grogen in die kleine Halbaxe. Fig. 183. 

Es feien ferner, Fig. 181, ob, &L! die nach Lehrſatz 9. gefunde— 
nen Punkte &, s', fo ijt alfo FL = Ke, Pa’ = Fv’, (M— A) 
|| - F), OL) || (F-F). Da mm A, & auf dev Peripherie 
eines um M mit dem Radius MA = MA’ =a befehriebenen Streifes 
fiegen, und / F’a'e = 1K tft, fo mug ev über dem Halbhreiſe ſtehen, 
e8 mug alfo (&~M) die (FY ob’) in cinem Punkte Ww’, (sb’— M) 
vie (Fv) in einent Punkte vd dev Peripherie des Kreiſes ſchneiden. 
Da nun (ve! —s) oder (A- M) |] (F~ F), (vo~v’) ober (&!— M) 
|| EF — iſt, fo find die Vierecke WE FL, WEF’ Barallelogramme, 
alfo wb'E’ = Foo, WF = FX’, folglich, weil Fe = Fb, FM! = Whe! 
war, WEY = Fe; WE = Fe! und 

UF . vb'E’ = F's! . Fob, 
Gs ift aber auch, da F dev Durchſchnittspunkt der Secanten Fvs, 
FA’ ift: 
Fu. Fb = FA’. FA; 

alſo and) WE. wl = AP. A'F = (e—a) (e-+a) = 0? —a?; 
oder: WE . vb’ = b?; 
alſo aud): EF «eR = b?. ; 
Bieht man nun vie Scheiteltangenten «, a’, vie vou (b—k’) bezüglich 
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in L, Li geſchnitten werden, fo ijt A TR% eA TLA, A TR! 
SATLA.  Ulfo verhalt ſich 

Td: Fe = TA:LA; Tse’: Wb! = TA: LA’; 
alſo ijt LA = ar Fs; LA! = 25 Pa; 





A Pk. PR, 


daher: LA. V. 
Da aber F der Durchſchnittspunkt ver Sehnen AA’, Lv’, iſt, fo iſt 
TA-TA’ = Te - TH; alfo: 

LA. D/A’ = Fr . Pv; 
alfo, da Fo. Fb! = b? war: 

LA- LA! = b2. 

Es ift alfo nach der Umfehrung von Lehrſatz 9. (b —A) eine Lane 
gente, und man Hat, da fie den Winkel PPP halbirt, den: 

13. Lehrſatz. Die Tangente (& AH’) in einem Puntte 
P der Hyperbel halbirt ven von den gugehivigen Brenn- 
fivahlen p, p gebildeten Winkel. Fig. 181. 

Zugleich können wir ven Sag, dag LF.’ = b* war, fo aus 
ſprechen: 

14. Lehrſatz. Das Rechteck aus den beiden Perpendi— 
keln Feb, Fb! die von den Brennpunkten F, F auf irgend 
cine beliebige Tangente (b—&’) der Hyperbel gefallt find, 
hat einen conftanten Inhalt; derfelbe ift namlic gleich 
dem des Ouadrats der tleinen Halbaxe. Pb. Pb’ = h?, 
Sig. 181. 

Es feien von einem Punkte T zwei Tangenten an eine Hyperbel 
gezogen, die entweder, Fig. 184. a., denfelben, oder, Fig. 184. b., vere 
fehiedene Aeſte derſelben, in P, P’ berühren; von den Brennpunften 
F, F” feien anf fie je cine Genfrechte, Fob, Foe! gefällt, fodann die 
Brennfirahler FP, FP’, FP’, FP gezogen, und anf (egteren die 
Streden PF’ = PF’, PF=PF abgetvagen, fo find die Dreiece 
FIF, FTF’ gleichfchentlig. Zugleich entſtehen noch ein Baar Dreiede 
FTF’, FTF’. Qu ihnen ijt: 

FF = FF (= 2a) 








fernev: TF=TF 

Tr =TF’ 
alfo: AFTF SAFTIF 
alfo: ZYTIF =/ FTF. 


Addiren wir dieß im Falle 184.a. gu der Gleichung AFTER’ = /F'TF, 
ober fubtrahiven wir es im Galle 184. b. von derfelben Gleichung, jo 
ergiebt fic) in beiven Fallen: 

ZYETF =/ FTF; 
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alfo auch, ba diefe Winkel von (Tb), (Tv) halbirt werden, 
wenn wir ihre Hialften begiiglich durch x’, x bezeichnen: 


LX =L%; 
oder: ZPTM == / FTA; 
oder: Z¥ETP =/ FTP. 


Sm Falle Fig. 184. b. folgt hieraus fogleich durch Addition pes 


Wintels P'TP: 
ZYTP=/ FTP" 
Um eit Gleiches im Falle, dev in Fig. 184. a. vorfiegt, zu zeigen, 
denfen wir ung, Sig. 184. a’, P an die Stelle von P’, und P’ an die 
von P gefegt, fallen wieder, wie vorhin von F auf die jesige Tau— 
gente von P’ (vie zugleich die Tangente von P in Fig. 184. a. ift) 
ein Goth FL‘, und von F auf die Tangente des jegigen Punttes P 
ein Loth Fee, ziehen wieder FP, FP, FP, FP und machen auf 
letzteren beiden je Pe’ = PE’, PF=PF, fo find bie Dreiecke 
FTF, FTP" gleichfchentlig. Zugleich entftehen noch ein Baar Dreiecke 
FTF’, FTF. Qu ignen ijt 
FF’ = WF (= 2a) 








TF TF 
TF =TE; 
alſo AFIF SA FTF; 
foiglich Z PTE =/ FIP; 
ajo: Z PTR —/ FTF =/ FTF —/ FTF’ 
ober: ZETF =/7 FTF; 


alfo auch, da die Dreiecke PTE’, FTF gleichſchenklig find, 

ZEPTM = /7 FTL; 
ober: 180°—/ FTP’ = / FTP, 
bd. h. wenn wir wieder gu Dig. 184.a. zurückkehren: 

180°—/ FTP = / FTP’. 

Bir haben alfo in diefem Falle: 

ZYTP’ = / FTP; 180°—/ FTP = /FTP. 
Man ann alfo, wenn man nur immer die zugleich ſpitzen und zugleich 
ftumpfen Winkel berückſichtigt, auch hier fagen: 

15. Lehrſatz. Ge zwei Tangenten einer Hyperbel 
bilden mit den Geraden, welde ihren Durchſchnittspunkt 
T mit den Srennpuntten F, F verbinden, gleiche Winkel. 
LTP’ = / VTP; 180°—/ FTP = / FTP. Fig. 180.a.; 
ZVTP=/ FIP; /PTP=/ FTP. Fig. 180. b. 

Aus der Congruenz der Dreiecke FTF’ und FTE” folgt ferner: 

LUFF =/TFF; {TRF =/ TFF. 
Es ift aber im Falle Fig. 184.a.: 
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LURE = / PPP —/ TP = / PPP 
—Z TER =7 TEP’ 





und es iſt TFFS TEP; 

alſo haben wir: ZIPP’ TEP. 

Ferner ijt: ZTEF' = 180°—/ TFP’; 
und LUFY =/ FFF —/ TFF 


== 1800 / PFF —/ TFF 

= 180°— / PFF —/ TFF 

= 180° / TFP. 
Es ijt alfo: 180° — / TFP’ = 180°— / TFP, 
und daber: Z TEP =/ TFP. 
Man hat daher in Fig. 184.a.: 

TPP =/TFP; 7 TFP’=/ TFP; 
oder: ZL PPP =2-/ TP 2. LUTFP;) 
7 PEP’ =2-7 TEP’ =2-7 trp, 1) 

Gu Big. 184.b. ijt: 7 TRF = 180°— / PFF —/ TF 

= 180°— / PPF —/ TFF 

= 180°—/ TFP. 








Ferner ijt: ZUFF=/ TYP; 
alſo, da LTEFF=/ TFF ift, weil A PTF 
SAF TF war, 
180° — / TPP’ = / TFP. 
Zugleich ift ZLTEF =/ TFP; 
und ZTFY =/ FFF —/ TFF 


= 180°— / PFF —/ TFF 
= 180°— / PFF —/ TFF 
= 180°— / TFP; 
alfo, Da LUFF = / TFF’ ift, weil A PTF 
LAFTF war, 
Z TEP’ = 180°— / TEP. 
Man hat vaher in Fig. 184.b.: 
180°—/ TPP’ = / TYP; 7 
Z TEP’ = 180°—/ TFP; H) 
ober: LUE? =/ TEP; / TEP’ =/ TFS. 
Es halbirt alfo hier vie Gerade (F”~ T) den Nebenwinkel LEP 
von PEP, und (F—T) den Nebenwinkel CEP von PFP. Mar 
fieht dager: 
16. Lehrſatz. Der rad dem Pole T ciner Sehne PP’ 
gezogene Brennſtrahl (F— ), (-T) halbirt, wenn PP’ 
eine innere Sehne ift, den Mister, bezüglich PRP, PIP, 
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unter dem die Sehne PP’ von diefem Brennpuntte F, EF” 
aus gefehen wird; wenn PP’ cine äußere Sehne iſt, den 
Nebenwinkel deffelben. Fig. 1840, Fig. 184. b. 

Gind drei Tangenten an eine Hyperbel gezogen, von denen zwei 
als feftliegend, die dvitte als beweglich gedacht wird, fo können dvet 
Fille ftatt haben; nämlich I. können die Berithrungspuntte P, P’ der 
feftliegenden Tangenten an vemfelben Curvenafte liegen, und zwar 1) 
fan der Berithrungspuntt &,, Fig. 185. a., dev beweglichen Tangente 
ebenfalls anf demfelben Aſte fic) befinden, oder 2) der Bevithrimgs- 
puntt ©, dev beweglichen Tangente faun auf dem anderen Aſte liege, 
Sig. 185.a., IL. tinnen P, P' auf verſchiedenen Aeſten Liegen, wo es 
dann gleichgiiltig ift, auf welchem fic) L befindet, Fig. 185.b. Dieſe 
drei Halle follen durch 1), 2), 3) unterfehieden werden. Man hat nun 
im Salle 1) Fig. 185.a. /6, FO, = /b, FP, 4+ /0 Fe, 
oder nach Lehrſatz 16. / 6, FO, = 4/ PFS, +47 PFE; 
alſo: Zo, FU, =4/7 PEPY 
Hm Falle 2) iſt nach der Gleichung ++) oder Lehrſatz 16., da P umd &,; 
P’ und &, auf verfchiedenen Aeſten der Curven liegen: 

— 8 FP = /0',F2,; 180° — 78, FP =/8,F2,; 
ober: LO ,FP =/&,Fe,; ZO,FP= 
alſo ift: 7 PF, = 180°—2./',F2,; / PF?, 








folglich: / PES, + / PFE, = 2- (190° —/e',F2, 
oder: Z PEP’ = 2. (180°— /8,Fe’,); 

alfo: 28, FG’, = 180°— 4PFP; 

ober: 28, FC), = 4(360°— / PFP*. 

Sm Falle 3) Fig. 185.b. ijt, da P und L auf verſchiedenen, P' und & 
auf demfelben Aſte Liegen: 

nad 4) 180° — / CFP = / CFS; 

















ober: ZOFP = 7 &Fe; 

alfo: Z PFE = / 180°—2-/ FR; 

nach +) ift LPFL =2./ BFR; 

folglich: 7 PF® + / PEG = 180°—2.(/ 8FP — / UF®) 
ober: Z PEP = 180° —2- /8FC'; 

alfo: Z SEU = 90°—4./7 PFP; 

ober: Z SEU = $(180°— / PFP’), 


Man faßt, indem man im Falle 2) unter / PFP’ den convegen, tm 
Galle 3) den Nebenwinkel verſteht, auch dieſe drei Gefege gufammen 
unter den 

17. Lehrſatz. Gn jeder Hyperbel exſcheint das von 
zwei feftliegenden Tangenten (I-P), (T- P) auf einer 
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Deliebigen dritten Tangente abgefdnittene Stid Ge’, 
G,G',, GW von vemfelben Brennpuntte F (oder F’) aus 
immer unter demfelben Winkel, nämlich unter einem Winkel, 
der halb fo grog ijt, als derjenige Winkel, unter dem die 
Berührungsfehne PP’ der feftliegenden Tangenten von 
demfelben Brennpuntte F (oder EF’) aus erfdeint. Fig. 
185.a., ig. 185.b. 

Nehmen wir in Fig. 184.a. die Puntte P, P' fo, daß (P— P’) 
durch det Brennpunkt F geht, fo pak Sig. 186. entfteht, fo ijt 
Z PEP’ =1R. Nach Lehrſatz 16. ift dann /” PFT =4/ PEP, 
aljo / PFT =1R. Dajfelbe gilt fiir fede zwei Tangenten, deren 
Berührungsſehne durch F geht. Oa mum T der auf ver einen Leit- 
finte d der Hyperbel liegende Pol von (P—P’) ft, fo folgt aus § 4. 
Erklärung 8. und § 11. Lehrfag 44. ſogleich der 

18. Lehrfag. In jedem Brennpuntt F (oder F) einer 
Hyperbel entfteht eine rechtwinklige Involution. Fig. 186, 

Wird jugleich ftatt des Bevithrungspunttes L, in Fig. 185.a. 
cin Seheitel, 3. B. A dev Hyperbel angenommen, Fig. 186., fo ift 
nach Lehrſatz 17. 7 CF =4/ PEP’, alfo SFU = IR. Alfo: 

19. Lehrſatz. Das Stiid GG’ einer Sceiteltangente, 
weldes von cinem Baar Tangenten abgefdnitten wird, 
deren Beriihrungsfehne (P—P’) durch einen der Brenne 
punkte F (ober FY) einer Hyperbel geht, erſcheint von 
diefem Brennpuntte F (oder F’) aus unter einem rechten 
Winkel. 

Steht insbeſondere die Brennſehne (P—P’) ſenkrecht 
zur großen Axe, fällt alſo der Durchſchnittspunkt T in 
den Durchſchnittspunkt D ver Leitlinie d mit der großen 
Axe, fo wird (PFS = / CFA = / CFA =/ PFC = IR. 
Fig. 186. 

5 Es fei ferner, Fig. 187., PP’ cin Durchmeſſer der Hyperbel, 
und an feine Eudpuntte feien Tangenten gelegt, die von einer beliebigen 
dritten Tangente, welche in & beriihrt, in G, G geſchnitten werden; 
die Punkte P, P, G, 85 feien fowohl mit F als mit EF’ durch Gerade 
verbunden. Zieht man mm noch (— F), (@— F), fo ift, da P' und 
@ auf verfehiedenen, P und & auf vemfelben Afte liegen, 
nad Fp) 180°— 7 UEP = /VP2; 
ober: LOFP = /bFE; 
alfo: Z PPE = 180°—2- / PR; 
nach +) aber ijt 7 PFY =2./8he; 
aljo: ZPFP+ / PPP = 180°—2-(/FL — / tie); 
oder: Z PYP' = 180°—2-/6FW; 
alſo: LPC =90°—4/ PPP; 
ober: Z SEB = 4(180° — PF’P’), 
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Ferner ijt: 

nach ff) 180°— / GFE = / FP’ 

oder: ZLOFL = / FP’; 

alfo: ZLZPFE = 180° —2-/ FP’; 

nad +) ift: Z PFE =2-/8FE; 

alſo: 7 PF —/PF? =2-(/ FP’ + / FL) — 180°; 








ober: Z PEP! = 2+ (180° — / FP + / BFP) — 180; 
= 2-7 [180° —(7 ore —LF®)) 
— 180°; 
= 2+ (180° —- / CFB’) — 180°; 
alfo: Z PEP’ = 180° 2-/ Fe; 
folglich: 7 CFC! = $(180°— PFP). 


Es ijt aber ferner in den Dreiecken PMF, PME’: 
MF = MF’; MP=MP’; / PMF=/ PMF; 
alfo: APMFS APMP; 
folglich: ZPFM = PFM; 
ebenfo ift: Z PEM = / PFN; 
aljo: /PFM + /P'FM = / PPM + / PPM; 














oder: Z PEP’ =/ PFP; 
alſo iſt: 7 CFC = 4(180°— PPP); — 4(180° 
—Z PPP); 
dager: / CFC'— / GE'S’ = 4(180°— / PF’P) — 4180" 
ZPFP); 


alfo: / CFG’ —/ GFC' = 0; 
ober: LekU =/ GFR. 
Man hat alfo den dem Lehrſatz 20. in § 16. analogen 

20. Lehrfak. Der Unterfdied der Winkel SF, SK, 
unter denen die von gwet parallelen Tangenten auf einer 
belicbigen dritten Tangente abgeſchnittenen Stücke GS von 
den beiven Brenupuntten F, F’ einer Hyperbel aus gefehen 
wird, ift gleich Null. Fig. 187. 

Es feien, Fig. 188., ein Paar conjugirte Durchmeſſer conftruivt, 
die Richtung des wirklichen Durehmeffers fei (A,— A’, ), die des Durch⸗ 
meſſers, der die Hyperbel nicht ſchneidet, fet (9G — a); P fei ein bee 
liebiger Punkt des Umfanges und durch ihn cine Sehne (P-P’) 
|\(A,7A’,) und eine zweite (P— 2) | Qt- Te’) gezogert. Nach 
§ il. Cehrfatz 50.6) wird nun PP’ in 9G, PP in N halbirt. Zieht 
man nun aud (P’~ @’) || (9G — Iv) || (P~ &), fo wird auch PY in 
N’ halbivt, und, went man (€’'—&) zieht, fo mug dieſe Gerade 
parallel (A, ~ nC pI P) fein. Das Biereck PP'LL ift alfo 
ein Parallelogvamin mid eS ſchneiden fich die Diagonalen (P~#), 
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(P’—@) veffelben offenbar in M. egt man nun in P, P, &, & 
Tangenten an die Hyperbel, fo miiffen nach § 11. Lehrſatz 31. die 
Durehfchnittspuntte T, I’ auf (A, —A’,), G, G auf dem conjugivten 
Duvehmeffer legen. Nach § 11. Lehrſatz 44. entfteht mm auf (A,~ A’,) 
eine Gnvolution mit den Hauptpuntten A,, A’; ebenfo entjteht auf dem 
ihm conjugivten Durchmeſſer eine Suvohition,, jedoch ohne Hauptpuntte. 
Verbinden wir die Durchfſchnittspunkte ver Tangenten in A,, A’, und 
ver Ufymptoten x, q, durch die Geraden (C- ©), (C'— ©’), bie ben 
dem (A,—A’,) conjugivten Durchmeſſer in B,, BY, und die Hy- 
perbel felbft in R, BR’, RK, K' ſchneiden, fo i wie man fic ſogleich 
“Hberseugt amp (C2) (C2) ALA, B®) ICE ®) 
||(B,~B’,). Legen wir von einem der SBuntte B 1, BY, 3. B. von B, 
Tangenten an die Hyperbel, welche vie (A, ~ * 9 in T, 7’ fconeiden, 
amb nennen ihre nod) unbefannten Beriihrumgepuntte Y, Y’ und denken 
ung durch Y eine Sehne parallel gu (96 — IG) gezogen, die alfo von 
(A, ~ A’,) halbirt wird, fo mu, wenn der Halbirungspuntt IU heift, 
die Tangente im anderen Envpunfte XK ver Eehne (Y — om) ebenfalls 
duveh T gehen, denn auch Viereck XXY Y ijt ebenfo, wie PPLE 
ein Parallelogramm (wenn X’ ben zweiten Endpunkt der durch Y’ 
parallel gu (9 — ao) gezogenen Hpperbelfehne begeichnet). Es ift alfo 
Punttrethe (A,— A’), HA, TA’, harmoniſch; und es verhält fic 
daher; 
TA, :0ILA, = TA’, :O1UA',; 

ober, wenn wir die Strede MA, —= MA’, durch a begeichnen: 

a—MT: T+ MT—a =a4+MT:0T+MP +a; 

















ober: a—MT: a +MP — MT—a:IT-+MT-+a; 
folglich: 2 —MT': 2a = WT+MT—a:2(9UT+M7); 
und daher: MT: a =a:OlT-+ MT; 
alſo ift: MP4MT.onr 
und oT 
Es verhilt fic) aber auch: 
MB,:MT MW: NUT; 
oder, wenn wir die Stree MB, nine) B begeichnen: 
at— MZ? 

e:MT = YR: 

alſo ijt: You “Be 





Sihusivet die von B, ausgehende Tangente die Tangente des Punttes 
A, in G, die von AY in GY, fo verhält ſich auch: 

MT:A,T =MB,:A,G; MT:A’,T =MB,:A’,@'; 

oder: 

MT:a—MT= 6 :A,G; | MP:a+MT= 6 :A,@; 

alſo if: A,G=(@—Mr).,; A! @'= (0+ M7). . 
Weifenborn, Projection. 32 
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Nach Lehrſatz 10. b. ift aber: 
A,G- A’, G’ = 8; 


alfo tft: A,G- ANG! = (a2—MT?). 77, = 63; 
* 2—MT? 

folglich: on =1; 

folglich : You = 6. 


Nun ijt aber aud) RS = MB,=—B. Es muß alfo YOU mit xS 
gufammenfatlen, weil die Sehnen per Hyperbel von O bis oo immer 
zunehmen. Es fällt alfo Y nach R, Y’ nach R', X nach Ry X nad, 
PR, OW nach S, daher ift alſo K, und ebenfo auch K' dev Berührungs- 
puntt einer von B, an die Hyperbel gelegten Cangente, oder vie Tan- 
genten in K, K'ſchneiden fic) in By; ebenfo die in R, R’ in BY. 
Es ift alfo By, der Pol von (A-~ KR), B’, dev Pol von (R~ RK). 
G8 find alfo B,, B’, entiprechende Putte der Involution auf (96—Ic’) 
nach § 11. Lehrfag 44. Nun ijt fowohl auf (A,— A’,) als auf 
(B,~B’,) dev Punt M ver Centvatpunft der Involution. Alſo ift 
nach § 4. Lehrfag 7. 
MN-M a2; Mot · MG = 62; 

oder, wernt wir MN P pure) &, M9G = NP durch q bezeichnen: 

e(E—NT) = 4%} 4+ (%E —7) =f} 
over: NT. g = Bats WE q =P + 8% Ff) 
Wegen der Aehnlichkeit der Qreiee TNP, PIs, verhält fic) aber: 

NT: NP.= oP : 906; 












ober: NT: 4 = £& :3B; 

alfo ijt: NT. 0G B+ ns + 
Uns ) folgt nun: NT. IG. eq = ( — a?) (q? + 82); 

alfo nach ++) 24? = (£2 —a2) (q+ B%)5 

ober: £242 = £292 —a2q2 + B2E2 — 0282; 
folgtich: (8)'—(G)=1. 


Dieß ijt, in dev Sprache der analytifehen Geometvie, die Gleichung ver 
Hyperbel fiir cin Paar conjugirte Durchmeſſer als Coordinaten- Axen, 

Sit, Fig. 189., 4 eine Scheiteltangente, (G—P) oder p eine be 
bige zweite Tangente, fo ift S der Pol ver Sehne AP, alfo ijt nach Lehre 
fag 16., wenn wir P an demſelben Curvenajte, wie A wählen, “PVE 
=/ AFG. Bieht man mm eine Senfrechte (E—L) von G anf 
(E=P), fo ijt au 7 °F = / CAF = 1K, tl S, alfo 
A®kE & A BAF, folglich FP =PA, und da (@- &) 1 (FP ~ @) 
ift, fo ift (© —@) die Tangente eines um F mit vem Halbmeffer 
FE=PA beſchriebenen Kreiſes. Ebenſo ijt, wenn man (6 — &’) 
L(E’~P) jieht, (6-2) Tangente an einen um FY mit dem Halb- 
meffer F’@’ = FA befehviebenen Kreis. Liegt P anf dem anderen 
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Hyperbelafte, fo überzeugt man fich mit Hiilfe dev dem Lehrjage 16. 
vorangehenden Gleichung 77) fofort, daß ſich auch dann daffelbe ev- 
giebt. Man kann alfo behaupten: 

21. Lehrſatz. Die von irgend einem Punkte G einer 
Sceiteltangente « der HHperbel auf diejenigen Breun— 
ſtrahlen FP, FP, welche ven Beriihrungspuntt P ver 
zweiten von G an die Hyperbel gelegten Tangente mit 
pen Srennpuntten F, F' verbinden, gefallten Genfredten 
(~~), (©—#) berithren alle je cinen Kreis, deffen Cen— 
trum bezüglich F, I’, veffen Radius die Entfernung des 
Brennpunttes F, EF vom Sdeitel A ift, in weldhem vie 
Scheiteltangente « die Hyperbel beriihrt Fig. 189. 

Auch diefer Lehrſatz, wie ver entfprechende bei per Ellipſe, läßt 
fic) vevallgemeinern. Nämlich: der Durchſchnittspunkt T der an vie 
Endpunkte P, P’ dev Brennfehine PP’ gelegten Taugenten p, p’ muß 
nun auf bev Leitlinie d fic) befinden. Ferner ijt nach § 11. Lehr 
fag 65. mid vem obigen Lehrſatz 18. / PFT = 1R; alfo mug anc 
umgekehrt ein von T anf (P~P’) gefalltes Loth durch F geben. 
Bieht man mum eine beliebige Gevade parallel zur Scheiteltangente « 
und zu d, die von p in ZT, von (A A’) in D gefehnitter wird, und 
fallt von T ein Loth (7-P) auf (P—P') und uennt man PS den 
fentrechten Abſtand des Punktes P von d, PS den Abſtaud des Punktes 
P von (TD), fo verbatt ſich: 








PF:PP =PT:PT; 
ober: PF:PP =PS :PS; 
ober: PF:PF —PP=PS:DD. 


Nach Lehrſatz 7. aber ijt pat +. PF, alfo folgt aus ber 
letzten Proportion: 
PF —PP= PF =<.Dp. 
Fallt man von T auch cin Loth (7 ) anf (F’—P), fo ift in den 
Dreieen PTP’ mv PTP Seite PI=PT, # TPP = / TPP 
=1R, Z TPP’ = / TPP nach Lehrſatz 13., alfo APTP’ 2 APTP, 
alfo: PP’ = PP; 
und FP’ =FP—PP=FP—FP + PF 
=FP—FP+<-DD; 
alſo nad) Lehrſatz 8. FP’ = 2a + = -DD. 
Da (T-P)L(F~P), ve ~P) (@’~ P’) ift, die Stvecen FP, 
FP" aber conjtant find, fo (ange man 7 auf derfelben Geraden 
(T— D) fiegen Lift, fo kann man alfo fagen: 
22, Lehrſatz. Bieht man irgend cine Gerade parallel 
zu einer Geitlinie d ciner Hyperbel und zieht von belies 
32* 
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bigen Punften T diefer Geraden je eine Tangente an dte 
Hyperbel, zieht die Brennftrahlen FP, PP nach dem Bee 
rührungspunkte P derfelben und fallt dann von T Senk— 
rechte TP, TP’ auf diefe Brennjtrahlen FP, FP, fo berith- 
ven diefe Senkrechten TP, TP’ alle je einen Kreis K, K; 
ber Mittelpunkt des einen, K, ift F, der des anderen, K’, 
ift , und ihre Halbmeffer find conftant, wo auch immer 
per Punkt 7 auf der einmal angenommenen Geraden 
(T~D) gewählt fein mag, Stets ift vie Differeng dev 
Radien der beiden berührten Kreife gleich der grofen Are 
der Hyperbel: PP’ —FP= 2a. 

Nimmt man insbefondere fiir die Gerade (LD) die 
eine Geitlinie d ber Hyperbel, fo geht ver eine Kreis K 
in einen Bunft iber, nämlich in den Brennpuntt F, deffen 
Polare die d tft, ber Halbmeffer des anderen Kreiſes ift 
dann gleich der grofen Ure 2a. Fig. 189. 

Da ferner immer A\PTP’ S/APTP md PP’=PP, und (T-P') 
L(F’- P), (T- P)  (F-P) it, fo fieht man ſogleich: 

23. Lehrfag. Feder PBunkt P ves Umfangs einer Hy- 
perbel ift der Mittelpuntt eines Kreifes (mit dem Halb- 
meffer PP= PP’), dev zwei andere Kreiſe K, K’, deren 
Mittelpuntte die Brennpuntte F, FY der Hyperbel find, 
und deren Halbmeffer (FP=—DD; FP’ = 2a+<DD) 
die grofe Axe Qader Hyperbel zur Differenz haben, gleich: 
artig berührt. Sind die Halbmeffer der beiden Kreife 
bezitglih e—a; e-+a; fo berührt die Hyperbel beide 
Kreife ungleidhartig 

Denken wir uns ben Kreis um P mit dem Radius PP— PP’ 
confivuirt, dev alfo die um F, F’ geſchlagenen Kreiſe K, K’ gleic- 
artig beriifrt und ziehen dann (P~ P’), fo geht viefe Gerade nach 
§ 15. Lehrſatz 47. durch den äußeren Aehnlichkeitspunkt Z, Fig. 190., 
der Kreiſe K, K’. Sehneivet num diefer Webnlichfeitsftrahl (P— P’) 
den Kreis K’ gum zweitenmal in P’,, fo mug nach § 15. Lehrſatz 2. 
(E’~ P’,) EX P) fein, es find daher, wenn (FY P’,) die Hy 
perbel in PY trifft, FP und F’P’ ein Paar paralleler Breunſehnen. 
Bie bet der Ellipje an Fig. 180., überzeugt man fich auch hier, bet 
der Hyperbel, ſogleich, daß (P—P’) durch den Mittelpunft M diefer 
Curve geht, und alfo die Richtung eines Durchmeſſers iſt. Es hal- 
biren fich alfo im Viereck FPFP' die Diagonalen FEF’, PP’ in M; 
es ift daffelbe daher ein Parallelogramm, alfo FP’ = FP. Zugleich 
mug (F—P’) ben Kreis K in demfelben Punkte P, ſchneiden, in 
welchem er von (P’~P) over (P’,—P) gefchnitten wird. Denn da 
diefe letztere Gerade ein Aehnlichkeitsſtrahl von K, K’ ijt, fo ijt F-P,) 
|G — P) jugleich ijt auch, weil FPF'P’ cin Parallelogramm ijt, 
(F-P)| QP’), alfo fällt (G— P') mit (P-P,) duſammen. 
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Da min PP’ ein Durchmeſſer der Hyperbel iſt, fo ijt vie Tangente 
p’ in P” parallel der Tangente p in P. Nach Lehrſatz 22, muß feruer, 
went man von 7" cine Gentrechte auf (PY, ) fallt, vieje K’ im 
Endpunkte dev Stvece anf (F’~ P’), die ein Halbmefjer von K’ iſt, 
berühren. Nun ijt P’, der Endpunkt des auf (F'— P’) liegenden Halb- 
meffers, alfo mug (T"-P',) die von 7” an K, und ebenjo (7"—P,) 
pie von 7” an K gelegte Langente fein. Es jteht alfo (7’—P’,), 
(2'~ P,) fentvecht bezůglich auf (FlP). EA P). Feruer find 
P, umd Pr, Pound P' nichts homologe Shite dev Aehnlichkeit fiir 
K K’, 08 ift daher nach § 15. Lehrſatz 8. und Erklärung 15, die 
Gerade (I~ 7") die Potenglinie von K, K’, da fich in T, 7” die Tan⸗ 
genten an nicht-homologen Punkten jcjueiten, Ferner ift p’ || p und 
da (F~P) | (E’~P*) ift, jo iſt 7 TPP=/ TPP’, nib ZPPT 

=/ PP’,T'=1R, alfo APPTx APP',T; 08 Lerhalt ſich alſo 
ν PP: PP’. Alſo find Lund i homologe Bunfte der 
Aehnlichkeit ver beiden um P, P’ mit den Radien PP= PP’, PP, 
= PP’, befchriebenen Kreiſe, die k, k’ Heifer mögen. Alſo liegt bas 
eine Aehnlichkeitscentrum, und zwar in unferem Falle, da (T— 7") die 
Centrallinie (P~P’) von k, k’ anf ver Strecke PP’ ſchneidet, das 
innere auf (2-7). Da daffelbe nach § 15. Lehrſatz 3. zugleich anf 
(P~P’) fliegen mug, fo mug es im Durchſchnittspunkt S von (P—P’) 
amd (2 Tr’) ſich befinden. Da ferner (P-P) | (’- P,) (P-P) 
\\C eo ) ift, fo ijt . P) eiw —— der Meiſe k, k’. 
Es ſchneiden ſich alſo (p= P) md (P’—P,) im Putte S ver 
(7-T’). Da mm nach Lehrfag 22. K und K’, folglich auch dev 
Punkt L immer diefelben bleiben, fo lange man bie Gerade (T— T") 
fefthalt, fo erhalt man alfo für S immer andere Punkte diefer Linie 
T—T’). Man befommt aljo, indent man immer andere Hyperbel 
puremeffer fiir PP’ wählt, ven Durchſchnittspunkt der Tangenten an 
ihren Endpunften mit (T'~ T’) bejtimmt, und von hier Tangenten an 
K, K’ fegt, immer anbere Gerade (P’;—P), die aber alle durd) = 
gehen und den zugehörigen Hyperbeldurchmeffer in einem von S ver- 
ſchiedenen Punkte der Geraden (Z'~ 7’) ſchneiden. Es entftehen alfo 
an M und & ein Baar Set bie, even Strahlen fic) gu zweien 
auf (7 — 7) ſchneiden, die alfo perſpectiviſch Liegen und alfo conform 
find. Zugleich entfteht auch bet F (amd bei F”) ein Strahlbüſchel, und 
jeder Strahl veffelben, (F-~P) (over (F’—P)), der einen Strahl 
(M~P) des Büſchels M in cinem Punkt P dev Hyperbel jehneivet, 
ſchneidet den ihm entfprecyenden Strahl (ZS) des Büſchels Sin einem 
Punkte P des Kreifes K (oder in einem Punkte P’ des Kreiſes K’). 
Man fieht alfo: 

24, Lehrſatz. Cine Hyperbel ift jedem der beiden in 
Lehrfak 22. erwähnten Kreiſe K, K’ perfpectivifd cole 
linear; und gwar liegt ber Scheitel ves einen, die pers 
fpectivifde Collineation beftimmenden Strahlbifdels im 
Mittelpuntt M ber Hyperbel, der Seheitel des anderen 
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im duferen Wehnlidfeitscentrum =F der Kreife K, K’, das 
Collineationscentrum im Centrum F oder FY’ eines dev 
betden reife K, K’; die Collineationsave ift die Poteng- 
inte ber betden Kreiſe K, K’. Sig. 190. 

Man überzeugt fich auch hier fogleich, dak zu dem von EF ans- 
gehenden fenfrecht auf (A—A’) ſtehenden Strahl, der der grofen Axe 
(A~A’) conjugirte Durchmeſſer, ober eine durch den Mittelpunkt M 
zur Heinen Hyperbelaxe parallel gezogene Gerade dev homologe Strahl 
im Büſchel M iſt. 

Da endlich in den perſpectiviſch collinearen Syſtemen den Kreis. 
tangenten (P— T), (P,~ T”) die Hyperbeltangenten (P-T), (P-T) 
Homolog find, und letztere, weil PP’ cin Durchmeſſer ijt, parallel ver- 
Laufer, alfo fich im Unendlichen ſchneiden, fo muß der Durchſchnitts— 
punkt von (P~ 7) und (P,— 7’) cin Punkt der Gegenaze des von 
den Strahlbüſcheln = und F gebildeten Syſtems fein, nach § 7. . Ge 
klärung 19. Nach 8 8. Lehrſatz 10. ift ferner die Gegenaye parallel 
zur Gollineationsage, alfo fentrecht auf (A~A’) over (F~F). Bue 
gleich ift aber der Durchſchnittspunkt der —E (P~T), 
(P,~ 7) ein Punkt ver Polaren des Punktes =, und dieſe Polare 
ſabſt muß nach § 15. Lehrſatz 7. ſenkrecht auf (F— F) ſtehen. Es 
iſt alſo die Polare von Bfür ven Kreis K ſelbſt die Gegenare des 
Syſtems LY, F. Ebenſo ijt die Polare von F fiir den Kreis K’ die 
Gegenaze des von den Strahlbüſcheln S, F’ beftimmten Syftems. Man 
erhaͤlt alfo den 

25. Lehrfage Die Polare des Aehnlichkeitscentrums 
= bev Rretfe K, K’ fiiy ben Kreis K ift die dem Syſteme 

F gugehdvige Gegenaze; die Polare deffelben Aehn— 
ate seentrans D dev Kreiſe K, K’ fity den Kreis K’ ift 
die bem Syſteme =, FY gugehirige Gegenaxe. 

Da die Hyperbel und jeder dev beiden Kreiſe, z. B. K homologe 
Curven collineaver Syſteme find, evftere zwei unendlich entfernte Punkte, 
letzterer feinen folchen hat, fo folgt, dag die Gegenaxe des den Kreis 
K enthaltenden Syſtems 2, F durch K gehen mug, denn zwei im 
Endlichen Liegenden Punkten vor K miiffen die beiven im Unendlichen 
gelegenen Punkte der Hyperbel Homolog fein. Ebenſo geht die andere 
Gegenaxe durch K’. Dies ftimmt auch vamit, daß ver Pol F vas 
äußere Aehnlichkeitscentrum ijt. Bei der Cllipfe, Fig. 180., müſſen 
beide Gegenaxen fowohl in dem den Kreis erzengenden Syfteme B, F 
(oder F’), als in dem die Ellipfe erzengenden M, F (ober F') je 
außerhalb der Kreiſe, und außerhalb der Ellipſe liegen. 





8 18. 
Die Parabel. 


Wir fahen im § 11. Seite 354., daß es in der Pavabel ftets 
einen folchen Bunt F auf ver Are giebt, Fig. 140., daß der Winkel 
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P,DP., den die Tangenten, die an die Endpunften einer in F fent 
recht zur Axe fiehenden Sehne gezogen find, machen, ein Rechter ift. 
1. Erklärung. Der Punkt F heißt in jeder Parabel 
dev „Breunpunkt oder Focus“ dev Parabel. Fig. 140. 
2. Erklärung. Die Polare d des Brennpunttes F 
heißt die „Leitlinie oder Directrir“ ver Parabel. Fig. 140. 


Da nach § 11. Lehrſatz 47. der Mittelpuntt einer Parabel, wenn 
inan einen folchen annehmen will, in unendlicher Ferne gu denken iſt, 
fo kann bei ihr micht, wie bet Ellipfe und Hyperbel von einer linearen 
Excentricität die Rede fein, oder diefelbe wire — oo anjgunehmen; 
ebenfo ijt die numeriſche Excentvicitit von nicht angebbaver Linge, da 


auch die grofe Are der Parabel unendlich ift, und alfo ver Bruch = 


den unbeftimmten Werth ZL hat. E8 foll. dager feine den Erklärun— 
gen 3. umd 4. in § 16. umd § 17. analoge hier aufgeftellt werden. 
Wohl aber fagt man ancy Hier: 


3. Erklärung. Die begrengte Gerade p, welche von 
dem Brennpuntte F aus nach irgend einem Punkte P, Q, 
u. ſ. we im Umfange der Parabel gezogen ift, heift ein: 
„Breunſtrahl“ der Parabel. Fig. 140. 

Wir fahen ferner in § 11. Seite 357., daß fich ftets verhält: 
RQ, :p = 1:1; ober: 

4. Lehrſatz. Der fenfrechte W¢hftand RQ, eines Punktes 
Q, einer Barabel von der Leitlinie d hat zu dem Brenn— 
ftrahle, der von Q, nad dem Brennpuntte F geht, ein 
conftantes Verhältniß, namlich wie Eins zu Eins. RQ, 
rp==1:1, oder RsQ,=—p. Fig. 140. 

Vergleichen wir viefen Sag mit den in § 16. und 17. als Lehre 
jas 7. aufgeftellten, fo fehen wir, daß mit Berückſichtigung ver dort 
unter 6. aufgeſtellten Gage bei der Ellipfe dev fentrechte WAbftand 
größer, bet dev Hyperbel kleiner als der zugehörige Brennftrahl ift. 
Bei der Pavabel ijt er alfo vemfelben gleich. Man fann fic) daher 
auch eine Parabel aus ciner Cllipfe entftehend denfen, wenn man dort 
e immer größer, oder, aus einer Hyperbel, wenn man in derſelben ¢ 
immer kleiner werden läßt, in beiden Fallen bis zum Werthe 1. 

Gs feien nun P,, P,, Py, Fig. 191. drei beliebige Puntte einer 
Parabel, py, Poy Pz die bezüglich an fie gelegten Tangenten. Da 
nach § 11. Lehrſatz 66.7) jede zwei belicbige Barabeltangenten pro- 
portional von den übrigen geſchnitten werden, fo verhält fic) alſo: 

QeQe Pe . 
P,Q, Q5Q1” 
oder es iſt: Q5Q,-Q,Q, = P,Q, PQ. 
Man hat alfo ven 
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5. Lehrfag. Werden zwei Tangenten p,, p, einer Pa- 
rabel von einer dritten, p, gefdjnitten, fo ijt das Rechte 
aug den am Durchſchnittspunkte Q, von p,, py, gelegenen 
Stiiden Q,Q,, Q,Q». gleich dem Rechte aus den an den 
BVeriigrungspuntten P,, P, gelegenen Stücken P,Q,, P,Q,, 
alfo Q,Q,-Q,Q,=P,Q,-P,Q,. Fig. 191. 

Nimmt man insbefondere fiir p,, p, ein Baar auf dev Axe dev 
Parabel fic) ſchneidende Tangenten, Fig. 192., deren Berührungsſehne 
alfo fentrecht zur Ure ift, fo ift vie Srheiteltangente « parallel ju 
(P—P’) nach § 11. Lehrſatz 51.7), und nach § 11. Lehrſatz 61. 
TA =MA; es wird alfo TM in A halbirt, alfo auc) TP in &. 
Es ijt alfo, weil A TAL ~/A TMP iſt, anh AL — 4MP. Sft 
mun d die Leitlinie der Parabel, F dev Fugpunft des von P anf fie 
gefillten Lothes, und giehen wir (F~F') und fuchen den noch unbe- 
fannten Durchſchnittspunkt X von (F—F) mit «, fo muß ſich dann, 
weil /A\ FAX oA FTF ijt, verhalten 

FA: FP? = AX: TF. 
Nach Erklärung 2. ſchneiden fich nun auf d, da fie die Polare von F 
ift, Tangenten, deren Berührungsſehne fenfrecht zur Wye ift und durch 
F geht, in 7, und nach § 11. Lehrſatz 61. ift FA = AT, alfo FA 
=4FT, folglic) mug fein 
AX = TF. 

Gs ijt aber TF=MP, alfo AX=4MP. G8 muß demnach dev 
Durchſchnittspunkt X von (FP —F) und « zuſammenfallen mit dem 
Durchſchnittspunkt & von (IP) and « Da mn FT in A halbirt 
wird, fo wird aud FF in & halbirt, und weil, nach Lehrſatz 4. FP 
= FP, alfo das Dreie FPF gleichſchenklig ift, fo mug (I — P) auf 
(F — F) fentvecht ftehen, und / FPT = / FPT fein. Man fieht alfo 

6. Lehrfak. Fede Tangente einer Parabel fteht ſenk— 
vedt auf einer Geraden (F—F), die von dem Brennpunfte 
nad dem Durchſchnittspunkte F der vom Beriihrungs- 
puntte auf die Leitlinie d gefallten Genfredten mit der 
Leitlinie gezogen ift; zugleich halbirt vie Tangente die 
Strede FF, und gwar fallt diefer Halbirungspunkt & ftets 
mit dem Puntte zuſammen, in welchem die (F—F) von der 
Smeiteltangente « gefdunitten wird, Der Fuppunft & 
des Berpendifels von P anf (F~F) liegt alfo ftets auf 
dev Scheiteltangente « Fig. 192. 
und zugleich 

7. Lehrfab. Jede Tangente einer Parabel halbirt 
ben Winkel, den der zum Beriihrungspuntte P gehirige 
Breunſtrahl FP mit dev von P anf die Veitlinie d gefall- 
ten Genfrechten bildet. Fig. 192. 

Man evfennt ſogleich vie Analogic diefer beiden Sage mit der 
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in § 16. und 17. Lehrſatz 9. und 13. über die Ellipfe und Hyperbel 
aufgeftellten, Denn ftellt man fich vor, iiber der (großen) Axe der 
Parabel fei cin Kreis beſchrieben, fo muß verfelbe, weil dev zweite 
Durchſchnittspunkt der Axe mit der Parabel im Unendlichen liegt, einer 
unendlid) grofen Durchmeſſer und alfo auch einen unendlich groper 
Halbmeffer haber, alfo eine gerade Linie fein, welche die Parabel im 
endlichen Scheitel A berührt; alfo die Scheiteltangente « iſt. Zu— 
gleich hat man ſich auch den zweiten Brennpunkt F’ im Unendlichen 
auf dev Axe zu denfen, und eine von ihm aus nach P gegogene Gee 
rade ijt alfo parallel guv Axe. Wird fie um das Stück PP= PF 
verlingert, (F—F') gezogen, und von P auf diefe eine Senkrechte gefällt, 
fo liegt dev Fußpunkt & anf dem durch den Seheitel A gehenden une 
endlich großen Kreiſe, oder auf der Scheiteltangente « Es gründet 
fich anf die Sätze 6. und 7. auch eine Methode, an eine Parabel von 
einem gegebenen Punfte Tr ans eine Tangente gu legen. Man ziehe, 
Fig. 193., von I die Gerade (II— F) und beſchreibe mit TF einen 
Kreis um I, der die Leitlinie d in F, F’ fehneivet, und ziehe von 
F, F Pavallete (F~P), (F’—P’) gur Axe, welche die Parabel in 
P, PY treffen, fo finn P, P’ die Veriihrungspuntte der von I an die 
Parabel gu legenden Tangenten. Denn in den Oreieden MFP und 
UFP ijt UF =F, als Radien des Kreiſes, FP = FP nach Lehr- 
fas 4., TP = TP, alfo A TP LA TIFP, alfo / FPO, = / FPO 
folglich nach Lehrfay 7. (I— P) eine Tangente, ebenfo (II— P’). 

Wir Hatten ferner bereits in § 11. Seite 356. gezeigt, dak bei 
rer Parabel die Involution fiir den Brennpunkt F als Gnvolutions- 
centrum eine vechtwinflige iff. Man hat alfo den 

8 Lehrſatz. Gn dem Brennpunft F einer Parabel 
entfteht eine rechtwinklige Involution. Fig. 140, 
ber dent in § 16. und 17. aufgeftellten Lehrſatze 18. entſpricht. 

G8 feien nun von einem Bunfte T aus, Fig. 194., zwei Tan— 
genten (IP), (T -P) an die Parabel gelegt, die Berührungsſehne 
(P—P’) ſchneide die Leitfinie d dev Parabel in Q, von F fei nach 
T vie Gerade (F—T) gegogen, weldje die Parabel in L, L’ fehneidet. 
Legt man an &, & Tangenten, fo müſſen fic) diefelben auf der Po— 
{aren von F, alfo auf d ſchueiden, nach § 11. Lehrſatz 34.6. Zu— 
gleich mug nach § 11. Lehrfag 31. der Durchſchnittspunkt ver Tan— 
genten an &, & auf dev Diagonalen (P —P’) des eingeſchriebenen 
Vierecks PLP'L’ liegen. Er muß demnach im Durchſchnitispunkt Q 
von (P~P’) mit d fic) befinden, oder: die Tangenten an &, & 
fchneiden fid) in Q. G8 ift alfo @—2’) die Polare von Q, alfo iſt 
Punktreihe (P — P), QP’Q'P, und daher auch Strahlbüſchel F,F-Q) 
(E-P) (F~ Q)(F-P) harmoniſch. Da aber (F-Q) durch T 
geht, und T ver Pol von (P — P) ift, fo find nach § 11. Lehrſatz 44. 
(F~'T) ober (EF ~ Q’) amd (F~ Q) entſprechende Strahlen der In— 
volution. Sie Come alfo nach Lehrfatz 8. auf einander fentrecht, oder 





506 § 18, Die Parabel. 


08 ift AQFT=1R. Folglih mug, nach § 1. Lehrſatz 29. der 
Strahl (F—T) den Winkel PFP’ halbiren, over es muß fein 

Z PET =/ PFT. 
Man hat alfo den dem Lehrſatz 16 in § 16. umd 8 17, analogen 

9 Lehrfag. Der nach dem Pole T einer Sehne PP 
gezogene Brennftrahl einer Parabel halbirt den Wintel 
PFP,, unter dem die Sehne PP’ vom Brennpuntte F aus 
gefehen wird. Fig. 194. 

Es feien ferner wieder, Fig. 195., an zwei Punkte P, P’ dev 
Parabel Xangenten gelegt, die fic) in T fepneiden. Der ſpitze Winkel, 
den die Xangente an P mit (F- P) und den die Tangente an P’ 
mit (F — P) madht, heiße bezüglich Y,, Y,, dev Winkel, den (F—-T) 
mit ber Tangente an P und an P’ bilvet, alfo 7 FTP, / FTP’ 
heiße bezüglich Z,, Z. Nun ijt nach Lehrfag 7. 7 FPQ = /FPQ 

=/Y; LEPQ” = /FPQ' =/Y,, wd ba (F-P) amd 
(F’—P’) parallel ver Axe (A—A’) find, iſt 
ZPYA' =/ FPF=2-/Y,; 
ZPFA’ = / FPF =2-/Y,. 
Bezeichnen wir den Winkel PFT, der nach Lehrſatz 9. gleich vem Winkel 
PFT iſt, mit X, fo ijt alfo: 
ZPFP’= / PFA’—/ PFA’; 
2-4 X =2-/Y,—2-/7Y,;3 
alfu: ZX =ZY,-ZY,. 
Sm Dreie PFT ijt aber auch als Außenwinkel: 
ZY,=ZX% +24,; 
alfo: LX =ZY,—Z4,. 
Durch Vergleidhung beidver Werthe von X ergiebt fic) fogleid: 
L£4,=ZL%33 
ober: ZPTF =/ FPT. 
Sm Dreieck PFT ijt: 
LX=R-LY,—L4i 
oder, da alfo LZY,=Z2, ift, 
LX=2-/4,—L%,. 
Nun iſt 7 FRT = / F'P'Q’, weil (F'— P’) || FP) ift, und 
LFPY= ZFPY=ZY, nach Lehrſatz 7, alfo ijt 7 FRT 
= Y,. &8 ift aber and), als Außenwinkel am Dreieck TRP: 
ZERT=/Y,=/ FPT + / PTR; 
oder: ZY,=ZY,+2R—/Z (4, +4); 
oder, da ZY, =/7 Z, war: 
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ZY, = / by +R—L(B, + Ls); 





alfo: ZY, =2R—/%,; 

oder: La, 

oder: ZPTF=7 . 

Wir haben alfo: LPTF=/FPT; (/PTF= /FPT; 
oder auch: Z PTE =/FPT; 7 PTF =/ FP. 


Man hat alfo den 

10.a. Lehrſatz. Sind an eine Parabel zwei Tangenten 
gezogen, fo macht fede von ihnen mit dem nach ihrem Durch— 
fouittspuntte T gehenden Breunſtrahl (FT) einen Winkel, 
der gleich ift dem, welchen die andere Tangente mit dem 
uad ihrem Breunpuutte gehenden Brennftrahl bildet. 
ZPTF=/FPT; ZPTF=/FPT. Gig. 195. 

Da auch PTF =/ FPT, / PTF=/FPT iſt, und 
wenn man durch T eine Gerade (T—F’) parallel zur Axe zieht, auch 
LPTF=/ FTP, 7 PTF = / FTP” it, da man fich ferner in 
pev Richtung (L—-F’) in unendlicher Entfermmg ven zweiten Brenn- 
punkt dev Parabel denfen kann, fo fieht man, daß man den Sak auch 
fo hatte ausdrücken können: Se zwei Tangenten einer Parabel bilden 
mit den Geraden, welche ihren Durchſchnittspunkt T mit den beiden 
Brennpunkten verbinden, gleiche Winkel. In dieſer Faffung tritt die 
Analogie unferes Sages mit pen in § 16. und § 17. Lehrſatz 15, 
über Ellipſe und Hyperbel aufgeſtellten fogleich hervor. 

Nach dev obigen Gleichung: X = 2R—/ Z, —/Z Zz ift jue 
gleich / PFT =2R— /PTP, aljo 7 2X over / PEP’ =2.(180° 
—ZPTP) d. h: 

10.b. Lehrſatz. Bei der Parabel iſt der Winkel, unter 
welchem eine Sehne vom Brennpunkte aus geſehen wird, 
doppelt ſo groß als der Nebenwinkel des Winkels, den die 
an bie Endpunkte dieſer Sehne gelegten Tangenten ein— 
ſchließen. /PFP’=2-(180°—/ PTP), Fig. 195. 

Da ferner /Z,=/Y,; 72, =180°—/Y, over / FTP’ 
=/FPT; /FTP=/FP'T ob /FTP’=/FPT; 7 FP'T 
=/ FTP ift, fo folgt: 

AFTP’ » A FPT; 
alfo verhält fic: FT: FP’=FP:FT; 
und es iſt: FT? =FP.-FP’. 
Man fieht alfo: 

11. Lehrſatz. Gn einer Parabel ijt das Nested aus 
einem Baar Brennftrahlen FP, FP’ gleich) dem Quadrate 
des Brennftrahls, der vom Brennpuntt nad dem Durch— 
fehuittspuntte dev in den Endpuntten P, P’ angelegten Lane 
geuten geht. FP. FP FTa. Fig. 195. 
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Gind ferner, Fig. 196., an cin Paar Parabelpuntte P, P' Tanz 
genten gelegt, die von einer in & berührenden dritten in G, 6" ges 
ſchnitten werden, fo ijt: 

Z SFU = / CFL + /eFe; 
oder nach Lehrſatz 9. 
Z Ee =4-/PFR +4 4./ PFE; 
alfo: ZL SFU =4./7 PF. 
Man evhalt alfo den dem Lehrſatz 17. in § 16. und § 17. entſpre— 
chenden 


12. Lehrſatz. In jeder Parabel erſcheint das von 
zwei feſtliegenden Tangenten (T—Py, (TP) auf einer 
beliebigen dritten Tangente abgefdnittene Stück GG vom 
Brennpuntte F aus immer unter demfelben Winkel, näm— 
Tic) unter einem Winkel, der halb fo grog ift, als dere 
jenige Winkel, unter dem die Berührungsſehne PP’ dev 
feftliegenden Tangenten vom Brennpuntte aus erſcheint. 
Big. 196. 


Nimmt man insbefondere P, P’ fo, daß (P—P’) durch den 
Brennpuntt geht, und fiir & den Scheitel A ber Parabel, fo über— 


zeugt man fic) fofort von dem dem Lehrſatz 19. in § 16. und 17. 
entſprechenden 


13. Lehrſatz. Das Stück GW’ der Scheiteltangente, wel— 
ches von einem Paar Tangenten abgeſchnitten wird, deren 
Berührungsſehne (P—P’) durch den Brennpunkt F einer 
Parabel geht, evfdeint von dem Brennpunfte aus unter 
einem rechten Winkel. 

Steht insbefondere die Brennfehne (P—P’) ſenkrecht 
gur Axe, fallt alfo der Durchſchnittspunkt T in den Durch— 
ſchnittspunkt D der Leitlinie d mit der Axe, fo wird / PFS 

ZeFA=/8FA=/PFC'=4R. Fig. 197 

Soll ferner die Gleichung ver Parabel gefucht werden, bezogen 
auf eine zur Ure parallele Gerade (B— M) und die Richtung dev 
durch diefelbe halbirten Sehnen als Coordinatenaxen, Fig. 198., fo fei 
(A-R) die Axe der Barabel, von B fei ein Loth auf diefelbe gefällt, 
und es fei AN=a; BN=e; RM=f. Die Stvecen BM und MP 
heißen bezüglich & und 7. Fällt man auch von P ein Loth auf die 
Axe, welches diefelbe in S, vie (B— M) in Q ſchneidet, fo verhält fich: 

PM: PR = PQ: PS; 
ober: nin +f=PS—e:PS. +) 
Gerner verhilt fi): PM:PR=MQ:RS. 
Nun ijt MQ = BQ—BM= NS—¢~_ =AS—a—eé, ud RS 
= TS—TR=TS—BM=TS —¢, ober, da nach § 11. Lehre 
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fag G1. AT = AN =a ijt, RS =AS-+a—z G8 Lantet alfo 
die Teste Proportion: 
PM:PR=AS—a—et:AS+a—s; 





oder: qin tf=AS—a—e:AS+a—eE, th 
Nun folgt aus der Proportion +): 

f:y7-+f=e:PS: 
alſo: PS=+-(n+f); *) 


aus ff) aber folgt: 
J aif As — a — 5: 2a; 
alſo iſt: 
As · — (a+ é)f = 2a-n; 
und AS — * -n7+(at+é). *) 


Nach § 11. Seite 358. ift mm, da AS hier an ver Stelle des dor- 
tigen x, PS an dev Stelle des dortigen y fteht, wenn p der Para— 
meter der Parabel ijt: 


PS = yp- AS; 
alfo vermöge ber Gleichungen *) und **) 
$F @+H=V Font pat pe 


Zugleich tft, wenn wiv an derfelben Stelle BN ober e fiir y, und 
aljo AN ober a für x ſetzen 


e=YVpa; 


alfo iſt: Vos “<q +f) =Ynt pa 
























Endlich ift f= RM = TB y" = V (2a)? + e? 
=YV 4a? + pa, da e?=pa ift, oder f= Va(p+ a). G8 ift alfo: 
Vag (n+ Va@+ 4a) =|/ 2% n+ pat pes 











ober: Va + Vpa VE gen" + pa 4 pes 


Erhebt man beiderſeits anf das Quadrat, fo erhält man: 











oe _pVa_ oY oy 4 L pes 

pha wt 2 at pa Yorn Tt Pat Ps 
—3 

oder pte 

alfo: 1=V(p + 4a)-& 


Dieß ift die verlangte Gleichung ver Parabel. 
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Iſt mm, Fig. 199. « die SGeheiteltangente einer Parabel, p ive 
gend eine andere, in P berührende Tangente, welche vie Scheiteltan- 
gente « in G ſchneidet, fo ijt G der Pol ver Sehne (AP), alfo ift 
nach Lehrfag 9, / SEP = / GFA; ferner iſt, wenn von G das Voth 
(G-&) auf den Brennftrahl (F—P) gefällt wird, EF = CF, /62E 
= / CAF =1R, alfo A. SAF, alfo jt FW = FA, und 
dba (G-#) L(F-®), und FL von conjtanter Linge FA ift, fo 
fieht man 


14, Lehrfas. Die von einem Punkte G ber Sdeitel- 
tangente « der Parabel auf venjenigen Brennftragl, 
welder den Berührungspunkt P der zweiten von G an die 
Parabel gelegten Tangente mit dem Brennpuntte F wer- 
bindet, gefallten Senkrechten G®, berühren alle einen 
Kreis, deffen Centrum F, deſſen Radius die Entfernung 
des Brennpunttes vom Scheitel A dev Parabel ift. Fig. 199. 








Auch bei der Parabel läßt fich diefer Sag verallgemeinern. Bieht 
man nämlich eine beliebige Gerade (T'- D) parallel zur Leitlinie d, 
die von der Tangente p in 7 gefdnitten wird, Fig. 199., und fällt 
man von TP ein Loth (2—-P) auf (FP), fo verhilt fich, da in 
unferem Salle. / PFP’ = 2R, alfo nach Lebrfag 9. 7 PFT = 1R, 
folglich (LT ~F) || (2 P) ijt: 

PE:PP=PT:P7; 
ober: PF:PP=PS:PS, 
Nach Lehrſatz 4. ift aber PS =P, 
alfo ift: ; 
und PF—PP= 
ober: 
ober: 
Man hat alfo den 


15. Lehrfab. Bieht man irgend cine Gerade parallel 
zur Leitlinie d ciner Parabel, und zieht von beliebigen 
Punkten T diefer Geraden je cine Tangente p an die Pa- 
rabel, gieht die Vrennftrahlen FP nach dem Berührungs— 
puntt P derfelben und fallt dann von T eine Senkrechte 
TP auf viefen Brennftrahl FP, fo berühren diefe Senk— 
rechten TP alle einen Kreis K; der Mittelpuntt deffelben 
ijt F; fein Halbmeſſer ift conftant, wo auch tmmer der 
Punt T auf dev einmal angenommenen Geraden (7D) 
gewählt ſein mag. 

Nimmt man insbeſondere fiir die Gerade (7D) die 
Rettlinie d der Parabel, fo geht der Kreis in einen Punkt 
über, nämlich in den Brennpunkt F. Fig. 199. 
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Da ferner PP=PS md (P—P)_1 (T-P), (P—S)1L(T-D) 
war, fo fant man fagen: 

16. Lehrfak. Feder Punkt P des Umfanges einer Pa- 
rabel ift ber Mittelpunft eines Kreifes (mit bem Halb- 
meffer PP=PS), der den Kreis K deffen Mittelpuntt F, 
deſſen Halbmeffer FP ift, und die Gerade (T—D) berührt. 


Bieht man, Fig, 200., vom Punfte S eine Gerade (S— P) und 
fucht den Punkt X zu beftimmen, in welchem piefelbe die Are (A-A’) 
der Parabel ſchneidet, fo entfieht ein Dreieck PPX, in welchem /FPX 
=/ PPS, / PEX=/ PPS ijt; es ift alfo A FPX ~/ PPS, 
und da in letzterem PS = PP ift, fo ift auc) im A FPX Seite FX 
=FP. Gs fallt aljo X in den einen Ourchfehnittspuntt > ves Kreifes 
K mit ver Barabelage (ATA’). Ebenſo geht auch (S'~ P’) durch 
Su ſ. w. Beſtimmt man alſo verſchiedene Punkte 7, 7 auf (7-D) 
und legt von ihnen Tangenten p, p’ an die Pavabel, fo erhalt man 
verſchiedene Punkte S, 8’ ue ſ. w., for erſchiedene Punkte P, P’. 
Es entftehen anf dieſe Weiſe drei Strahlbüſchel. Die trablen des 
einen laufen alle parallel ver Parabelaxre, er ift alfo ein Parallel 
Strahlbüfchel, oder ein Strahlbüſchel, deſſen Scheitel in unendlicher Ent 
fernung, in der Richtung (A-A’) fich befindet; der Scheitel des zweiten 
Strahlbüſchels liegt in Y, dev des dvitten in F. Oa nun je zwei Strahlen 
dev Strablbiifehel oo (PS), (P’~S') ..., amd =, (Z—S), (2/78) one 
fich auf dev Geraden (L2—D) ſchneiden, fo iſt dev ence -Strafe 
büſchel co perfpectivifey, alfo auch conform mit dem Strahlbiifdel B. 
Zugleich werden jede zwei entſprechende Strahlen diefer Büſchel, wie 
(PS) und (2-8), ((P’—S’) und (2 ~S')) uw ſ. w. von einent 
Strahl Cn (ober (F~ P’)) des Büſchels F, der eine in einem 
Punkte P (oder P’) der Parabel, der andere in einem Punkte P (ober 
P’) des Kreiſes geſchnitten. Man kann paher die Parabel als eine 
Curve des vor den Strahlbüſcheln oo und F, ven Kreis als die ho- 
mologe Curve des von den Strahlbüſcheln y und F erzeugten Sy— 
ftems anfehen, und hat den 

17. Lehrſatz. Cine Parabel ift dem in Lehrfag 15. ere 
wahuten Kreiſe K perfpectivifch collinear, und zwar liegt 
per Scheitel pes einen, die perfpectivifche Collineation 
beftimmenden Strahlbüſchels in unendlicher Entfernung 
in der Richtung dev Parabelaxe, der Scheitel des anderen 
in dem vom Barabel-Sceitel abwarts gelegenen Durch— 
ſchnittspunkt S des Kreifes K mit der Parabelaxe, das 
Collineationscentrum im Centrum F des Kreiſes K; die 
Collineationsaxe ijt ftets vie Gerade (7D), die parallel 
zur Leitlinie d der Parabel, und von ihr um eine Stree 
DD gleich vem Radius FP ves Kreiſes K entfernt ift. 
Big. 200. 

Wenn man bedenft, daß man fich in ver Parabel einen zweiten 
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Brennpuntt F’ im Unendlichen, und alfo (P= 8) als (F — P) denten 
fann, wenn man ferner erwägt, dag (7D) |. (P—S) ijt, fo er— 
Hellt, dag man fic) (7'— D) ſelbſt ale den, hier mit unendlich grofem 
Radius beſchriebenen Kreis K’ bei ver Ellipfe und Hyperbel vorftellen 
darf. Man erfennt fogleich die WAnalogie ver Lehrſaͤtze 15., 16., 17. 
mit den in § 16. und 17. aufgeftellten Sätzen 22., 23., 24. 

Da endlich ver Scheitel S im Syſtem , F, homolog ift dem 
unendlich entfernten Scheitel, co, im Syſtem co, F; fo folgt, ak = 
ein Punt der Gegenaze des Syſtems =, F ijt. Zugleich iſt nach 
§ 8. Lehrſatz 10. die Gegenaxe dieſes Syftems felbft parallel ver 
Collineationsaze (—-D), alfo fentrecht gu (AA!) oder ſenkrecht 
gu (ZF). Gine in Y jentredjt auf (S—F) gezogene Gerade be- 
rührt aber den Kreis K in R. Man erhilt alſo den 

18. Lehrſatz. Die im Punkte S an den Kreis K ge- 
legte Tangente iſt dite bem Syſtem ¥, F gugehirige Ge— 
genare. 

Daß dieſer Sak dem in § 16. und § 17. als Lehrſatz 25. aufe 
geſtellten entfpricht, ift fofort erſichtlich. 
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